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PRÉFACE 


Les progrès impétueux des techniques nouvelles et l'application 
toujours plus poussée des mathématiques modernes à la recherche 
ont rendu infiniment plus rigoureux les impératifs auxquels doit satis- 
faire la formation mathématique des ingénieurs et des chercheurs 
se consacrant à des problèmes appliqués. 

Les connaissances mathématiques nécessaires à un chercheur 
dans le domaine technique ne peuvent déjà plus se borner aux élé- 
ments traditionnels de l'analyse dite classique dont les branches 
essentielles se sont constituées en principe vers le début du XX° 
siècle. Un ingénieur travaillant dans un centre de recherches est 
actuellement censé de connaître de nombreuses branches des mathé- 
matiques modernes et, en premier lieu, de posséder à fond les métho- 
des et procédés de calcul numérique, la résolution de la plupart 
des problèmes imposant l'obtention d'un résultat numérique. 

Les techniques actuelles offrent de nouveaux moyens puissants 
pour la réalisation effective des calculs. Dans de nombreux cas il 
devient donc possible de remplacer les positions approchées des 
problèmes appliqués par des formulations précises. Or cela implique 
la mise en œuvre de théories mathématiques spéciales (équations 
différentielles non linéaires, analyse fonctionnelle, méthodes varia- 
tionnelles, etc.). 

L'utilisation raisonnable des machines à calculer modernes est 
impensable sans la maîtrise des méthodes de calcul approché et 
numérique. C'est ce qui explique l'intérêt de plus en plus croissant 
porté en U.R.S.S. et dans d’autres pays aux méthodes d'analyse 
numérique. 

Le présent ouvrage a surtout pour objet de donner un expose 
dans une certaine mesure systématique et mis à jour des plus impor- 
tants méthodes et procédés de calcul numérique sur la base d'un 
cours général des mathématiques supérieures. Il est conçu dans sa 
majeure partie comme un manuel de premier cycle d'étude de calcul 
numérique à l'usage des élèves des écoles techniques supé- 
rieures. 
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L'essor de l’économie nationale de l’U.R.S.S. rend nécessaire 
la formation en nombre toujours plus grand de spécialistes pour les 
centres de calcul. Les programmes de divers cours de perfectionne- 
ment des ingénieurs et de la formation des candidats à la licence 
réservent une grande place au calcul approché et numérique. C'est 
la raison pour laquelle nous avons inclus dans ce livre des renseigne- 
ments supplémentaires sortant du cadre d’un cours d'école supé- 
rieure usuel. Cela ne rend pas pour autant plus difficile la lecture 
de l'ouvrage, le lecteur peut sans altérer la compréhension du texte 
choisir les exposés nécessaires et omettre ceux qu'il considère comme 
superflus. Pour rendre plus commode la manipulation du livre, les 
chapitres pouvant être omis en première lecture sont affectés d'un 
astérisque. 

Les auteurs font largement appel aux principes du calcul matri- 
ciel. Les notions de vecteur, matrice, matrice inverse, valeur propre 
et vecteur propre, etc., sont usuelles. L' application des matrices 
présente plusieurs avantages, rendant plus facile la mise en évidence 
des principes de nombreux calculs. Dans ce sens la démonstration 
des théorèmes de convergence de divers processus numériques est 
particulièrement suggestive. En outre, les machines à calculer 
rapides actuelles réalisent sans peine les opérations matricielles 
principales. 

Pour l'intelligence du texte le lecteur doit posséder un minimum 
de connaissances dans le domaine de l'algèbre linéaire et de la théorie 
des espaces vectoriels. L'assimilation de ce minimum devient plus 
facile grâce aux renseignements supplémentaires que les auteurs 
ont cru nécessaire d'inclure afin d'éviter des références à de nom- 
breuses sources. Les chapitres respectifs sont indépendants du texte 
principal et le lecteur initié peut les omettre sans inconvénient. 

Le présent ouvrage traite surtout des sujets suivants: opérations 
sur les nombres approchés; calcul des valeurs d’une fonction à 
l'aide de séries et de processus itératifs; résolution approchée et 
numérique des équations algébriques et transcendantes; méthodes 
numériques de l'algèbre linéaire; interpolation des fonctions; 
dérivation et intégration numérique des fonctions; méthode de 
Monte-Carlo. 

Les auteurs s’attachent à donner des méthodes commodes pour 
évaluer les erreurs. Les théorèmes de convergence sont démontrés 
pour la plupart des processus, l’exposé rendant possible leur omis- 
sion pour se borner seulement à l'aspect technique de la question. 
Dans certains cas, pour rendre le texte plus direct et moins complexe, 
les procédés de calcul sont présentés sous une formo schématisée. 

Les méthodes principales sont poussées jusqu'à des applications 
numériques exposées sous la forme d° exemples et de résolutions 
détaillées. Pour une meilleure maîtrise des principes la majorité 
des exemples est traitée sous une forme simplifiée donnée à titre 
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d'illustration. Les références et la bibliographie supplémentaire 
sont placées en fin de chaque chapitre. 

Le présent ouvrage est un exposé des méthodes choisies de calcul 
numérique et ne contient pas les textes relatifs aux formules empiri- 
ques, à l'approximation quadratique des fonctions, aux solutions 
approchées des équations différentielles, etc. Les auteurs se pro- 
posent d'écrire à ce sujet un ouvrage spécial. 

Ce livre ne traite pas non plus de programmation et de techni- 
ques de résolution des problèmes mathématiques sur les machines 
à calculer. 

Les auteurs tiennent à exprimer leur reconnaissance aux colla- 
borateurs de la chaire des mathématiques supérieures de l’Académie 
d’Artillerie F. Dzerjinski, qui ont pris part à la discussion du manus- 
crit. Tout particulièrement nous remercions L. Lusternik, G. Tols- 
tov, N. Bouslenko pour leurs remarques d'ordre général, E. Chouva- 
lova qui a mis à notre disposition certaines données, D. Grobman 
pour des conseils pratiques précieux et À. Iouchkévitch qui a revu 
le chapitre XVII. 

La reconnaissance des auteurs va également au professeur 
K. Smolitski, au chargé de cours S. Frolov et à R. Chostak dont 
les critiques ont permis d'améliorer le manuscrit. 


Les Auteurs 


INTRODUCTION 


Généralités 

La réalisation d’un grand nombre de calculs impose l’obser- 
vation des règles bien simples élaborées par la pratique, qui facili- 
tent le travail du calculateur et rendent rationnelle l’utilisation 
des machines et des moyens auxiliaires. 

Le calculateur doit dresser en premier lieu un schéma de calcul 
qui indique exactement l’ordre des opérations et qui permet d'obte- 
nir le résultat recherché par le moyen le plus simple et le plus rapide. 
Cela importe surtout dans le cas des calculs de même type, car 
alors un tel schéma, en rendant les calculs automatiques, permet 
de les exécuter à une vitesse et avec une fiabilité plus grandes, ce 
qui compense largement le temps nécessaire pour la composition 
du schéma. Par ailleurs, un schéma de calcul détaillé permet de 
confier le travail à des exécutants moins qualifiés. 

Voici un exemple pour illustrer l'établissement d'un schéma. 
Supposons qu'il faille calculer les valeurs d’une fonction donnée 
analytiquement 

y=i( 


pour les valeurs données de l'argument x = z,, x, . .., x,. Si 
le nombre de ces valeurs est grand, il n’est pas raisonnable de cal- 
culer d’abord la valeur f (x:), puis la valeur f (x), etc., réalisant 
chaque fois l'ensemble des opérations désignées par le symbole f. 
Il est beaucoup plus avantageux, après avoir décomposé la fonction f 
en opérations élémentaires 


Î (x) = fm (ee (a (fs (x))) + .), 
de réaliser les calculs par des opérations de même type: 
U; = fi (ti) (= 1, 2:10); 
Vi; = f2 (ui) G=1,2,...,n); 


Y = fm (Li) El: 2 sun), 
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en reprenant toujours la même opération jf; (j = 1, 2, ..., m) 
pour toutes les valeurs considérées de l'argument. On peut 
alors utiliser largement les tables des fonctions correspondantes et 
les machines à calculer spécialisées. Les résultats des calculs doivent 
être portés sur des cartes ou formulaires spéciaux, feuilles de papier 
dûment réglées et portant les notations définies par le schéma de 
calcul retenu. À mesure que les résultats des calculs intermédiaires 
sont obtenus, on les inscrit sur ces cartes à l'endroit bien déterminé, 
ainsi que les résultats définitifs. 

Les cartes sont conçues en général de façon que les résultats de 
chaque série des opérations de même type soient portés sur la même 
colonne ou ligne, la disposition des écritures des résultats inter- 
médiaires devant être commode pour la réalisation des calculs ul- 
térieurs. 

Ainsi, pour composer le tableau des valeurs de la fonction 


= + VTT sin, (1) 


on peut recommander le formulaire représenté sur le tableau 1. 

Les calculs se font suivant les colonnes, le caractère des opé- 
rations de même type à réaliser étant suggéré par le formulaire lui- 
même. 


Tableau 1 


Carte de calcul de la fonction (1) 


# m 
s | + [ER] = 
- LAS a [2 *. 
en Le es + 
Pa x“ — + 
— # KR "+ mn 
a “ = ô = = = 
2 #2 © A © r _ >= 
| 2 3 4 9 9 10 11 2 


On inscrit d’abord sur la colonne (1) les valeurs données de 
l'argument x. Ensuite tous les nombres de la colonne (1) sont élevés 
au carré et portés sur la colonne (2). Puis pour chaque nombre de la 
colonne (1) on définit d’après les tables les valeurs successives de 
e*, sin x, cos z, inscrites respectivement sur les colonnes (3), (4), (5). 

Les colonnes suivantes indiquent les résultats des opérations 
intermédiaires. Par exemple, la colonne (6) donne la valeur de la 
somme e* + cos x (schématiquement (3) + (5)), etc. Dans la der- 
nière colonne figurent les valeurs de la fonction cherchée y. Lorsque 
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la forme de la carte est correcte, le calculateur ne recourt pas pendant 
le travail à la formule de calcul, en concentrant toute son attention 
pour remplir les colonnes. 

Notons que le schéma de calcul et la forme de la carte sont inti- 
mement liés aux appareils utilisés et aux tableaux auxiliaires. 
Ainsi, dans certains cas, des résultats intermédiaires isolés ne sont 
pas portés sur la carte étant conservés par la mémoire de la machine. 
Parfois il est commode de considérer des ensembles standards des 
opérations comme une opération isolée. Par exemple, avec une règle 
à calcul la valeur numérique de l'expression du type 

ab 
Te 


peut être calculée sans fixer le résultat intermédiaire et il ne faut 
donc pas la décomposer en opérations élémentaires de multiplication 
et de division. D'une façon analogue, lorsqu'on travaille sur des 
calculateurs électriques, le calcul de la somme 


n 
> ahbk 

k=1 
est une opération unique. Dans de nombreux cas on a intérêt à 
transformer les expressions données pour les ramener à une forme 
singulière (par exemple, remplacer la division par la multiplication 
par une grandeur inverse ou décomposer l'expression en un produit 
commode pour le calcul des logarithmes, etc.). 

Le deuxième élément auquel il faut prêter attention c'est la 
vérification des calculs. Sans cette vérification le calcul ne peut être 
considéré comme terminé. La vérification peut être courante ou finale. 
Les opérations supplémentaires de vérification courante permettent 
d'établir avec une certitude plus ou moins grande que les résultats 
intermédiaires obtenus sont valides. S'il n’en est pas ainsi, on 
reprend les calculs du pas correspondant. La vérification finale 
ne porte que sur le résultat définitif. Par exemple, si l’on cherche 
la racine d'une équation, la valeur obtenue peut être vérifiée par 
substitution. Le bon sens suggère que lorsque les calculs sont nom- 
breux, il est trop risqué de remettre la vérification à la fin des opé- 
rations. C'est pourquoi il est plus avantageux de vérifier la validité 
des calculs pas à pas. Dans des cas importants les calculs sont véri- 
fiés par exécution indépendante des opérations par deux calcula- 
teurs ou le calcul se fait par le même exécutant mais suivant deux 
méthodes différentes. 

Le troisième élément important est l'estimation de l'erreur. Dans 
la majorité des cas les calculs se font avec des nombres approchés, 
le résultat obtenu étant aussi approché. C'est pourquoi même une 
méthode exacte de résolution des problèmes donne lieu à des erreurs 
. générées (erreurs d'opération) et des erreurs d'arrondi. Si la méthode 
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elle-même est approchée, à ces deux erreurs vient s'ajouter l'erreur 
de la méthode. Dans des circonstances défavorables, l'erreur résul- 
tante peut être si grande que le résultat obtenu n'aura qu'une valeur 
illusoire. Les chapitres correspondants du présent ouvrage indi- 
quent les méthodes d'évaluation des erreurs pour les calculs prin- 
cipaux. 

Dans une carte de calcul il est utile de prévoir des colonnes pour 
les différences tabulées (cf. chapitre XIV, $ 2) quon peut mettre 
à profit pour la vérification des calculs. Notamment, si la validité 
d'une partie du tableau des différences est compromise, il faut recal- 
culer les éléments correspondants du tableau ou révéler la cause de 
la perturbation. 

Il faut également veiller à ce que les inscriptions sur les cartes 
soient soignées et bien nettes. La pratique atteste qu'une écriture 
vague des chiffres conduit souvent à des faules susceptibles de com- 
promettre un calcul bien organisé. Les fautes d'écriture des nombres 
sont particulièrement graves si ces derniers comptent beaucoup de 
zéros. Les nombres de ce type doivent être notés sous une forme 
normale, en spécifiant la puissance entière de dix; par exemple 

0,00000345 — 3,45 .106, 
etc. 

Dans ce livre, les auteurs traitent essentiellement des métho- 
des de calculs. Dans plusieurs cas les exemples numériques 
sont simplifiés et les calculs intermédiaires souvent omis. 


CHAPITRE PREMIER 


NOMBRES APPROCHÉS 


S 1. Erreurs absolue et relative 


Un nombre approché a est un nombre légèrement différent du 
nombre exact À et qui dans les calculs remplace ce dernier. Si l’on 
sait que a < A,aest dit valeur approchée du nombre À par défaut; 
si a > À, a est une valeur approchée par excès. Par exemple, pour 


V2 le nombre 1,41 est une valeur approchée par défaut alors que 


1,42 l'est par excès car 1,41 < V2 <<1,42. Si a est une valeur 
approchée du nombre À, on note a Æ À. 
1 est d'usage d'entendre par erreur Aa d'un nombre approché 
a la différence entre le nombre exact À correspondant et le nombre 
approché donné 
Aa = À — a*. 


Si À > a, l'erreur est positive: Aa > 0; mais si À <a, l'erreur 
est négative: Aa 0. Pour obtenir le nombre exact À, il faut ajou- 
ter au nombre approché a l’erreur Aa 


A = a + Aa. 


Le nombre exact peut être ainsi considéré comme approché avec 
une erreur nulle. 

Dans de nombreux cas le signe de l'erreur est inconnu. Il con- 
vient alors de recourir à l'erreur absolue du nombre approché 


A = | Aa |. 
Définition 1. On appelle erreur absolue À d’un nombre 


approché a la valeur absolue de la différence entre le nombre exact 
correspondant À et le nombre a 


A = |A — a |. (1) 


Il convient alors de distinguer deux cas: 
1) le nombre À est connu; l’erreur absolue se détermine d’après 
la formule (1); 


* On appelle quelquefois erreur la différence a — À. 
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2) le nombre À est inconnu, cas pratiquement le plus fréquent ; 
par conséquent, nous ne pouvons pas déterminer l'erreur absolue A 
d'après la formule (1). 

Dans ce cas, au lieu de l'erreur absolue théorique À inconnue, 
il est utile d'introduire sa limite supérieure dite borne supérieure 
d'erreur absolue *. 


Définition 2. On désigne par le nom de borne supérieure 
d'erreur absolue d'un nombre approché tout nombre supérieur ou 
égal à l'erreur absolue de ce nombre. 

Ainsi, si À, est une borne d'erreur absolue d’un nombre approché 
a qui remplace le nombre exact 4, on a 


A= A —a|< A. (2) 
On en déduit que le nombre exact À est encadré comme suit 
a—A, <A<a+ A,. (3) 


Par conséquent, a — À, est une approche du nombre À par défaut 
et a + À, l'est par excès. 
Dans ce cas on fait appel à une écriture abrégée 


= a + À,. 


Exemple 1. Trouver la borne d'erreur absolue du nombre 
a = 3,14 qui remplace le nombre x 


Solution. Puisqu'on a l'inégalité 
3,14 7 3,15, il vient |a —3x | <0,01 


et, par conséquent, on peut poser À, = 0,01. 
Si l’on tient compte de ce que 


3,14 nr <3,14, 


une meilleure estimation est A, — 0,002. 

Constatons que la notion de borne d'erreur absolue énoncée 
dans ce qui précède est très large: par borne d'erreur absolue d'un 
nombre approché a on entend un das quelconque de l’ensemble 
infini des nombres non négatifs A, qui vérifient l'inégalité (2). Il 
en résulte que tout nombre supérieur à une borne d'erreur absolue 
du nombre approché donné peut s'appeler également borne d'erreur 
absolue de ce nombre. En pratique il est commode de choisir pour 
À, le nombre le plus petit possible qui vérifie l’inégalité (2). 

L'écriture d’un nombre approché obtenu par mesure directe 
traduit en général sa borne d'erreur absolue. Par exemple, si la 
longueur d’un segment est L — 214 cm à 0,5 cm près, on écrit L — 


* Sauf mention expresse, on entend ici par borne d’erreur la borne d'erreur 
supérieure (note du trad.). 
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— 214 cm + 0,5 cm. Ici la borne d'erreur absolue A, = 0,5 cm, 
et la valeur exacte de la longueur / du segment est comprise entre 
les limites 213,5 çcm</< 214,5 cm. 

L'erreur absolue (ou la borne d'erreur absolue) ne suffit pas 
pour caractériser le degré de précision de la mesure ou du calcul. 
Ainsi, si en mesurant les longueurs de deux tiges on obtient /, = 
— 100,8 cm + 0,1 cm et l; = 9,2 cm + 0,1 cm, bien que les bornes 
d'erreur absolue coïncident, la première mesure est meilleure que 
la deuxième. Pour la précision des données d’une mesure, le rôle 
essentiel revient à l’erreur absolue par unité de longueur qui s'appelle 
erreur relative. . 


Définition 3. L'erreur relative Ô d’un nombre approché a 
est le rapport de l'erreur absolue A de ce nombre et du module du 
nombre exact correspondant À (A + 0) 


A 
=. (4) 
D'où A = | A |6. 
Introduisons, de même que pour l'erreur absolue, la notion de 
borne d'erreur relative. 


Définition 4. La borne (supérieure) d'erreur relative 6, 
d'un nombre approché a donné est un nombre quelconque supé- 
rieur ou égal à l'erreur relative de ce nombre. Par définition: 


Ô <ô,, (5) 

ET < Oo d'où A |A lôe. 
Ainsi on peut prendre pour borne d'erreur absolue du nombre a 
AY = | A | Ô,- (6) 


c'est-à-dire 


Comme pratiquement À & a, au lieu de la formule (6) on utilise 
souvent la formule 


A = |a |ô. (6°) 


Si l'on connaît une borne d'erreur relative ô,, on en déduit un enca- 
drement du nombre exact. Voici la notation conventionnelle qui 
traduit le fait que le nombre exact repose entre a (1 — 6,) et 
a (1 + Ôo): 

A = a (1 + Ô,). 


Soient a un nombre approché qui remplace le nombre exact À 
et À, une borne d'erreur absolue du nombre a. Pour fixer les idées, 
posons que À > 0, a > 0 et À, <a. Alors 


Âa 


__4 
Pete. 
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Par conséquent, on peut adopter comme borne d'erreur relative du 
nombre a le nombre 


D'une façon analogue on obtient À = A6 < (a + A) ô,; d’où 


_ Gôa 
A = T5 


Si, comme d'ordinaire, A, <a et 6, <1 (le symbole < se 
lit « très inférieur »), on peut ‘adopter d'une façon approchée 


ct 


Exemple 2. Le poids de 1 dm* d'eau à 0O°C est p — 
— 999,847 of + 0,001 gf. Trouver la borne d'erreur relative du 
résultat de la pesée. 


Solution.Illest clair que A, = 0,001 gf et p — 999,846 gf. 
Par conséquent, 
$ 0,001 


= —————— 2% 4 0/ 
P — 999,846 107 % 


Exemple 3. En recherchant la constante de gaz de l'air 
on a obtenu R — 29,25. L'erreur relative de cette valeur étant 
(oo, trouver les limites entre lesquelles est comprise À. 


Solution. On a ôr — 0,001; donc Ar = Rôk = 0,03. 
Par suite, 29,22 < R < 29,28. 


$ 2. Sources principales des erreurs 


Les erreurs commises dans les problèmes mathématiques peuvent 
être en principe classées en cinq catégories. 

1. Erreurs dues à la position même du problème. Il est rare 
que les formulations mathématiques présentent un modèle fidèle 
du phénomène réel; généralement, ces modèles sont plus ou moins 
idéalisés. Lors de l’étude de tel ou tel phénomène de la nature, dans 
les cas courants on est contraint, afin de simplifier le problème, 
d'admettre certaines conditions, ce qui donne lieu à plusieurs erreurs 
(erreurs du problème). 

Il arrive parfois qu ‘il soit difficile ou même impossible de ré- 
soudre un problème énoncé en termes exacts. On le remplace alors 
par un problème approché dont les résultats se distinguent peu de 
ceux du problème donné. On fait apparaître ainsi une erreur qu'on 
peut appeler erreur de la méthode. 
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2. Erreurs associées en analyse mathématique aux processus 
infinis. Les fonctions qui figurent dans les formules mathématiques 
sont souvent données sous la forme de suites infinies ou de séries 

z3 zô à 

(par exemple, sinxz = 7x — 7% +4 —-- .). Plus même, de nom- 
breuses équations mathématiques ne peuvent être résolues qu'en 
décrivant des processus infinis dont les limites constituent précisé- 
ment les solutions cherchées. Un processus infini ne se terminant 
pas en général en un nombre fini de pas, on est obligé d'y mettre 
fin à un certain terme de la suite en le considérant comme une appro- 
ximation de la solution cherchée. On comprend que le processus 
ainsi arrêté donne lieu à une erreur dite erreur de troncature. 

3. Erreurs dues à la présence dans les formules mathématiques 
des paramètres numériques dont les valeurs ne peuvent être déter- 
minées qu'approximativement. Telles sont, par exemple, toutes les 
constantes physiques. Cette erreur est dite par convention initiale. 

4. Erreurs associées au système de numération. Même des nom- 
bres rationnels notés dans le système décimal ou dans un autre 
système positionnel peuvent comporter à droite de la virgule une 
infinité de chiffres (un nombre décimal périodique, par exemple). 
11 est évident que le calcul ne peut mettre en œuvre qu'un nombre 
fini de ces chiffres. Ainsi apparaît l'erreur d'arrondi ou de chute. 


En posant, par exemple, - — 0,333, on commet une erreur À = 


= 31074. Il arrive également qu'il faut arrondir des nombres déci- 
maux à grand nombre de chiffres. 

5. Erreur résultante d'une opération due aux erreurs des termes 
initiaux (erreur propagée). Il est clair qu'en effectuant des calculs 
sur des nombres approchés, les erreurs des données de départ sont 
propagées en quelque sorte sur le résultat des calculs. Sous ce rap- 
port, les erreurs propagées sont insurmontables. 

Il va de soi que des erreurs de telle ou telle espèce n'interviennent 
pas nécessairement dans la résolution des problèmes concrets ou 
leur influence est négligeable. Mais généralement, pour une analyse 
complète il faut prendre en considération toutes les erreurs. Dans 
ce qui suit nous allons nous borner essentiellement au calcul des 
erreurs générées et des erreurs de la méthode. 


$ 3. Notation décimale des nombres approchés. 
Chiffres significatifs. Nombre de chiffres exacts 


On sait que tout nombre positif a peut être représenté sous la 
forme d’un nombre décimal de développement limité ou illimité 


a = m0" + om-107 1 œm 10 + amener dO TL... (4) 


où «&; sont les chiffres du nombre a (&œ; = 0, 1, 2, , 9), le chiffre 
de l’ordre le plus élevé «,, : et m est un entier (rang supérieur 
2—0 1072 
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du nombre a). Par exemple, 
3141,59 . .. = 310% + 1-10° + 4107 + 1.109 + 5-1071 + 
+ 9-10 — 


Le poids d'une unité varie en fonction de sa position dans le 
développement décimal (1) du nombre a. L'unité en première place 
vaut 107, en deuxième 10”"-1, en n-ième 10"-"*, etc. 

Dans la pratique on n'utilise essentiellement que des nombres 
approchés qui sont des nombres décimaux limités 


D = Br 107 + Br 103 +. + Bmene 1074 (Bm 0). (2) 


Tous les chiffres conservés $;, (i = m, m —1,..., m —n +1) 
s'appellent chiffres significatifs du nombre approché b. Il se peut 
bien que certains d’entre eux (à l'exception de B,,) soient nuls. La 
représentation positionnelle du nombre b dans le système de numé- 
ration décimale impose quelquefois l'introduction des zéros au 
début ou à la fin du nombre. Par exemple, 


b— 740 + 0.104 + 1.105 + 0 .10- — 0,007010, 
ou 
b = 2.109 + 0.109 + 0107 + 3.105 + 0105 = 2 003 000 000. 


Les zéros de ce type (soulignés dans nos exemples) ne sont pas con- 
sidérés comme des chiffres significatifs. 


Définition 1. On appelle chiffre significatif d'un nombre 
‘approché tout chiffre dans sa représentation décimale différent 
du zéro et un zéro s’il se trouve entre deux chiffres significatifs ou 
s’il constitue un chiffse conservé. Tous les autres zéros faisant partie 
du nombre approché et ne servant que pour désigner les rangs ne 
sont pas chiffres significatifs. 

Par exemple, dans le nombre 0,002 080 les trois premiers Zéros 
ne sont pas significatifs puisqu'ils ne servent qu'à indiquer les 
rangs des autres chiffres. Quant aux deux zéros qui suivent, ils 
sont significatifs, le premier étant placé entre les chiffres signifi- 
catifs 2 et 8 et le second, comme l'indique la notation, traduit 
le fait que le nombre approché a conservé la décimale 10%. Si le 
dernier chiffre du nombre 0,002 080 n’est pas significatif, ce nombre 
se mettrait sous la forme 0, ‘002 08. Dans cette optique, les nombres 
0,002 080 et 0,002 08 ne sont pas équivalents, le premier comptant 
quatre chiffres significatifs et le second rien que trois. 

Dans l'écriture de grands nombres les zéros à droite peuvent 
soit désigner les chiffres significatifs, soit définir le rang des chiffres 
restants. C'est pourquoi la notation usuelle des nombres peut donner 
lieu à des confusions. Par exemple, nous ne pouvons pas juger d’a- 
près la forme du nombre 689 000 combien de chiffres significatifs 
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compte-t-il. On peut affirmer seulement qu'il y en a au moins trois. 
Pour lever cette indétermination il faut expliciter l’ordre supérieur 
du nombre et l'écrire sous la forme 6,89 -10° s’il compte trois chiffres 
significatifs, ou 6,8900 -105 s'il en compte cinq, etc. En général, 
une écriture de ce type est commode pour les nombres qui compor- 
tent un grand nombre de Zéros non significatifs, par exemple 
0,000 000 120 = 1,20 -10 7, etc. 

Introduisons la notion de chiffres exacts d’un nombre décimal 
approché. 


Définition 2. On dit que les r premiers chiffres signifi- 
catifs d'un nombre approché sont exacts si l'erreur absolue de ce 
nombre ne dépasse pas une demi-unité du rang du n#7-ième chiffre 
significatif en comptant de gauche à droite. 

Ainsi, si l’on sait que pour un nombre approche a (1), qui rem- 
place le nombre exact À, 
A=|A—a|<+.107-"#, 
alors, par définition, les premiers » chiffres œm, Œmis +’ -» Œm-n+1 
de ce nombre sont exacts. 

Par exemple, pour le nombre exact À = 35,97 le nombre a — 
— 36,00 est une approximation avec trois chiffres exacts du fait 


que |A —a | = 0,03 < 40,1. 


Constatons que tous les chiffres significatifs des tables mathé- 
matiques sont exacts. Ainsi les tables de logarithmes à cinq déci- 
males assurent que l'erreur absolue de la mantisse ne dépasse pas 


1 : 
ZT 10 Le etc. 


‘ Le terme « rx chiffres exacts » ne doit pas être pris à la lettre, 
c'est-à-dire au sens que les r premiers chiffres significatifs d’un 
nombre approché a donné, qui compte n# chiffres exacts, coïncident 
avec les chiffres respectifs du nombre précis À. Par exemple, le 
nombre approché a = 9,995 qui remplace le nombre précis À — 10 
compte trois chiffres exacts, tous ces chiffres étant différents. Toute- 
fois, les cas sont nombreux où les chiffres exacts d'un nombre appro- 
ché sont précisément les mêmes que les chiffres respectifs du nombre 
précis. 

Remarque. Dans certains cas il est commode de dire que 
le nombre a est une approximation du nombre précis À à nr chiffres 
exacts dans un sens lâche, en entendant par là que l'erreur absolue 
À = | À — a | ne dépasse pas une unité de rang du #-ième chiffre 
du nombre approché. | 

Par exemple, pour le nombre précis À = 412,3567, le nombre 
a = 412,356 est une approximation à six chiffres exacts dans un 
sens lâche du fait que À = 0,0007 < 1 10. 


2% 
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Par la suite nous entendons, sauf mention du contraire, les 
chiffres exacts d'un nombre approché dans le sens de la définition 2 
(c'est-à-dire au sens strict). 


$ 4. Arrondissement des nombres 


Considérons un nombre approché ou précis a écrit sous la forme 
décimale. Il arrive souvent .qu ‘il faut l'arrondir, c'est-à-dire le 
remplacer par un nombre a; à plus petit nombre de chiffres signi- 
as Le nombre a, est choisi de façon à minimiser l'erreur d'arron- 

i |a —a |. 

Règle d’ arrondissement (supplémentaire). Pour arrondir un 
nombre jusqu'à » chiffres significatifs on rejette tous les chiffres 
à droite du n#-ième chiffre significatif ou, s’il faut conserver les 
rangs, on les remplace par des zéros. Dans ces conditions: 

4) si le premier des chiffres rejetés est inférieur à 5, les chiffres 
restent inchangés; 

2) si le premier des chiffres rejetés est supérieur à 5, on ajoute 
une unité au dernier chiffre restant ; 

3) si le premier des chiffres rejetés est égal à 5 et si parmi les 
autres chiffres rejetés il y en a des non nuls, le dernier chiffre restant 
est augmenté de l'unité; 

Sa) mais si le premier des chiffres rejetés est égal à 5 alors que 
tous les autres chiffres rejetés sont des zéros, le dernier chiffre con- 
servé reste sans changer s'il est pair ou on lui ajoute une unité s’il 
est impair (règle du chiffre pair). 

Autrement dit, si en arrondissant un nombre on rejette moins 
d'une demi-unité de dernier rang conservé, les chiffres de tous les 
rangs conservés restent inchangés ; mais si la partie rejetée du nom- 
bre est supérieure à une demi-unité du dernier rang conservé, on 
ajoute une unité au chiffre de ce rang. Dans des cas exceptionnels, 
lorsque la partie supprimée est égale exactement à une 
demi-unité du dernier rang conservé, pour que les erreurs d’arrondi 
se compensent, on fait appel à la règle du chiffre pair. 

Il est évident qu'en appliquant la règle d'arrondissement l'erreur 


d'arrondi ne dépasse pas + de l'unité du rang du dernier Chiffre 
significatif conservé. 
Exemple 1. En arrondissant le nombre 
n — 3,1415926535 . . 
jusqu'à cinq, quatre et trois chiffres significatifs, on obtient les 
nombres approchés 3,1416; 3,142; 3,14 avec des erreurs absolues 
inférieures à +104, +10 et +102 
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Exemple 2. En arrondissant le nombre 1,2500 à deux 
chiffres significatifs, on obtient le nombre approché 1,2 avec une 


erreur absolue égale à +107 — 0,05. 


La précision du nombre approché dépend non pas du nombre de 
chiffres significatifs, mais du nombre de chiffres signi- 
ticatifs exacts [1], [2]. Lorsqu'un nombre approché com- 
porte un nombre superflu de chiffres significatifs inexacts, on recourt 
à l'arrondissement. On se guide généralement sur la règle pra- 
tique suivante: lors de l'exécution des calculs approchés, le nombre 
de chiffres significatifs des résultats intermédiaires ne doit pas dépasser 
de plus d'une ou de deux unités le nombre de chiffres exacts. Le résultat 
définitif ne doit contenir plus d’un chiffre significatif excédentaire 
par rapport aux chiffres exacts. Si dans ce cas l'erreur absolue du 
résultat ne dépasse pas deux unités du dernier rang conservé, le 
chiffre excédentaire est dit douteux. 

La règle énoncée permet, sans porter atteinte à la précision des 
calculs, d'éviter l'écriture des chiffres superflus et de réduire nette- 
ment la durée du calcul. La raison de la conservation des chiffres 
de réserve est que dans les cas courants, l’estimation des erreurs 
des résultats se fait pour les pires des variantes et l’erreur réelle 
peut être nettement inférieure à l'erreur théorique maximale. Ainsi, 
dans de nombreux cas les chiffres significatifs considérés comme 
inexacts sont en fait exacts. 

Conformément à la précision de l’ensemble des calculs on est 
également amené à arrondir les nombres précis dont le nombre de 
chiffres significatifs est trop grand ou infini. 

Notons que si le nombre précis À est arrondi d'après la règle 
supplémentaire à »# chiffres significatifs, le nombre approché a 
ainsi obtenu compte x chiffres exacts (au sens strict). 

Mais si un nombre approché a comptant » chiffres exacts est 
arrondi à x chiffres significatifs, l' approche ai nouvellement obtenue 
n'aura, en général, nr chiffres exacts qu'au sens lâche. En effet, en 
vertu de l'inégalité 


[A mu | |A —al+la—a | 


la borne d'erreur absolue du nombre a, se compose de l'erreur absolue 
du nombre a et de l'erreur d’arrondi. 


$ 95. Relation entre l’erreur relative d’un nombre approché 
et le nombre de chiffres exacts 


Démontrons le théorème qui met en liaison la valeur de l'erreur 
relative d un nombre approché et le nombre de chiffres exacts de ce 
nombre [3], [4]. 
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Théorème. Si un nombre approché positif a compte n chiffres 
exacts au sens strict, son erreur relative Ô ne dépasse pas le quotient de 


5)” par le premier chiffre significatif de ce nombre, c'est-à-dire 
pa ( 1 }, 


Gm \10 
Où Cm est le premier chiffre significatif du nombre a. 
Démonstration. Soit 
a = m0" + GOT +. + Œm-n4107 4 D... 
(am > 1) 


une valeur approchée du nombre précis À, qui compte n# chiffres 
exacts. On a par définition: 


A=|A—a|<+.10"-"41 ; 


d'où l’on tire 
A>a—+.10"-"#41, 


Cette dernière inégalité devient encore plus forte si on remplace 
le nombre a par un nombre inférieur «&,,10” 


ñ 1 1 m L 
A >Gm1l0 — 71041 — 7 * 10 (2am— mr) ‘ (1) 


Le deuxième membre de l'inégalité (1) devient minimal avec nr = 1. 
Par suite 
A > +10" (2m — 1); (2) 
ou, puisque 
20m — 1 = Œm + (Gm—1)>%m; 
on a 
AD + am 10". 


Par conséquent, 


A 2 4 pi\n-! 
Ô—— 0 : == ——— — 
A Lam 10" Am (5) 
Donc, 
1 fi\n-i 
8<—(%) . (3) 


Le théorème est démontré. 
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Remarque 1. En utilisant l'inégalité (2) on peut obtenir 
une estimation plus précise de l'erreur relative 6. 


Corollaire 1. On peut prendre comme borne d'erreur 
relative du nombre a 


ba (5) (4) 


où äm est le premier chiffre significatif du nombre a. 


Corollaire 2. Si le nombre a compte au moins deux chif- 
fres exacts, c'est-à-dire si r > 2, il vérifie pratiquement la formule 


1 1\n-1 
Ve = an (5) | 6 
En effet, avec n>2 le terme ———— _— de l’inégalité (1) peut être 
négligé. 11 vient 
AZ * 107 + 24m = am10”, 


ce qui entraîne 


Par conséquent, 
re 1 1 \n-i 
47 24m (:5) ; 


Remarque 2. Si le nombre approché a compte x chiffres 
exacts au sens lâche, les estimations (4) et (5) doivent être doublées. 


Exemple 1. Quelle est la borne d'erreur relative si au lieu 
du nombre x on prend le nombre a = 3,14? 


Solution. Dans le cas considéré &«, = 3 et n:= 3. Par 
conséquent, 


Exemple 2. Avec combien de chiffres faut-il calculer V20 
pour que l'erreur ne dépasse pas 0,1 %? 

Solution. Le premier chiffre étant 4, &, — 4, de plus, 
ô = 0,001: On a = TT < < 0,001, d'où 10"-1 > 250 et n > 4. 

Le théorème énoncé permet d'obtenir l'erreur relative ô d’un 
nombre approché 


= Cm 107 + Cm1107 "2 +... (6) 
d'après le nombre de ses chiffres exacts. 
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Pour résoudre le problème inverse qui consiste à définir le nom- 
bre r de chiffres exacts du nombre (6) si l’on connaît son erreur 
relative 6, on recourt généralement à la formule approchée 


ô=— («>> 0), 


où À est l'erreur absolue du nombre a. On en tire 
A = a. (7) 


En tenant compte du rang supérieur du nombre À, on établit aisé- 
ment le nombre de chiffres exacts du nombre approché donne a. 
En particulier, si 

1 


TG : 


les formules (6) et (7) entraînent 
A (Em + 1) 107.407 < 107-741, 


c'est-à-dire le nombre a compte au moins »z décimales exactes au 
sens lâche. D'une façon analogue, si 


1 
ô< 2-10r ? 


le nombre a compte # chiffres exacts au sens strict. 


Exemple 3. La précision relative du nombre approché 
a — 24 253 est 1 %. Combien de chiffres exacts compte-t-il? 


Solution. On a 
A = 24 253 0,01 = 243 = 2,43 10°. 


Par conséquent, seuls les deux premiers chiffres du nombre «a sont 
exacts (rn — 2); le chiffre des centaines est douteux. D'après la 
règle énoncée dans ce qui précède, il est préférable d'écrire le nombre 
a sous la forme a = 2,43. 10*. 


Remarque. Le mode indiqué de détermination du nombre 
de chiffres exacts est approché. L'évaluation précise des chiffres 
exacts du nombre a doit être guidée par les inégalités 


A 
ô> a+ A 
et 
Ac (0<S<1). 
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8 6. Tables des valeurs de la borne d'erreur relative 
en fonction du nombre de chiffres exacts 
et tables inverses 


Si un nombre approché s'écrit avec les chiffres exacts indiqués, 
sa borne d'erreur relative se calcule sans peine. Le calcul de ce type 
est très fréquent, on a donc intérêt à rationaliser cette opération. 
Le tableau 2 [5] indique l'erreur relative en pour cent du nombre 
approché en fonction du nombre de chiffres exacts au sens lâche 
et des deux premiers chiffres significatifs du nombre en comptant 
de gauche à droite. 

Soit, par exemple, le nombre approché 0,00354 à trois chiffres 
exacts. Etant donné qu'ici r = 3 et le nombre 35 est contenu dans 
l'intervalle entre 35, . .., 39 sur le tableau 2, nous trouvons Ô — 
= 0,29 %. 

Tableau 2 
Erreur relative (en %) des nombres à n chiffres exacts 


chiffres signi- chiffres signi- 


Deux premiers Deux premiers 
ficatifs ficatifs 
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Si l'on ne connaît que le premier chiffre du nombre, 4 par exemple, 
on prend évidemment le plus grand des nombres 2,5 et 2,2 qui cor- 
respondent aux variantes possibles 40, ..., 44 et 45, ..., 49 
(avec rz — 2). Si l’on ne connaît non plus le premier chiffre, on 
prend les nombres de la première ligne (10 % ; 1 % ; 0,1 %) comme 
les plus grands. Le tableau montre que trois chiffres exacts assurent 
une précision relative (au moins 1 %) suffisante pour la plupart des 
calculs techniques. Constatons que si le nombre approché compte 
deux, trois ou quatre chiffres exacts au sens strict, tous les nombres 
du tableau sont à diviser par deux. 

Le tableau 3 [5] donne les bornes supérieures des erreurs relatives 
(en %) qui assurent à la valeur approchée donnée tel ou tel nombre 
de chiffres exacts au sens lâche en fonction de ses deux premiers 
chiffres. 

Montrons sur un exemple comment il faut utiliser le tableau 3. 
Soit le nombre approché a = 5,297 d'erreur relative Ô — 0,5 %. 
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Tableau 3 


Nombre de chiffres exacts d’un nombre approché en fonction 
de la borne d'erreur relative (en °;) 


chiffres signi- chiffres signi- 


Deux premiers Deux premiers 
ficatifs 
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Les deux premiers chiffres significatifs sont 5 et 2; le nombre formé 
par ces chiffres est compris entre 50 et 54; de plus, les erreurs rela- 
tives associées à ces derniers en fonction du nombre de chiffres exacts 
sont 0,9 % ; 0,09 % ; 0,009 %, etc. Etant donné que Ô = 0,5 % << 
<<0,9 % et que l'erreur relative d'un nombre ne dépend pas des 
rangs des chiffres de ce nombre, le nombre a = 5,297 compte deux 
chiffres exacts au sens lâche. 


Exemples. 1. En posant x — 3,142; V7 = 2,65; e — 
= 2,718; 1g 5 = 0,699; sin 1° = 0,0174, trouvons dans le tableau 2 
les erreurs relatives correspondantes: 


Ô = 0,033 %; 6 — 0,19 %;, 6 = 0,019 % ; 
Ô = 0,17 % ; = 0,59 %. 


2. Le module de Young E = 2212... tf/cm”° est calculé à 2 % 
près d’après la flèche d’une tige d'acier. Quel est le nombre de chif- 
fres exacts de la valeur obtenue? Le tableau 3 donne n = 2. Par 
conséquent, Æ — 22 -10° tf/cm*. 

3. La constante de gaz R = 31,5... du mélange carburant 
d'un moteur à gaz est calculée avec une erreur relative Ô — 1 %. 
Trouver le nombre de chiffres exacts. D'après le tableau 3, r — 2. 
Donc, À = 32. 


$ 7. Erreur d’une somme 


Théorème 1. L'erreur absolue d'une somme algébrique de 
plusieurs nombres approchés ne dépasse pas la somme des erreurs absolues 
de ces nombres. 


Démonstration. Soient Zi, T2, « -., Zn des nombres 
approchés donnés. Considérons leur somme algébrique 


U= EU ELLE... LE Th 
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Il est clair que 
Au = HAr + Am +...+ Az, 
et, par conséquent, 
| Au | |A | + Am | +...+ |A, |. (1) 


Corollaire. On peut adopter que la borne d'erreur absolue 
d’une somme algébrique est la somme des bornes d'erreurs absolues 
des termes de la somme 


Au — À xs — PE Axa Se A xn- (2) 


La formule (2) entraîne que la borne d'erreur absolue d'une 
somme ne peut être inférieure à la borne d'erreur absolue du terme 
le moins précis (en erreur absolue), c'est-à-dire du terme dont l'erreur 
absolue est maximale. Par conséquent, quel que soit le degré de 
précision de la détermination des autres termes ils ne peuvent pas 
apporter une contribution essentielle à la précision de la somme. 
Il s'ensuit qu'il n'y a aucune raison de conserver les chiffres super- 
flus dans les termes plus précis. On en déduit une règle pratique 
d’addition des nombres approchés. 


Règle. Pour additionner les nombres de précision absolue 
différente il faut: 

1) souligner les nombres dont le développement décimal s'arrête 
avant celui des autres et les laisser sans changer; 

2) arrondir les autres nombres conformément aux nombres sou- 
lignés en conservant un ou deux chiffres de réserve ; 

3) additionner les nombres en tenant compte de tous les chiffres 
conservés ; 

4) arrondir d'un chiffre le résultat obtenu. 

Si l’on applique la règle supplémentaire pour arrondir les termes 
de la somme 


U=T ++... + 
au rang m, l'erreur d'arrondi de la somme ne dépasse pas dans le 
pire des cas la valeur 


Aa neT 107. (3) 


Un calcul plus précis de l’erreur d’ arrondi d'une somme s'obtient 
si l’on tient compte des signes des erreurs d’arrondi des termes addi- 
tionnés. € - 


Exemple. Chercher la somme des nombres approchés: 
0,348 ; 0,1834; 345,4; 235,2; 11,75 ; 9,27 ; 0,0849 ; 0,0214 ; 0,000354 
dont tous les chiffres sont significatifs (au sens lâche). 


Solution. Ecrivons les nombres les moins exacts 345,4 
et 235,2, dont l'erreur absolue peut atteindre 0,1. En arrondissant 


28 NOMBRES APPROCHÉS [CH. I 


les autres nombres à 0,01 près, on a 


En arrondissant le résultat à 0,1 près d’après la règle du chiffre 

pair, la valeur approchée obtenue de la somme est 602,2. 
L'erreur totale À du résultat se compose de trois termes dont 
4) la somme des bornes d'erreur des données de départ 


A4 = 10% + 10-4 E 10-1 + 1071 + 10° + 10? + 10€ + 
+ 104 + 10-65 = 0,221 301 << 0,222; 


2) la valeur absolue de la somme des erreurs d’arrondi (compte 
tenu de leurs signes) des termes 


A2 = | —0,002 + 0,0034 + 0,0049 + 0,0014 + 0,000354| = 


3) l'erreur -de l'arrondissement final 
A3 = 0,050. 


Par conséquent, 
À = À + A2 + As < 0,222 + 0,009 + 0,050 = 0,281 <0,3; 


et la somme cherchée est donc 602,2 + 0,3. 


Théorème 2. Si les termes d'une somme sont du même signe, 
sa borne d'erreur relative ne dépasse pas la borne d'erreur relative 
mazimale de ses termes. 


Démonstration.Soitu = Zi + za +... + Zn, où, pour 
fixer les idées, x; > 0 (i — 1, 2, ...,n). 

Désignons par A3 (A0; i—=1,2,...,n) les valeurs 
exactes des termes zx; et par À = A3 + A2 +... + A, la valeur 
exacte de la somme . Alors on peut prendre comme borne d'erreur 
relative de la somme 

Au Aus Fute +Asn r 
ÉTAT TARÉAE LA (4) 
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Puisque 


(= 1;-2;::2,n), 


OR @ 
>, — Aid, ° (4) 


En portant cette expression dans la formule (4), on obtient: 
8, — A1ôx, + A2, + se +Anû,, 
ro Ait 4s+...+ An ° 
Soit 6 la plus grande des erreurs relatives Ô>,, c'est-à-dire 5, <ô. 
N vient L 
Ay+Ado+...+Ah TE 
Sr rer reve ve = 6. 


Par conséquent, &, < 0, soit 
OS max (0 ss On sie der): 


$ 8. Erreur d’une différence 


Considérons la différence de deux nombres approchés u — 
= Li — Lo. 
D'après la formule (2) du $ 7, la borne d'erreur absolue À, de 
la différence 
Au = Ayi + Axa 


c’est-à-dire La borne d'erreur absolue d'une différence est égale à la 
somme des bornes d'erreurs absolues de ses termes. 
. ? . 
On en tire la borne d erreur relative 


Aus 
— 2 , (1) 


où À est la valeur exacte de la valeur absolue de la différence des 
nombres zx et x. 


Remarque sur l'altération de la préci- 
sion dans le cas de soustraction des nom- 
bres voisins. Si les nombres approchés x, et x: sont assez 
proches l’un de l’autre et si leurs erreurs absolues sont petites, le 
nombre À est petit. La formule (1) entraîne que dans ce cas la borne 
d'erreur relative peut être très grande alors que les erreurs relatives 
des termes de la différence restent faibles, c’est-à-dire on est en 
présence d'une perte detprécision. | 

Calculons, par exemple, la différence de deux nombres x; — 
— 47,132 et x = 47,111 dont chacun compte cinq chiffres signi- 
De exacts. En retranchant on obtient u — 47,132 — 47,111 — 
— 0,021, 


ôu = 
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La différence u ne comporte ainsi que deux chiffres significatifs 
dont le dernier est douteux, la borne d'erreur absolue de la diffé- 


rence étant 
Au = 0,0005 + 0,0005 = 0,001. 


Les bornes d'erreurs relatives du nombre à soustraire, du plus 
grand nombre et de la différence sont respectivement 


0,0005 


Ori — 77.130 = 0,00001 ; 
0.0005 : 

Ôxa = 77. 71 © 0-00001 ; 
__ 0,001 001 


La borne d'erreur relative de la différence est ici 5 000 fois 
environ plus grande que les bornes d'erreurs relatives des données 
initiales. 

Pour cette raison dans les calculs approchés il est utile de trans- 
former les expressions qui conduisent à la soustraction des nombres 
voisins. 


Exemple. Trouver la différence 
u—V2,01—V2 (2) 
avec trois chiffres exacts. 
Solution. Etant donné que 
V/ 2,01 —1,4177 4469 . 
et 
V2 =4,4142 1356 . 
le résultat cherche est 
u = 0,00353 = 3,53 -10 +. 


Le même résultat s'obtient si l'expression (2) se met sous la 


forme 
0,01 


7 201 01 + V2 


et si l’on limite les racines y 2,01 et V2 aux trois chiffres exacts. 
En effet, 


0,01 00 _40-2.3,53.10-1 — 3,53.10-3. 


Les considérations ST permettent d'énoncer la règle 
pratique suivante: dans le calcul approché il convient d'éviter au 
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possible la soustraction de deux nombres approchés à peu pres 
égaux; mais si une telle soustraction s'impose, les termes de la 
différence doivent être pris avec un nombre suffisant de chiffres 
exacts de réserve (si cela est possible). Par exemple, si l'on sait 
qu'en retranchant x, de z, on fait disparaître les premiers m chiffres 
significatifs alors que le résultat à obtenir doit compter rx chiffres 
significatifs exacts, 2, et x: doivent être pris avec m + n chiffres 
significatifs exacts. 


$ 9. Erreur d’un produit 


Théorème. L'erreur relative d'un produit de plusieurs nom- 
bres approchés différents du zéro ne dépasse pas la somme des erreurs 
relatives de ces nombres. 


Démonstration. Soit u = zite... Zn. 
Supposons pour simplifier que les nombres approchés 2, z2, . .. 
++. Zn SOient positifs; on a 
Inu=Iinx +1inxz +...+Inzx,. 
D'où, en utilisant la formule approchée A In x = din z=— = , On a 


Mn 


Tn 


Au _ _ + 


(72 


LC e 


L'évaluation de cette dédiés expression en valeur absolue donne 
Au Az Azx Az 
1 —2|+... + 


"u T1 + To Tn 
Si A; (i = 1, 2, ..., n) désignent les valeurs exactes des facteurs 
z; et si | Az; |, comme il en est dans les cas courants, sont petits 
par rapport à z;, on peut poser approximativement : 


Ti 


À; 


< 


et 
Au 


U 


— 6, 


où les 6, sont les erreurs relatives des facteurs x; (à — 1, 2, ...,n) 
et Ô est l'erreur relative du produit. 
Par conséquent, 


Ê < O1 + 2 +... + On. (1) 
La formule (® reste évidemment valide si les signes des facteurs 
à ( =1,2,...,n) sont différents. - 


Corollaire. La borne d'erreur, relative du produit est 
égale à la somme des bornes d'erreurs relatives des facteurs, c’est- 


32 NOMBRES APPROCHES (CH. I 


à-dire 
Ou = Oxy + Oxo H + «+ + Üxn. (2) 
Si tous les facteurs du produit u, sauf un, sont très précis, la 
formule (2) entraîne que la borne d'erreur relative du produit coïn- 
cide pratiquement avec la borne d'erreur relative du facteur le moins 


précis. Dans le cas particulier où seul le facteur x; est approché, 
on a simplement 
Ô, = Ôzxi. 


Si l’on connaît la borne d'erreur relative 0, du produit w, on 
peut définir sa borne d'erreur absolue A, d’après la formule 


Au =|u] ôue 


Exemple 1. Déterminer le produit w des nombres approchés 
Zi = 12,2 et z> = 73,56 et le nombre de ses chiffres exacts, si tous 
les chiffres écrits des facteurs sont exacts 


Solution. On a À,1 = 0,05 et A,: = 0,005. Il en résulte 


0,05 , 0,005 
du = 752 + 73-28 — 0:0042. 


Le produit de ces nombres étant u — 897,432, AÀ,, = uô,, = 
— 897 -0,004 = 3,6 (approximativement). 
u ne compte donc que deux chiffres exacts et le résultat doit 


s'écrire : 
u = 897 + 4. 
Signalons le cas particulier 
u = kz 
où Æ est un facteur exact différent du zéro. On a: 
ô, = Ôô. 
et 
AY — | k | A 


c'est-à-dire lorsqu'on multiplie un nombre approché par un nombre 
exact k, la borne d’erreur relative ne change pas, alors que la borne 
d'erreur absolue devient | k]| fois plus grande. 


Exemple 2. La borne d'erreur angulaire du pointage d’une 
fusée est e — 1’. Quel est, sur une distance de 2 000 km, l'écart 
possible A, de la fusée par rapport au but si une correction n'inter- 
vient pas? 


Solution. Ici 


A, = -2000 km 580 m. 


cL 
180- 60 
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Il est évident que l'erreur relative du produit ne peut pas être 
inférieure à l'erreur relative du facteur le moins précis. C'est pour- 
quoi, de même que dans le cas de la somme, aucune raison n’est 
de conserver des chiffres exacts excédentaires des facteurs plus 
précis. 

Il est utile de se guider sur la règle suivante: pour trouver le 
produit de plusieurs nombres approchés de nombres différents de 
chiffres significatifs exacts, il suffit : 

1) de les arrondir de façon que chacun d'eux compte un ou deux 
chiffres significatifs de plus que le nombre de chiffres exacts du 
facteur le moins précis; 

2) de conserver après multiplication autant de chiffres signifi- 
catifs qu'il y a de chiffres exacts dans le facteur le moins précis 
(ou retenir un chiffre de réserve en plus). 


Exemple 3. Chercher le produit des nombres approches 
z, = 2,5 et z2 = 72,397 si les chiffres écrits sont exacts. 


Solution. En appliquant la règle, on a après l’arrondisse- 
ment: 2 = 2,9; Z> = 12,4, ce qui donne æi2z2 = 2,5 72,4 = 181 & 
= 1,8 10°. 


$ 10. Nombre de chiffres exacts d’un produit 


Soit un produit de x facteurs (n < 10) u = x;z2...x, dont 
chacun compte au moins m (m >> 1) chiffres exacts. Soit, ensuite, 


Œis Œos + + + An les premiers chiffres significatifs du développement 
décimal des facteurs: 


= ad0 + BAD +. (1,2, ...,n). 


La formule (5) du $ 5 amène alors 
1 1\m—1 : 
&= 75 (16) (= 4,2, ...) n) 
et, par conséquent. 


Mr (arte. +) (G)" (D 


Etant donné que tot ve ++ <10, on a ô,< (0) — 


Par conséquent, même dans le es des cas, le So u compte 
m — 2 chiffres exacts. 


Règle. Si tous les facteurs comptent m décimales exactes et 
si leur nombre est inférieur ou égal à 10, le nombre de chiffres exacts 
(au sens lâche) d’un produit est d’une ou de deux urfités inférieur 
à m. 


5 
3—01072 
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Donc, si un produit doit contenir m chiffres exacts, les facteurs 
doivent être pris avec un ou deux chiffres de réserve. 

Si la précision des facteurs est différente, il faut entendre par m 
le nombre de chiffres exacts du facteur le moins précis. Ainsi, Le 
nombre de chiffres exacts du produit d'un petit nombre de facteurs (de 
l'ordre de dix) peut être d'une ou de deux unités inférieur au nombre 
de chiffres exacts du facteur le moins précis. 


Exemple 1. Déterminer l'erreur relative et le nombre de 
chiffres exacts du produit u = 93,87 .9,236. 


Solution. La formule (1) donne 


1 [1 1 1 1 e Te 
bu (5+5) 7 = 510% < 50107. 
Par conséquent, le produit uw compte au moins trois chiffres 
exacts (cf. $ 5). | 
Exemple 2. Trouver l'erreur relative et le nombre de chif- 
fres exacts du produit u — 17,03 -14,285. 


Solution. 


oem (44) de to 


Par conséquent, le produit compte au moins trois chiffres exacts 
(au sens lâche). 


$ 11. Erreur d'un quotient 


Si u=—, on a Inu=Iinxz—Ilny et 


Il en résulte 
Au 


Az 
u z 


Ay 
+]: 


SS 


Cette dernière formule implique que le théorème du &8 9 s'étend 
à un quotient. 


Théorème. L’erreur relative d'un quotient ne dépasse pas 
la somme des erreurs relatives du dividende et du diviseur. 
Corollaire. Si =, on à O4 = Ô, + Ôy 


Exemple. Chercher le nombre de chiffres exacts du quotient 
u = 25,7: 3,6 si tous les chiffres écrits du dividende et du diviseur 
sont exacts. 
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Solution.Ona 
,=908 + LS 2 0,002 + 0,014— 0.016. 


Comme u = 7,14, A, = 0,016-7,14 = 0,11. Pour cette raison 
le quotient uw comporte ‘deux ‘chiffres exacts au sens lâche, c’est- 
à-dire u — 7,1 ou, plus précisément, 


u = 7,14 + 0,11. 


5 


$ 12. Nombre de chiffres exacts d'un quotient 


Soient le dividende x et le diviseur y comptant chacun au moins 
m chiffres exacts. Si & et B sont leurs premiers chiffres significatifs, 
on peut adopter que la borne d'erreur relative du quotient u est le 


nombre 
m— 1 
az (++s) (x) 


On en tire la règle suivante: 1) sia >2 et p> > 2, le quotient 
u compte au moins m — 1 chiffres exacts : 2) si a — 1 ou B — 
le quotient compte au moins m — 2 chiffres exacts. 


$ 13. Erreur relative d’une puissance 


Soit u = x" (m étant un nombre naturel), alors In u = min zx, 
donc 


| |A 
U TZ 
et on tombe sur 
Ô, —= mô., (1) 


c'est-à-dire la borne d'erreur relative de la m-ième puissance d'un 
nombre est m fois plus grande que la borne d'erreur relative du nombre 
lui-même. 


$ 14. Erreur relative d'une racine 
Soit maintenant u—Y x, alors u"= x. Il vient 
Ôu = +6. (1) 
c'est-à-dire la borne d'erreur relative de la m-ième racine est m fois 


plus petite que la borne d'erreur relative du radicande. 


Exemple. Avec quelle erreur relative et avec combien 
de chiffres exacts peut-on déterminer la mesure du côté a d’un carré 
dont la surface s = 12,34 (à 0,01 près). 


3 
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Solution. On a a=Ys—3,5128 ... Puisque 


0,01 
Ôs — 5.3 © 0,0008, 


on 4 ba = + 6: = 0,0004. Donc 
A = 3,5128 -0,0004 = 1,410. 


On en tire que le nombre a compte à peu près quatre chiffres 
exacts (au sens lâche) et, par conséquent, a = 3,513 


$ 15. Calculs sans estimation précise des erreurs 


Dans les paragraphes précédents nous avons exposé les moyens 
permettant d'évaluer la borne d'erreur absolue d'une opération. 
Nous y avons supposé que les erreurs absolues des composantes se 
renforcent réciproquement, circonstance qui se produit rarement en 
pratique. 

Dans le cas d’un très grand nombre de calculs, lorsqu'on ne tient 
pas compte de l'erreur de chaque résultat isolé, il est recommandé 
d'appliquer les règles suivantes d'établissement du nombre de 
chiffres [6]. 

1. Dans l'addition et la soustraction des nombres approchés, 
le rang inférieur conservé du résultat doit être égal au plus fort 
des rangs des derniers chiffres significatifs exacts des données ini- 
tiales. 

2. Dans la multiplication et la division des nombres approchés, 
il faut conserver dans le résultat autant de chiffres significatifs 
qu’il y en a dans la donnée approchée au nombre inférieur de chiffres 
significatifs exacts. 

3. En élevant un nombre approché au carré ou au cube le résul- 
tat doit conserver autant de chiffres significatifs que compte de 
chiffres significatifs exacts la base de la puissance. 

4. Lors de l'extraction d'une racine carrée ou cubique d’un 
nombre approché, il faut prendre le résultat avec autant de chiffres 
significatifs qu'il y a de chiffres exacts dans le radicande. 

5. Tous les résultats intermédiaires doivent compter un chiffre 
en plus de ceux recommandés par les règles précédentes. Ce chiffre 
« de réserve » est à rejeter dans le résultat final. 

6. Dans le cas du calcul à l'aide des logarithmes, il est recom- 
mandé d'utiliser une table des logarithmes au nombre de décimales 
d'une unité supérieur par rapport au plus petit nombre de chiffres 
significatifs exacts du nombre approché. Le dernier chiffre signi- 
ficatif du résultat est à rejeter. 

7. Si les données peuvent être prises avec une précision arbi- 
traire, pour obtenir le résultat avec Æ chiffres exacts, les données 
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de départ doivent être prises avec un nombre de chiffres tel qu'il 
assure dans le résultat final d’après les règles précédentes 4 “+ 1 


chiffres exacts. 

Si certaines données comportent des rangs inférieurs excédentai- 
res (addition et soustraction) ou plus de chiffres significatifs que 
d’autres données (multiplication, division, élévation à la puissance, 
extraction de la racine), il faut les arrondir au préalable en conser- 
vant un chiffre de réserve. 


$ 16. Formule générale de l'erreur 


Voici le problème principal de la théorie des erreurs: définir 
l'erreur de la fonction donnée de plusieurs grandeurs dont on connaît 


les erreurs. 
Soit la fonction dérivable donnée 


u = f (x, T2, Tn) 


et soient | Ax;| (à = 1, 2, ., n) les erreurs absolues des argu- 
ments de la fonction. L'erreur absolue de la fonction est alors 


| Au = {f(x + An, z2 + Az, . .. 
y En + An) —f (lis Las + + + Zn) |. 
En pratique les |Ax;| sont généralement de petites grandeurs 


dont les produits, carrés et puissances supérieures peuvent être 
négligés. On peut donc poser: 


[Au|&]df(x, 2, .. -s=|5 PE Ai < à Fe | Az: | 
si grad f(r4, Z2, -.., In) Æ 0. 7 
Ainsi _ 
jaul< D 2 |jaril. (1) 
On en tire, en désignant a Az, (= 1,2, ..,, n) les bornes 


d'erreurs absolues des arguments z,; et par À, la Done d'erreur de 
la fonction u, pour des Az, petits: 


n 

y — ÿ 

i=1 

Après avoir divisé par u les deux membres de l'inégalité (1) 
on obtient l'estimation de l'erreur relative de la fonction u 

of 


= 


LS 


|A. (2) 


Ôx; 


n 


[Axi|= Ÿ 
i=1 


n 


ô< } 
i= 1 


In f (x, ….) Zn) | Axi |: (3) 


_ î 
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Par conséquent, on peut prendre comme borne d’erreur relative 
de la fonction u 


Aye (4) 


Exemple 1. Chercher les bornes d'erreurs absolue et relative 
du volume d'une sphère V — + nd, si le diamètre d= 3,7 cm + 
+ 0,05 cm et n = 3,14. 


Solution. En considérant x et d comme des grandeurs va- 
riables, calculons les dérivées partielles 


av 1 | 
“ex = 59 8,44; 
8 1, 


En vertu de la formule (2), la borne d'erreur absolue du volume 
av] llAn +] $[lAdI= 8,45-0,0016 + 21,5.0,05 — 


= 0,013 + 1,075 — 1,088 cm° = 1,1 cm. 
Par suite 


1 


V=snd 27,4 cm +1,1 cm. (5) 


Il en résulte la borne d'erreur relative du volume 


1.088 cm3 


Exemple 2. Pour définir le module de Young E d'après 

la flèche d’une tige de section rectangulaire on emploie la formule 
1  13p 
TT 

où l'est la longueur de la tige, a et b les mesures de sa section trans- 
versale, s la flèche et p la charge. 

Calculer la borne d'erreur relative de la détermination du module 
de Young E si p = 20 kgf; 6, = 0,1 %; a = 3 mm; ô, = 1%; 
b = 44 mm; Ô6, —=1%; 1—50 cm; G —=1%; s—2,5 cm; 
Ôs = 1 %. | 

Solution. InE =3lnl +inp —3lna —Inb —Ins — 


ln 4. 


TA 
CPS 
=) 
. 
Gens 


PROBLÈME INVERSE DF LA THÉORIE DES ERREURS 39 


En remplaçant les accroisséments par les différentielles, on a 
LE _gA, Ap_gAe Ab as 


Donc, 
Ôpg — 301 + Ôôp + 30a + 05 + Ôs = 3-0,01 + 0,001 + 
+ 3-0,01 + 0,01 + 0,01 = 0,081. 


Ainsi la borne d'erreur relative est 0,084, c'est-à-dire elle cons- 
titue S % environ de la grandeur mesurée. 
Les calculs numériques nous conduisent à 


kef 
E= 2,10 +0,17) 105 


& 17. Problème inverse de la théorie des erreurs 


L'intérêt du problème inverse est également grand pour la pra- 
tique : ce problème consiste à chercher les erreurs absolues des argu- 
ments d’une fonction telles que l'erreur absolue de cette fonction 
ne dépasse pas la valeur imposée. 

Ce problème est mathématiquement indéterminé puisque la même 
borne d erreur donnée À, de la fonction u = f (xi, ze, . . ., Zn) 
peut s’obtenir à partir de plusieurs combinaisons de bornes d'erreurs 
absolues A., de ses arguments. 


La solution la plus simple du problème inverse est donnée par 
ce qu'on appelle le principe d'égalité des effets. D'après ce principe 
on suppose que la contribution de toutes les différentielles partielles 


of an 
Des Ô8 Üi=1; Deco 7) : 
est la même dans la formation de l'erreur absolue A, de la fonction 
ui = } (Lis Loi ss si 2h). , 

Soit la valeur de la borne d erreur absolue A,. La formule (2) 
du $ 16 amène alors 


ou 
0x; 


= 


Îi= 


Axe (1) 


En supposant que tous les termes soient égaux entre eux, on a 


| ou __| du ou _ Au 
Oxy | 1 | or | %2 "| Orh | *n n° 
I1 en résulte 
A , 
de = (= 1, 2: ...) n). (2) 
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Exemple 1. Le rayon de la base d’un cylindre est R &2 m; 
la hauteur du cylindre 4 = 3 m. Quelles sont les erreurs absolues 
de la détermination de R et de H pour que son volume V soit cal- 
culé à 0,1 m° près? 


Solution. On a V—=nxrR"H et Ay — 0,1 ms. 
En posant R=2m; H—=3m; x = 3,14; on obtient appro- 
ximativement : 


= RH = 12; 
T 

V a, 
5R = 2nRH = 317, 


ôV 
"0H 


Puisque r —3, on en tire (d’après la formule (2)) 


0,1 | 
Aa 3.142 < 0,003 , 


—— = NR? — 12,6. 


Ar TE < 0004: 


Ag == < 0,003. 


TEL 


Exemple 2. Chercher la valeur de la fonction 
u —= 6x1° (lg x — sin 2y) 


avec deux décimales exactes (après la virgule), les valeurs approchées 
de x et de y étant respectivement égales à 15,2 et 57°. Trouver l'erreur 
absolue admissible de ces grandeurs. 


Solution. Ici 
u = 62° (lg x — sin 2y) = 6 (15,2) (1g 15,2 — sin 114) = 371,9; 
7 =12z (Igz—sin2y . 6xM — 88,54, 


où M—lge—0,43429; 
= — 12x° cos 2y = + 1127,7. 
Pour que le résultat soit exact avec deux décimales, il faut que 
l'égalité A, = 0,005 soit vérifiée. Le principe d'égalité des effets 


entraîne alors 


À 0.08 0, 
de 
Ay=—u =, Co — 0 0000022 rd = 0”,45. 
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Il est fréquent qu en résolvant un problème inverse à l’aide du 
principe d'égalité des effets les bornes d'erreurs absolues des varia- 
bles indépendantes isolées définies d’après la formule (2) sont si 
petites que lors de la mesure de ces grandeurs il est pratiquement 
impossible d'obtenir la précision imposée. Dans ces cas il convient 
de renoncer au principe d ‘égalité des effets et en diminuant raison- 
nablement les erreurs d'une partie des variables les augmenter pour 
les variables de l’autre partie. 

Exem P le 3. Quels doivent être la précision de la mesure 
du rayon d'un cercle R — 30,5 cm et le nombre de chiffres de x 
pour obtenir la surface du cercle à 0,1 % près? 

Solution. Ona — et Ins—Ilnx + 21n AR. Il vient 


28 = £a + 28 0,001. 
D'après le ns id des effets il faut poser 
2 _0,0005; 228 —0,0005. 
TL R 


Il en résulte A, < 0,0016 et AR < 0,00025R = 0,0076 cm. 
Ainsi il faudrait prendre x = 3,14 et mesurer À à un millième 
de centimètre près. Cette précision est évidemment difficile à réaliser 
en pratique. C’est pourquoi il est plus avantageux de procéder de 


sx façon suivante: prendre x = 3,142; d'où 2 = 0,00013; alors 


TE = 0,001 — 0,00013 = 0,00087 et An < 0,013 cm. Cette pré- 


non s'obtient sans peine. 
On admet parfois me la borne d'erreur absolue de tous les argu- 
ments Z; (i = 1, 2, ..., n) est la même. Alors en posant 


Az, = A, = ... <Àx, 
la formule (1) amène 4 
= (=1,2,...,n). 
ou 
2 |. - 
imsi 


Enfin on peut supposer que la précision de la mesure de tous 
les arguments Z; (à = 1, 2, ..., n) soit la même, c'est-à-di:e que 


les bornes d'erreurs relatives Ôx, (i = 1, 2, ..., n) des arguments 
soient égales entre elles: 
Ôey = Ôx, = ce. = Ùs + 
On a donc 
à, ee, à, 
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où # est la valeur commune des rapports. 
Par conséquent, 


A,=k|z | (i =1.2,..,n) 


En portant ces valeurs dans la formule (1), on & 


ñn 
ou 
=k>as 
i1=i 


et 


= le (=1,2,...,n) 


On peut également utiliser d’autres variantes. 

D'une façon analogue on résout le deuxième problème inverse 
de la théorie des eITeurs lorsqu'on connaît la borne d'erreur relative 
de la fonction et qu'il faut chercher les bornes d'erreurs relative et 
absolue des arguments. 

Quelquefois la formulation même du problème contient des 
conditions interdisant l'application du principe d'égalité des effets. 


Exemple 4. Les côtés d'un rectangle sonta m5 metbz= 
= 200 m. Quelle doit être la borne d'erreur absolue admissible 
de la mesure, la même pour les deux côtés, pour que la surface S 
du rectangle soit définie avec une borne d'erreur absolue As — 1 m°? 


Solution. Etant donné que 
S = ab, 
on a 
AS & bAa + aAb 


el 
As = bA, + ape 
Par condition 
Aa = À, 
donc 


is _1, 
== 555 © 0,005 m—5 mm. 


$ 18.) PRÉCISION DE LA DÉTERMINATION DE L'ARGUMENT 43 


$ 18. Précision de la détermination de l'argument 
d'une fonction tabulée 


Il arrive souvent en pratique que l'argument doive être déter- 
miné d' après la valeur tabulée de la fonction. Ainsi il est très fré- 
quent qu ’on se trouve devant la nécessité de chercher un nombre 
d après son logarithme tabulé ou un angle d’après la valeur tabulée 
d'une quelconque de ses fonctions trigonométriques, etc. Une erreur 
de la fonction entraîne évidemment une erreur dans la détermination 
de l'argument. 

Soit la table à une entrée de la fonction y = f (x). 

Si la fonction f (x) est dérivable, on a pour les valeurs de | Ax| 
suffisamment petites : 


| Ayl =]|f (x)11 Az. 
On en tire 


À 
rl TT: de 
ou 
1 
7 


| y 
Appliquons la formule (1) à certaines fonctions tabulées les 
plus employées. 


Âx = 


Ay- 


A. Fonctions OR ar LAmPQUIES 


Soit y = In x, alors y” = _ 
Il en résulte 
Ar, (2) 
Mais si y—lgzr, alors y=T, où M —0,43429 ; 
Ac= + rAy=2,807A,. (2') 
On en déduit notamment que 6, — 2,30A,, c'est-à-dire la borne 


d'erreur relative d'un nombre dans la table” des logarithmes déci- 
maux est égale environ à 2,5 bornes d'erreur absolue du logarithme 
de ce nombre. 


B. Fonctions trigonométriques 
14. Si y =sinz (o <z <F); alors y” = cos x et, par consé- 


quent, 
A, = À, sec x rd. (3) 
2. Pour la fonction 


y=tgr(0<r<+) 
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on a 
y' = sec? x 
et 
Ax = A, cos* x rd. (4) 
3. Si y—<Ig(sin zx) (o<r<?) , 
y" =Mcotgz et A;—72,30 tg xA, rd. (5) 
4. Posons y=Ig(tg x) (o<r<+); il vient 
»  2M . 
= et Ak=1,15sin27A, rd. (6) 


DE DT 


Puisqu'il est clair que <tgz pour 0 <z > les 


formules (5) et (6) entraînent . d'après la table des logarithmes 
des tangentes, l'angle x est établi avec une meilleure précision que 
d'après la table des logarithmes des sinus. 


C. Fonction exponentielle 
Si y =e*, y —=e et 
x=— (7) 


ou 


Exemple 1. Avec quelle précision peut-on déterminer le 
nombre x = 5000 si l’on utilise la table des logarithmes décimaux 
à quatre décimales? 


Solution. La formule (2’) amène 
A: = 2,30-5000.+- 107 & 0,6, 


c'est-à-dire le nombre x compte environ quatre chiffres exacts. 


Exemple 2. Trouver l'erreur de la définition de l'angle 
x = 60°: 

a) d après la table des logarithmes des sinus à cinq décimales ; 

b) d’après la table des logarithmes des tangentes à cinq déci- 
males. 


Solution. Pour le premier cas on a d'après la formule (5): 


A,= 2 30-V3 +10 rd — 0,00002 rd & 4”. 
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Dans le deuxième cas la formule (6) conduit à 
4:=1,15.V 32.106 rd & 0,000005 rd & 1”, 


c'est-à-dire l'erreur est quatre fois plus petite. 


$ 19. Méthode d'encadrement 


Dans les cas courants l'erreur d’une fonction ($ 16, formule (2)) 
est évaluée approximativement parce que l'on néglige les produits 
des erreurs. Dans certains cas il faut connaître les bornes 
exactes de la valeur cherchée de la fonction si l'on connaît 
les limites de la variation de ses arguments. Pour l'obtenir, le plus 
simple est de faire appel à la méthode d'encadrement. 

Soit 

U = f (Ti, Tes Tn) 
une fonction continüment dérivable, monotone par rapport à tout 
argument z{i = 1, 2, ..., n). Pour l'obtenir, il suffit de supposer 
een 0 (Of: 
que les dérivées 3; (à — 1, 2, ..., n) conservent leur signe dans 
le domaine considéré w de variation des arguments. Supposons que 


LT <T (i=1,2,...,n), (1) 
et que le parallélépipède (1) soit contenu complètement dans le 
domaine «. 

Posons que Ti = Ti, Zi= 2 si la fonction f est croissante en x 
et Ti= Ti, Zi=xi si la fonction f est décroissante en x:. 
Il devient alors clair que 
uULu << U, (2) 
où 
u =} (zx, Los -..) Tn) 
et 
U—=f (Xi, Las +.) Tn). 
Constatons que les variables T (i = 1, 2,...,n) et le résultat 
des opérations jf sur ces variables ne peuvent être arrondis que dans 


le sens de décroissance de la grandeur uv, alors que les variables z; 


(i = 1, 2, ..., n) et le résultat des opérations f sur ces variables 
ne peuvent être arrondis que dans le sens de croissance de la grandeur 
u. Si l’on remplit ces conditions, l'inégalité (2) est alors strictement 
observée. Dans le cas particulier d'une fonction f monotone crois- 
sante par rapport à tout argument zx; (i = 4, 2, ..., n), on a sim- 
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plement  _ : 
(Lis Lao cer Tn) LU L(Ti, Los ce. Zn). (3) 


Exemple. Un cylindre d'aluminium de diamètre de base 
d = 2 cmæ+0,01 cm et de hauteur À — 11 cm + 0,02 cm pèse 
p = 93,4 gf + 0,001 gî. Trouver le poids spécifique y de l’alumi- 
nium et évaluer sa borne d'erreur absolue. 


Solution. Le volume du cylindre 


nd? ,. 
& h; 


ÙU —= 

d'où 
CA 
| mure L = = : (4) 


La formule (4) entraîne que ie le domaine p>0,d>0,h>0 
la fonction y est croissante par rapport à l'argument p et décrois- 
sante par rapport aux arguments d et À. Par condition: 


1,99 cm<d< 2,01 cm; 
10,98 cm < k < 11,02 cm; 
93,399 gf << p < 93,401 gf. 


314159 Lan <3,1416. 


Par ailleurs 


C'est au 
___ 4-93,399 ne 
V—=31416-2,012-11,02  —? 


(par défaut) et 


493,401 gi 
= 3:12189-1.902-10.98 — 2/99 =ns 


(par excès). En prenant la moyenne arithmétique, on a: 


y = 2,703 £ 


(5) 
et, après l’arrondissement, 
8 


EE ° 
A titre de comparaison voici une approximation de l'erreur. En 
utilisant les valeurs moyennes des na) on à 


4.93,4 
V3 1416.22.11 = 2,103 È _ : 


En cherchant le logarithme des membres de la formule (4) on 
obtient : 


Iny—1n4tInp—Ilnx—2Ind—Inh; 
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on en tire en prenant la différentielle totale : 


Par conséquent, 


0.001 , 0,00001 , 2-0.01 , 0.02 
9 ! 
Ov = Op + x + 204 + On = 3.4 À 3.146 T6 T2 TA — 


= 1,07.10"5+3,18.-10 61 107° +1,82.1073 — 1,183. 10". 
Ensuite on obtient: | 
A4 = 6gey = 1,183-1072.2,703 = 3,2.10-2 8. 
Ainsi On a PO ES ; 


v = 2,708 - + 0,032 E— 


_. ? 


ce qui coïncide assez bien avec une estimation précise (5). 


$ 20*. Notion de l'estimation probabiliste d’une erreur 
Soit la somme de n termes 
U= D ++... + Tn. 
On sait que la borne d'erreur absolue est alors égale à 


Au = Axy+ Az, +... +Aze (1) 
Et pour le cas de bornes d'erreurs absolues égales 
Az, =Az,=...= 4x =A, 
on a: 
A, = nA. (1°) 


La formule (1) donne la valeur possible maximale de 
l'erreur absolue de la somme. Cette borne d'erreur n’est atteinte 
que si les erreurs de tous les termes : 1) sont les plus grandes possibles 
et 2) ont les mêmes signes. Dans le cas d'un grand nombre de termes 
ce concours de circonstances défavorable est peu probable. En règle 
générale, les erreurs réelles des termes isolés ont des signes diffé- 
rents et, par conséquent, elles se compensent partiellement. C'est 
pourquoi, en plus de la borne d'erreur théorique de la somme AÀ,, 
on introduit la borne d'erreur pratique A vraie dans une certaine 
mesure. 

Bornons-nous à l'examen d’un cas bien simple. Supposons que 
les erreurs absolues Az; (i = 1, 2, ..., n) des termes de la somme 
(1) soient indépendants et vérifient la loi normale avec la même 
mesure de précision.. Posons que les erreurs absolues des termes ne 
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dépassent pas le nombre À avec une probabilité supérieure au nom- 
bre y, c'est-à-dire 
P(|AxI|< A)> 7. 

Sous cette réserve on montre en calcul des probabilités que l’er- 
reur absolue de la somme u vérifie avec la même mesure d’authen- 
ticité l'inégalité | Au| & A Vnr, où n est le nombre de termes. 

On peut donc adopter que la borne d'erreur absolue d'une somme 
est donnée par le nombre 

Af=AVR. (2) 

Par exemple, en additionnant 100 nombres avec une erreur absolue 
0,1, on obtient la borne d'erreur théorique de la somme A, — 
— 0,1 -100 = 10. Or, en fait on peut s'attendre à ce que cette erreur 
ne dépasse pas la quantité 0,1 -10 = 1. 

Considérons, notamment, la moyenne arithmétique de r7 nombres 


{ 
E= + (mtat an). 
D'après la théorie stricte, la borne d’erreur absolue 
Âë = nA = A - 
n 


alors qu’on peut affirmer avec une grande authenticité que pra- 
tiquement 


c'est-à-dire qu'il est pratiquement vrai que la précision de la moyenne 
arithmétique des nombres approchés est plus grande que celle des nom- 
bres donnés et de plus 


Af 0 lorsque n — co. 


D'une façon analogue on peut montrer pour le cas d'un produit 
de r facteurs de même borne d'erreur relative ô que la borne d'erreur 
relative du produit est définie pratiquement par la formule 


6 —0Vn (3) 
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CHAPITRE II 


GÉNÉRALITÉS SUR LA THÉORIE 
DES FRACTIONS CONTINUES 


$ 1. Définition d’une fraction continue 


L'expression du type 


b! . bi  b2 bs 
a+ [aider] (o 


s'appelle fraction continue. Pour la fraction continue (1) on utilise 
également une écriture abrégée 


bi | b: | 
Tor | ai TTa Wie 

Dans le cas général, les éléments d’une fraction continue @,, @x, 

b, (k = 1, 2, .… .) sont des nombres réels ou complexes ou, encore, 
les fonctions d une ou de plusieurs variables. Les fractions ao = 
= + : . (4 = 1, 2, ...) s'appellent termes d'une fraction conti- 
nue (1) (respectivement de rang nul, premier, etc.), alors que les 
nombres ou les fonctions a; et b, (k = 1) sont éléments du k-ième 
terme (dénominateurs ou numérateurs partiels). Supposons que 
ax Æ 0. Constatons que dans l'écriture abrégée (1) les termes 


b C2 Ld L] 
à sont irréductibles. 


—— 


Si une fraction continue (1) compte un nombre fini de termes 
(n par exemple, sans compter le terme de rang nul), on dit qu'elle 
est limilée ou à nr termes, sa notation abrégce est 


CEE CE 


Une fraction continue limitée s'identifie à une fraction ordi- 
naire correspondante obtenue en réalisänt les opérations indiquées. 
Une fraction continue (1) qui possède une infinité de termes est 


dite illimitée et s'écrit 
. br © 
[ do: ar Ji ° (3) 
4—01072 
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La fraction continue 


1 m { | 
Das =[ao;, |, (4) 
a +:. 


dont tous les numérateurs partiels sont égaux à 1, s'appelle fraction 
continue ordinaire ou normale. Les dénominateurs des termes s'appel- 
lent quotients incomplets. Constatons que dans la théorie des nombres 
les quotients incomplets sont en général des nombres naturels, 
c'est-à-dire des entiers positifs. 


$ 2. Conversion des fractions continues en fractions 
ordinaires et conversion inverse 


Toute fraction continue limitée peut être convertie en fraction 
ordinaire. A cet effet il suffit de réaliser toutes les opérations indi- 
quées par la notation de la fraction continue. 

Exemple 1. Convertir la fraction continue 

pit fes 
3 + 1 


en fraction ordinaire. 


Solution. La réalisation successive des opérations imposées 
conduit à 


1 5 19 5 
Di+z=zs À 5-5; 
6) 4 5 62 
, 4 
3) 3++ 7: 


Par conséquent, 
(3: 1 1 17 62 
ue 2 7 | 19 ” 


Inversement, tout nombre rationnel positif peut être converti 
en fraction continue aux éléments naturels. Soit, par exemple, une 


fraction - En extrayant la partie entière ao, ôn a: 


P T0 
q 0 q ? 


où ro est le reste (si n est une fraction propre, &s = 0 et ro = p). 
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Après avoir divisé le numérateur et le dénominateur de la frac- 
. r . 
tion n par ro, on obtient: 


où a, est le quotient entier, r;1 le reste de la division de q par ro. 
Après avoir divisé le numérateur et le dénominateur de la frac- 


: r « 
tion — par ri, On amène 
0 


où a: est le quotient entier, r> le reste de la division de ro par r1. 
Le processus peut être poursuivi d’une façon analogue. 

Puisque 9> m>n>rr>r:s>... et ri (i = 0, 1, 2, ...) 
sont des entiers positifs, on obtient finalement le reste r, = 0, 
c'est-à-dire 

Tn—1 _ 1 


Tn-2 an +0 


e L 1 r L 1 L 1 
En portant l'expression des fractions + il vient : 
ES | 


0 [| 
Ï 
5 
RÉ 
| 
I 
5 
. 
Î 
& 
2 
Î 


62 - x 
Exemple 2. Convertir — T fraction continue. 


Solution. On a successivement : 


18 +8 + Bts + 
F ++ 3+— 3+ 
5) 5) 2 1 
4 


= QE F ’ 4 
D'une façon analogue on convertit les fractions continues de forme 
générale. 


Ainsi — =[3; 7]. 


4 
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Exemple 3. Convertir la fraction continue 


Cat et 7. 22 
RÉ peur 
z2 
SE: 
en fraction ordinaire. 
Solution. On a: 
z° 5x2 15— 672 
1) 1 __ =1—- 5x 145— 72 , 
D 
75 672 15—672 15—672 
15 — r2 


Ainsi 


i : — x? Le. = 15— 212% + xt 
[ ’ EE 15 — 6x2 


$ 3. Fractions correspondantes 


Soit une fonction continue limitée ou illimitée 


. br [ 
[ a: ax J1° (1) 
La fraction ordinaire 
Py [ b; bk 
== | 4; —,..., — 
Qr 0? a ah 
(4 = 1, 2, ...), où k n est dite k-ième fraction correspondante 
de la fraction continue (À. D'après Euler, on adopte généralement 
Po ag . Ps _ 1. 


@o 1° Qui 
et pour écarter l’indétermination, on pose encore 
Po = 4 Qo=1 (2) 
et 
Pi =1, Qi = 0. (2°) 


En travaillant sur un calculateur digital, il est commode de 
chercher les fractions continues correspondantes 
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à l’aide du schéma de Hôrner (cf. chapitre III) pour la division 


b 
A) dj = an +; 
bn-1 È 
° =) d2 = An-2 + C2; 
bn 
c EH dR=Gn-r +Cx; 
dp-1 
bi n 
Cn — d,=a Cn=— 
n dn-1”? n o + n Q, 


La succession indiquée des opérations se met aisément en pro- 
gramme. 

Théorème 1. (Loi de composition des frac- 
tions correspondantes.) Soient les nombres P,, Qx 
(k = 1, 2, ...) définis par les relations 


Pr = aRPh-1 + bnPu-e, (3) 
Qn = anQn-1 + bnQn-2 (3") 

avec 
Pi, Qui=0; Po=d, Qo—=1. (4) 


Alors les fractions & aux termes ainsi définis sont des fractions cor- 
respondantes de la fraction continue (1) *. 


Démonstration. Soit Rx (k = 1, 2, ...) les fractions 
correspondantes successives de la fraction continue (1). Montrer que 


P 
Ri=T (=1:2 0) 
La démonstration se fait par récurrence. 
Avec 4 = 1 on a pour la fraction correspondante R; 


_ aoai + b:! 
a! : 


b 
Ri=00+— 


Par ailleurs, tenant compte de (4), les relations (3) et (3”) en- 
traînent 
P; = &ao + b:, 


Qi = &Â + b;-0 = &. 


Par conséquent, R; — 5 et pour # = 1 le théorème est vérifié. 


* Les fractions correspondantes aux termes ainsi définis sont dites cano- 
niques. 
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Supposons maintenant que le théorème soit vrai pour tout nom- 
bre naturel inférieur ou égal à k. Montrons que le théorème est 
valable également pour le nombre naturel successif À + 1. Des 
relations (3) et (3”) il suit que 


Pygi = Gny1Pr + OpyiPrts 


Qnps = Gnp1Qr + Onr1Qn 1. 
Par hypothèse 
Ri = Ph GhPh1+bRPr a 
On  GnQn-1 FonQn2 


D'après la méthode de composition d'une fraction continue (1), 
la fraction correspondante R;:,, s'obtient : partir de À; en rem- 


br+1 


plaçant l'élément a, par la somme a; + = . C'est pourquoi 


bxs | 
a Pn-1 +bRkPr- 
h = or Re __ Ghet (an Ps + bnPh2) +bre+1PR=1 


: Ce = —) Qn-1+ br On SO RELS 


— h#1Pr +bre1Ph-1 Ph+1 
ap+1Qn+bne1Qn-1 Qnst | 


ce qu'il fallait démontrer. 


Remarque. La détermination des termes des fractions cor- 
respondantes étant non univoque, on ne peut affirmer dans le cas 
général que le numérateur et le dénominateur des fractions cor- 
respondantes non canoniques vérifient les équations (3) et (3”). 
Par la suite nous supposerons que les fractions correspondantes 
considérées sont canoniques. 


Corollaire. Pour une fraction continue ordinaire 


1 
Go + 4 
A+ —— 


les numérateurs et les dénominateurs de ses fractions correspondan- 
Eh (4 = 1, 2, . . .) peuvent être déterminés à partir des relations 
k 


Ph = ŒhDh-1 + Ph-e; | (3”) 
Ah = GhQh-1 + Qh-2) 
où l’on a posé Po = ns P-1 = 1 et Qo = 1, 1 = 0. 


Remarque. Pour chercher d'après les formules (3), et (3°) 
les fractions correspondantes successives il est commode d'utiliser 
le schéma suivant: 
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Pour une fraction continue ordinaire où b, = 1 (k = 1, 2, ...) 
et qui donne lieu aux formules (3”) on élimine du schéma la ligne b,. 


Exemple 1. Calculer toutes les fractions correspondantes 
de la fraction continue 


163 1 
D 


Solution. Appliquons le schéma ci-dessus pour obtenir 


pasl za lu] sie 


ol is |alnl x 59 


Par conséquent, 


Po _ 2. Pi 3. P2 __11 
qo 17  g: 17 gg 4 
P3 47. Ps _98,. ps 163 


gs 17” qu 21’ qg 5° 


Exemple 2. Trouver toutes les fractions correspondantes 
de la fraction continue 


[o: + no 
DOTE] 
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Solution. En appliquant le schéma donné plus haut on a 


k —1 0 |. 1 2 
n | EE 3 s| 7 
n | jolzlelsfl 
n | tlolilalz 620 
a | ol: nf os is 


Il s'ensuit que 


Po 0. Pi_A, Pi_4. Ps _37. Pi _ 620 
Qo 1° Qi 2” Q2 11” O3 8? Q 16457 
Théorème 2. Deux fractions correspondantes voisines = 
et æ de la fraction continue (1) vérifient la formule 
Pr Ph _ 4h21 b1b2 ... by k>1 4! 
Qn  Qn-1 (—1) Qn-1Qr GE (4) 
Démonstration. On a: 
Ph Ph-1 __ Ar 5 
Qn Qui  Qn-1Qn ? (9) 
où 
Pr Pr- 
Ax = ‘|. 
Qn Ori 


En utilisant les relations (3) et (3°) on obtient, en vertu des pro- 
priétés connues du déterminant, 


anPn-; +DxPr2 Pr 

GhQn-1 + bRQ2 Qu 

On en tire successivement : 
An =(—0x)(— bus) + +: (— 641) Ao=(— 1)" bibe . . bxAo, 


Pre Pr 


= d 
“]Qne Ori 


kR — = — br An. 


Ao = 


Po a 
Qo Q 
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Donc 
An=(—1)"1b,b ...bx, 


et, par conséquent, la formule (5) permet de déduire 


Pr _ Ph (—1)"1 bib ... by 
Qn  Qn-1 Qh-1Qn 
Pr-1 


Corollaire 1. Si RE et Fr. (> 1) sont deux fractions 
correspondantes voisines de la fraction continue (1), 
An = PrQn-1 — PQ = (— 1)°-1 b,b2 ... bn. 
Ph-1 


Corollaire 2. Deux fractions correspondantes voisines FL 


a (k> 1) d’une fraction continue ordinaire vérifient l'égalité 
Ph __ Pat (I (4) 
GR h-1 qh-19h 
Théorème 3. Deux fractions correspondantes voisines de même 
parité de rang Fi et 7. (k=>2) de la fraction continue (1) 
vérifient la relation 


P Pi- bib ... ba_1a 
On Ge Mo e (6) 
Démonstration. On a 
P Ph D 
CQe ON : (7) 
où 
5 Pr Pr | 
Qn Qn2 


On en déduit en vertu de la loi de composition des fractions cor- 
respondantes et des propriétés élémentaires du déterminant 


ne anPr-3 + bnPr-e Pn-2 Pr Pr-2 
FT |anQn1+bnQn 2 Que Qu One 


où A4 est le déterminant examiné dans le théorème 2. D'après le 
corollaire 1 du théorème 1 


Ar = (—1)* bb... br1, 


= } = GpAn-s; 


d'où 
ù Dr = (—1)À b,b; .. by -1@p. 


Par conséquent, en appliquant la relation (7) on obtient la 
formule (6). 
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Ph=2 Lg Eh 
e _e LS Ih-2 Cd ? R e Q Q . 
tes voisines de même parité d’une fraction continue ordinaire 


1 
D pr à 
re 


Corollaire. Si sont deux fractions correspondan- 


elles donnent lieu à la relation 


= (1) (6°) 


Théorème 4. Si tout élément d'une fraction continue limitée 
est positif, ses fractions correspondantes de rang pair forment une suite 
croissante, alors que ses fractions correspondantes de rang impair for- 
ment une suite décroissante. Par ailleurs, toute fraction correspondante 
de rang pair est inférieure à toute fraction correspondante de rang 
impair. Quant au nombre à« exprimé par la fraction continue, il est 
compris entre deux fractions correspondantes voisines. 


Démonstration. Soit la fraction continue 


b b» b 
a= [aise se. de (8) 
à éléments positifs a, et bd, et soit 7 ( = 0, 1,..., n) ses frac- 
tions correspondantes canoniques successives. Il est clair que P, > 0 


et Q: > 0. 

Considérons deux cas. 

1. Soit À — 2m un nombre pair. La relation ©) entraîne alors 
compte tenu du fait que a > 0 et b > 0 (i = 1, ..., k): 


Do de 
Par conséquent, 


Pom Em (m—4,2, ...) 


ou 
— À ae (9) 
2. Soit k = 2m + 1 un nombre impair. Donc, À — 1 sera un 


nombre pair. Alors la même relation (6) amène 


Pem-1 Pam+i 
Qzm-1 Q2m+1 
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ou 
F>S LR. (10) 


On a montré ainsi que les fractions correspondantes de rang pair 
forment une suite croissante et celles de rang impair une suite décrois- 
sante (fig. 1). 

Ensuite, si dans la relation (4”) on pose k— 2m, il vient: 
Pom-1 Pom 11 
Q2m-1 70 ’ (11) 


c’est-à-dire toute fraction correspondante de rang impair est plus 
grande qu'une fraction croissante suivante de rang pair. On en 


Po Pr Pe P5 Ps Pr 
” GO QG QG d Q5 Q5 Q; 


Fig. 1. 


déduit qu'une fraction correspondante quelconque de rang impair 
est plus grande qu'une fraction croissante quelconque de rang pair. 
En effet, soit _— 


2s—1 
impair. Si s<m 


une quelconque fraction correspondante de rang 


LT P5m Pam 
> —— ; 
Quest D Qzm 
Si Ss>m, 
Pss- Pos > Pom 


Par conséquent, quels que soient s et m, on a: 
Pos-1 Pom 


(ni Cm 54 
Enfin, le mode de composition de la fraction continue 
b 
@ — ag + — 
ay + FRE 


conduit aux relations évidentes 


a 
V 
\ 

R 
A 
| 

R 
V 
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Donc, 


Pr Pr 
Qh D Qh+1 (43) 


si 4 est un nombre pair, et 
Pr Phi , 
Aer Qh+1 (5 ) 


si k est un nombre impair. Il est clair que la dernière fraction cor- 
respondante donne lieu non pas aux inégalités strictes (13) et (13°) 
mais à une égalité à droite. 


Corollaire 1. Si les éléments d’une fraction continue (8) 
sont positifs et 2h sont ses fractions correspondantes, l'estimation 


Qn 
Pk bibs 2 bras: 
je |< GO (14) 


se trouve vérifiée. 
e L « e ,»? Ld Le 
En effet, puisque, d après ce qui a été démontré, 


PSP TRS 
Qn | “| Qt Qu 


la formule (4) entraîne l'estimation (14). 


Corollaire 2. la fraction continue & aux éléments 


positifs est ordinaire et F# sont ses fractions correspondantes suc- 
cessives, 
Ph 1 
A — — ; 
| qu |  GhGn+1 


Remarque. Si les éléments d'une fraction continue ordi- 
naire sont des nombres naturels, on peut montrer [1] que la fraction 


correspondante a k est la meilleure approzimation du nombre a, 


c'est-à-dire que toutes les autres fractions + au dénominateur 


qg < qn s'écartent du nombre & plus que la fraction a. 


Exemple 3. La fraction était l’avant-dernière fraction cor- 
respondante de _ (cf. exemple 1). Donc 


163 + 
F5 LE5. gx < 0,001. 
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8 4 Fractions : continues illimitées 


Soit 
by b b 
[aoi 2, 2, Jeu û 
Fute a+—* 
a+. 


une fraction continue illimitée. Considérons un de ses segments, 
c'est-à-dire une fraction continue limitée 


Laoi 2, 2, ...,2n]=25 (n=1,2,3,...) (2 


ai &o n 


Définition. Une fraction continue illimitée (1) s'appelle 
convergente s’il existe une limite finie 


a=lim, (3) 


n—+00 Qn 


le nombre & étant considéré comme une valeur de cette fraction. 
Si la limite (3) n'existe pas, la fraction continue (1) est dite diver- 
gente et on ne lui affecte aucune valeur numérique. 


D'après le critère de Cauchy [3] pour rendre la suite En (n = 


= 4, 2, 3, ...) convergente, il faut et il suffit que, pour tout 
e > 0, il existe un nombre N = N (e) tel que 


Pnim __ Pn 


Qn+m 


avec n>N et n'importe quel m >> 0. 
Si Q 5 0, on a évidemment : 


Pa Po Si (PR Pau ; 
de Qt 2 (a at). (4) 


l Pn = 0 S PR __ Phi __ Pa < _ A\R=1 bibs se bk , 
su Qn  Q@ +2 (- 0) 7 PA 1) Qh-1Qn (41) 


c'est-à-dire la convergence de la fraction continue (1) est équivalente 
à la convergence de la série _ Si la fraction continue (1) converge: 


ñn—+00 G 


les formules (4) et (4”) donnent l'estimation 


—R< 3 [Rule Fe 
[a < > Fe QR1l 2 Qx-10n ; 
k=n+1 
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Théorème 1. Si tous les éléments ax, by (k = 0, 1, ...) 
d'une fraction continue (1) sont positifs, et en outre 


br Lan et a >zd> O0 (k = 1,2,...), (9) 
la fraction continue (1) est convergente. 


Démonstration. Dans la demonstration de la première 
partie du théorème 4 du paragraphe précédent nous n'avons pas 
utilisé le fait que la fraction continue était limitée. C'est pourquoi, 
en reprenant cette démonstration, on établit que si tous les élé- 
ments d une fraction continue (1) sont positifs, ses fractions cor- 


respondantes de rang pair PE (k = 0, 1, 2, ...) forment une 


suite croissante bornée supérieurement (par exemple, par le nombre 


Pi 
Q: 


] . On en tire, en raison du théorème connu, qu'il existe une limite 


P 
lim À = o. 


R—00 Qon 
Sous les conditions imposées par le ee ci-dessus, les frac- 
tions correspondantes de rang impair LATE  (Æ = 0, 1, 2,...) 
de la fraction continue (1) forment d'une façon analogue une suite 
Po 
décroissante bornée inférieurement (par le nombre — To 'Par exemple ). 


Il existe donc encore une limite 
lim 
ho Qzh+1 


et de plus, B>a«. Par ailleurs, pour tout 4>0 on a: 


Poh+1 s 
Dr AS p F Quh+1 . 


c'est pourquoi en le le théorème 2 du 8 3 on obtient 


Pan __ Par bibz ... bons! es 
FRS o. Qzh+1  Qh QnQme M (6) 


Montrons que nx —> 0 lorsque # — oc. En effet, suivant la loi 
de composition des fractions correspondantes on a avec k > 2: 


Qù = anQn-1 + brQn-2 


Qui — Gh1Qn-2 + br 1Qns. 
Les conditions (5) du théorème permettent de déduire 
Qù > bn (Qn1 + Qu-2) 


Qui > dOn-2. 


et 


et 
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Donc, : 

Qx > br (1 + d) Que. (7) 

L'inégalité (7) donne successivement 

Qu > bar (1 + d) Quh-2 >... > bonbons + . + bo (1 + d)* Qo = 
= b2b4 . . . bas (1 + d)* (6) 


et 

Qen+1 > dans (1 + d) Qu >... 

es 2 bangs + + + Ds (1 + d)* Qi > bibs. . . banss (1 + d)’, (9) 
puisque A = a > b,. En multipliant les inégalités (8) et (9) on 
tombe sur 


QanQanxs > bide + . + Dans (1 + d)”* (10) 
et, par conséquent, 
_ bibs … bohst 1 
es Q2hQ2R+1 à (1+d)°h : 
Ainsi, nr —> 0 lorsque À — oo. 
C'est pourquoi en passant à la limite lorsque À —— © on a dans 
l'inégalité (6) 0ZB —ax<0, c'est-à-dire 


| Le 2 


et donc la fraction continue (1) est convergente. 


Remarque. Pour la fraction convergente (1) à éléments 
positifs sa valeur & est comprise entre deux fractions correspondan- 
Pan 


Ph-1 


tes consécutives et . Il s'ensuit que 
Qn-1 Qn 
P, Pas hic Dis 220. 
El = —"——  , 
| Qn Qn Qn=1 Qn-1Qn 


« 


Corollaire. Une fraction continue ordinaire à éléments 
naturels est toujours convergente. 
On peut démontrer également le théorème suivant [1]. 


Théorème 2. Tout nombre positif « peut être développé en 
fraction continue convergente ordinaire à éléments naturels, ce déve- 
loppement étant unique. La fraction continue ainsi obtenue est 
limitée si & est un nombre rationnel, elle est illimitée si & est un 
nombre irrationnel. 


Exemple. Développer en fraction continue le nombre V 41 
et trouver sa valeur approchée. 


Solution. L'entier maximal contenu dans V41 étant 6, 
on a: 


VAi=6- —. (11) 
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Il en résulte 


€ 1 6+VA 
OV 5 
L'entier maximal contenu dans a est 2, c'est pourquoi 
1 
G=2+— (12) 
Ce qui amène 
__ À 5 4+ V4 1 
RTa—2 VA—4 ui as) 
D'une façon analogue 
 — 41 — , 
SEE et Ale 7 Pr 6+V41—12+ a (14) 
À 1, _6+V4 _,. 1 
a pas ss ta (M 


Nous constatons que a; = &1, les éléments de la fraction continue 
reviennent donc, et c’est pourquoi la fraction obtenue est périodique. 
En portant successivement dans l'égalité (11) les expressions (12), 
(13), (14), (15), etc., on obtient: 


VA =6+ — 
24 
24 
124 à 
24 , 
ua 


Le nombre irrationnel V 41 s'exprime ainsi par une fraction 
continue périodique illimitée 


— AAA OA O1 1 1 1 1 
VA = (6; 9 ? 2 12° 2 D 42° D? D? 42° se) ° 
Les fractions correspondantes a L = 0, 1, 2,...) s'obtien- 
nent en utilisant le schéma suivant: 


ak = 6 | 2 2 | 12 | 2 | | 12 
Pr | pa—=1|p0o=6| 13 | 32 |397 |826 | 2049 | 
GR | q-1— 11 | 2 | 5 | 62 | 129 | 320 
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En se bornant, par exemple, à la cinquième fraction correspon- 
) 
dante, on obtient la valeur approchée par excès: 41 = Fe 
— 6,403125 avec une erreur absolue 7 petite que 


1 
À = 55.320120) = 7% 320.769 < 9107. 


Théorème 3 (de Pringsheim). Si une fraction continue 
illimitée 
2 bn 
Lo; +, E,...] (16) 
vérifie les inégalités 
Lonl+1<lal (m=1,2,...), (17) 


celte fraction est convergente et en outre sa valeur absolue ne dépasse 
pas l'unité (4). 


Démonstration. Soient = (k—1,2,...) les frac- 


tions correspondantes de la fraction continue 46). 
Etant donné que 


Qu = anQn1 + baQue (k = 1, 2, . ..), 
il vient 
Qu lan ll Qril — 1 ball Qu. 
On en tire en appliquant l'inégalité (17): 
QI > (1 bal + 1)1 Qi —| 6:11 Qx2 |, 


Qu —1Quul ZT bal (1 Qui —1Qn-2 1). (18) 

En utilisant successivement l'inégalité (18) et en retenant que 
Qo = 1 et Q_ =0, on a: 

(Qu 1 —1Qu11 ZT 0811 bus le. | bi |. (19) 


L'inégalité (19) entraîne que |@:| croît monotonement avec 
l'augmentation de k, de plus | @, | >| @l = 1. 


La convergence de la fraction continue (16) est équivalente à 
la convergence de la série 


Po LP (—1)-1 bb | 
+5 (-S:)= D) TS (20) 


Considérons la série des 


ou 


D | Qx-111@n| ° (21) 


5—01072 
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L'inégalité (19) donne: 


n ñn 
[b11 1621... [br] | Qni—1 Oral 
2 | Qn-11 Qu] <2 [QR11lQRt 


c 1 1 4 
2 (ar 2 A EE 


Ainsi les sommes partielles de la série (21) sont bornées et, par 
conséquent, cette série est convergente, en outre 


Ra lérllbel ee. [bn | 
2 | Qn-111Qn] <1. (22) 


Mais alors, en vertu du critère de comparaison, la série (20) converge 
elle aussi et cette convergence est absolue, ce qui veut dire qu'il 
existe une limite 


in ge D (qu) = 


Par ailleurs, compte tenu de l'inégalité (22), on a: 
lal< 1. 


Remarque 1. Pour que la fraction continue (16) converge, 
il suffit que l'inégalité (17) soit satisfaite pour nr > m et que Q, = 0 
pour À < m. 

Remarque 2. Sous les conditions du théorème 3, nous avons 
l'estimation suivante de la valeur de la fraction continue «: 


S [Pa Pan 
". D IE Qh-1 
Rk=n+1 


Du” 


_ Q Jéilléele.lônl ©  IQ@ui—iQ@uail 
= À | Qn-111Qx1 < 2 | Qx-11 OR] 


ii ds 
ere 1Qn-1l IOr] QT how 1QI 
En particulier, si [Qn|—>-+c lorsque k—+ oo, on a 

| Pan 
7 


Qn 


 [Q@al 
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$ 5. Développement des fonctions en fractions continues 


Les fractions continues sont un outil commode pour la repré- 
sentation et le calcul des fonctions. Cet aspect de la question est 
examiné en détail dans des ouvrages appropriés (cf., par exemple, 
[2)), alors que nous ne nous bornerons qu'à l'étude de cas particu- 
liers. 

Constatons que si nous recourons à un artifice quelconque pour 
développer la fonction f (x) en une fraction continue illimitée, dans 
le cas général il faut montrer la convergence de cette fraction et 
voir si la valeur limite de la fraction continue est égale à la fonction 
f (2). 

A. Développement dune fonction 
rationnelle en fraction continue 

Si 

C10 + C11T + Car? +. … 
LL} — 
f() Coo + Co1Z + Co2z2 +... ? 
en effectuant des transformations élémentaires, on aboutit dans le 


« 


cas général à 


ES 
FO rent en  wtrhü)' 
C10 Cao tCtiT + Ci2T +... C10 
où 
j (r) = LOT Cr28 + 
' C0 + CT + C2 +... 
et 


Cah = C10C0, +1 — Cor. hi (Æ—0, 1, ...). 
D'une façon analogue 


hD= REC 


ou 
C0 + C31Z + Ca2z2 + 
el ———_—___——_—_—_————— 
f2 (2) C20 + C217 + Ca2x +... 
et 
| Cash = C2001, h+1 — Cia. ka (0, 1, ...), 
etc. 
Ainsi 
_ C10 (op: 510 207 C3 Cnoz 
f(x) = C207 LE Co0 ? "C0 ’ C20 2 ee.) Cn=1,0 (1) 
Coo + ae 
Go 


et on voit aisément que la fraction continue (1) obtenue est limitée. 
5e 
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Pour calculer successivement les coefficients des développements 
Cjr, il est commode de recourir à la formule 


Cj-2.0 Cj-2.h+1 


Cjh—= — 
Cj-1. 0 Cj-1. h+1 


où j > à. 

Remarquons que dans certains cas, les coefficients c;y, peuvent 
être nuls. Il faut alors apporter au développement (1) des modifi- 
cations appropriées [2]. 


Exemple 1. Développer en fraction continue la fonction 
1—7zx 
OT : 


Solution. Portons les coefficients c;, sur le schéma suivant: 


6 
(ù 
0 
(1 
(0 


Par conséquent, 


1—7x =[0; À  —4x —27 —12:7] 1 
4—5xz+672 1 71" 1 7 —4?' —2 ]= 4x 
4 = 
q— 27 
—4 +G6z 


B. Développement dee*enfractioncontinue 
Euler a obtenu on e* do développement [2] 


z?  z° x? 
 — ___ 9 
e=[0; - ne 6 ? One (2) 
convergent pour toute valeur de zx, réelle ou complexe [2]. 
On en tire des fractions correspondantes : 


ES 
Q1 1° 
Ps 2+z. 
Qz 2—z ’ 
Ps _ Sete É 


7 Sn 
Qa  120—607+1272— 73 ' 
etc. 
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En posant notamment z —'{ et en se bornant à la quatrième 
fraction correspondante, on a 
193 


Pour obtenir la même précision, il faut prendre dans le développe- 
ment de Maclaurin 


| 1 
e=2+sr ++... 
au moins huit termes. 
C. Développement de tg x en fraction 


continue 
Pour tg x Lambert a obtenu le développement 


= 


— 72 — 72 


tgr=[0; +, 3 A (3) 


convergent en tout point où la fonction est continue. 


Exemple 2. Chercher la valeur approchée de tg 1. 


Solution. En posant dans la formule (3) zx = 1, on a: 
A Et A 
g1=[0; +, ENS 


La formule (3) du $ 3 permet de composer le schéma suivant 
pour les termes des fractions correspondantes: 


En se bornant à la quatrième fraction correspondante, on a 
tg1 = À = 1,557377 
(la valeur tabulaire est tg 1 — 1,557396). 
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CHAPITRE III 


CALCUL DES VALEURS DES FONCTIONS 


Pour calculer sur des ordinateurs les valeurs des fonctions don- 
nées par des formules, la forme de ces dernières est loin d’être indif- 
férente. Considérées sous l'optique des calculs approchés, les expres- 
sions mathématiques équivalentes n'ont pas toujours la même 
valeur. Il se pose donc un problème de grand intérêt pratique qui 
consiste à rechercher pour les fonctions élémentaires les expressions 
analytiques les plus commodes. Le calcul des valeurs des fonctions 
se ramène en général à réaliser une suite d'opérations arithmétiques 
élémentaires. Le volume de la mémoire d’une machine étant limité, 
il convient de diviser ces opérations en cycles répétitifs. Dans ce qui 
suit nous allons étudier certains procédés types. 


$ {. Valeurs d'un polynôme. Schéma de Hôrner 


Soit un polynôme de degré nr 
P (x) = a02" + mr" +... + ant + (1) 
à coefficients réels a, (4 = 0, 1, 2, ..., n). Proposons-nous de 
trouver la valeur de ce polynôme pour æ— 5: 
P (E) = @0ë" + mE" 7 + . + An16 + an. (2) 
Le plus commode pour calculer Le nombre P (£) est de mettre 
la formule (2) sous la forme 


P(E)=(...(((@08 +a) E +a)E +as)E +... 
. + An -1) Ë + An). 
En calculant successivement les nombres 


bo = &o, 

bi = ai + bé, 

be — la + DE, (3) 
Ds — 3 + b.Ë, 

bh — On + ba18, 


on aboutit à b, = P (E). 
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Montrons que les nombres bo = ao, bi, . . ., bh_, sont les coef- 
ficients du polynôme Q (x) obtenu comme quotient de la division 
du polynôme donné P (x) par le binôme x — E. En effet, soit 


Q (2) = Boz" 7? + Bar? +... + Br (4) 
P (2) =Q(z) (x —E) + Br; (5) 


d’après le théorème de Bézout le reste de la division B, — P (E). 
En vertu des formules (4) et (5) 


P (2) = (Por + Biz"? +... + Pas) (x — 8) + Pr, 


ou, en chassant les parenthèses et en effectuant la réduction des 
termes semblables, on a 


P (x) = Bo" + (Bi — BoË) z°"77 + (Ba — BE) 2° + . 
+ (Bn -1 — Bn -28) Z + (Br D, Bn 18). 


La comparaison des coefficients affectés aux mêmes puissances 
de la variable z dans le premier et le second membres de cette der- 
nière égalité donne: 


et 


Bo — €o» 

Bi — Boë = &, 

Be — B1ë — a, 
Bn-1 — Bn-28 = n 1) 

Ba GE Bn 18 — On 


Bo = &o = bo 
Bi = & + Boë = b:, 
Pa = 0 GE = de 


D'où 


Bi. = Au + BE = bn 17 
Ba — A + Bn 18 —= ba; 


ce qu'il fallait démontrer. 

Ainsi les formules (3) permettent de déterminer, sans effectuer 
la division, les coefficients du (quotient Q (x) et le reste P (E). Les 
calculs se font pratiquement d'après le schéma suivant, dit schéma 
de Hôrner: 

do A4 2 ... On 
+ boë b1Ë... bn18 [E_ 
bo b: b: …. ba = P (E) 
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Exemple 1. Calculer la valeur du polynôme 
P (x) = 32 + 22° — 5x + 7 avec x = 3. 
Solution. Composons le schéma de Hôrner: 


3 2 —5 7 
3 
+ 9 33 & É 


3 11 28 91—P (3) 


Remarque. En appliquant le schéma de Hôrner on peut 
obtenir les bornes des racines réelles du polynôme considéré P (x). 


0 — +0 ———+ 
0 0 B OX 
Fig. 2. 


Posons qu'avec z = f (B => 0) tous les coefficients b; du schéma 
de Hôrner sont non négatifs et que le premier coefficient est positif, 
c'est-à-dire 


bo = a > 0 et b;, 0 (i = 1, Dre n). (6) 


On peut alors affirmer que toute racine réelle x, (4 = 1, 2, 
..., Mm; mL n) du polynôme P (x) ne dépasse pas B, c'est-à-dire 
que zx LB (k = 1, 2, ..., m) (fig. 2 

En effet, puisque 


P (x) = (bor"1 +... + b, 4) (x —B) +bn. 


quel que soit x => f et en vertu de la condition (6) on a P (1) > 0, 
ce qui rend évident le fait qu'un nombre quelconque supérieur à B 
n'est pas une racine du polynôme P (x). On a ainsi une majorante 
des racines réelles x, du polynôme. 
Pour obtenir une minorante des racines z;,, composons le poly- 
nôme 
(—1)" P (—2) = ar" — art +... + (—1)"a,. 


Cherchons pour ce nouveau polynôme un nombre x = & (« > 0) 
tel que tout coefficient du schéma de Hôrner correspondant soit 
non négatif sauf le premier qui, naturellement, est positif. Alors, 
pour les racines réelles du polynôme (—1)" P (—zx) égales, évidem- 
ment, à —z (k% = 1, 2, ..., m), les raisonnements précédents 
amènent l'inégalité —7, < @. 

Par conséquent, zx, > —& (k = 1, 2, ..., m). Ainsi nous avons 
obtenu la limite inférieure —« des racines réelles du polynôme 
P (x). On en déduit que toute racine réelle du polynôme P (x) repose 
dans l'intervalle [—«, BI. 
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Exemple 2. Chercher les limites des racines réelles du 
polynôme 


P(x) = 24 — 29 + 32 + 4x —1. 


Solution. Calculons la valeur du polynôme P (x) pour 
zx = 2, par exemple. En appliquant le schéma de Hôrner, on a: 
1 —2 3 4 —1 
+ 20 6 20 L2- 
1 0 3 10 19 


Puisque tout coefficient b; > 0, les racines réelles z, du poly- 
nôme P (zx) (si elles existent) vérifient l'inégalité zx; << 2. La limite 
supérieure des racines réelles est ainsi obtenue. Passons à la recherche 
de la limite inférieure. Composons le nouveau polynôme: 


Q(x) =(—1X P(—x) = 2 + 22 + 32° — 4x — 1. 


Le calcul de sa valeur pour x = 1, par exemple, donne: 
1 23 —4 —1 


1 3 6 2 [1 


1 3 6 2 1 


Tout coefficient b,; > 0, donc —zx;, <<1, c'est-à-dire z, >> —1. 
Toutes les racines réelles du polynôme considéré sont comprises 
donc à l'intérieur de l'intervalle [—1, 2]. 


$ 2. Schéma de Hôrner généralisé 
Soit le polynôme 
Pa =ar +arl+...+a (1) 


dans lequel, d’après certaines considérations, il faut remplacer la 
variable x suivant la formule 


T=Yy+E, (2) 


où E est un nombre fixé et y une variable nouvelle. 

En portant l'expression (2) dans le polynôme (1), après avoir 
effectué les opérations indiquées et la réduction des termes sembla- 
bles, on obtient un nouveau polynôme par rapport à la variable y: 


P(y+E) = Aog" + Ag +... + À. (3) 


Le polynôme (3) pouvant être considéré comme le développement 
de Taylor de la fonction P (y + £) suivant les puissances de y, 
les coefficients A; (à = 0, 1, ..., n) se calculent d’après la for- 
mule 
PT (5) 


Ai= (n—i)! 


(E=0;1,:;::0n0). 
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Indiquons un procédé ARE plus commode de la recherche 
des coefficients A; (i = 0, 1, 2, ..., nr) à l'aide du schéma de 
Hôrner. Posons d’abord e l'expression (3) y — 0. On a no 
An = P (à). 

La division du polynôme (1) par le binôme x — E amène 


P (2) = (x —E6) Pi(x) + P (À), (4) 


Pi (2) = dort + Dir +... + bn. 
Ensuite, si dans l'expression (3) y est remplacé par sa valeur 
y = x — EË, il vient: 
P (x) = (x —E) [Ao (x — ET + A1 (x — EE +... 
+ An1l + P (6). (5) 


La comparaison des formules (4) et 6 conduit à la conclusion 
que 

Ps (x) = Ao(r — 6)" + Ai(z —E) +... + 41 (6) 
d'où 

An-1 = P: (à). (7) 

D'une façon analogue, en divisant le polynôme P, (x) par le 

binôme x — Ë, on peut poser: 
Pi (x) = (x —E) P2 (2) + P1 (8), (8) 


où P, (2) = cor + +... +c 
En outre, les formules (6) et (7) entra ihent 


P,; (x) = (x — £) [40 (x — Ë)"—* + À; (= 07 +... 
. + An-2l + P: (Ë). (9) 


La comparaison des formules (8) et (9) fait conclure que 
P2 (2) = Ao(z — EE)" + Ai(z — ES +... + An. 


On en tire An-2 — P; (E). 

En poursuivant ce processus nous exprimerons successi ement 
tous les coefficients À; (i — 0, 1, ..., nr) par les valeurs des poly- 
nômes correspondants Po (x) = P (x), et Pi (x), . .., P, (x) = &@, 
avec z = E: 


Ah — P (#); 
An-1 = P: (£) ; 
An-2 = P; (8); 


— Ph (&). 


S 3.] CALCUL DES FRACTIONS RATIONNELLES 79 


où les polynômes P,,, (x) se construisent, en partant des polynômes 
P, (x), d'après la formule 


Pr (x) = (x — EË) Pris (2) + Ps (Ë) (k — 0, 1,...,n). 
Pour calculer les valeurs des P (E), P, (£), P;: (Ë), . .. utilisons 
le schéma de Hôrner généralisé: 
do y Ge A3 ... An-1 On 
boë DE b25 ... bn_2E bn_18 
bo b4 b2 b3 ... bn-1 bn—P(E) 
COË C1Ë -.. Cn-2E 


Co C1 C2 -+- Cn-1 = P1(E) 


Es 


Exemple. Pour éliminer du polynôme 
P (2) = — 82 + 5x + 2x —7 


le terme contenant la variable à la troisième puissance, on pose 
Zz = y + 2. 
Trouver le polynôme transformé. 


Solution. Appliquons le schéma de Hôrner généralisé: 


1 —8 5 2—7 |:-2 
&—= 
2 —12 —14 —24 


1 —6 —7 —12 —31 


2 —8 —30 
4 —4 —15 —242 
DU 
1 —2 —19 
> — 
1 O0 


Par conséquent, 
P (y +2) = y — 197? — 42y — 31. 


$ 3. Calcul des fractions rationnelles 


Toute fraction rationnelle R (x) peut être mise sous la forme d’un 
capport de deux polynômes 
P (zx) 
R()=T 6: (1) 


P (x) = ao" + art +... + an; 
Q (x) = bor" + br +... + bn. 
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Supposons qu'on demande de déterminer la valeur de R (x) en 

un point z = Ë: 
PE 

Le numérateur P (£) et le dénominateur Q (£) de la fraction (2) 
peuvent s'obtenir en recourant au schéma de Hôrner. Il en résulte 
une méthode simple de calcul du nombre R (Ë). 

Une autre méthode de calcul consiste à transformer la fonction 
R (x) en fraction continue. A cette fin on peut appliquer la méthode 
décrite au $ 3 du chapitre II. 


$ 4. Approximation des sommes des séries numériques 


Définition. La série numérique 


A++... +an +... (1) 
s'appelle convergente si la suite de ses sommes partielles a une limite 


où 


Sh=tt+a+...+an. 


Le nombre S s’appelle somme de la série. 

Ainsi, la convergence de la série (1) est équivalente à la conver- 
gence de la suite de ses sommes partielles. D'après le critère de Cauchy 
[1] cette suite converge si et seulement si pour tout & > 0 il existe 
un NM = N (e) tel que 

| Sarp — Snl <E 


avec nr > N et p > 0 arbitraire. 
La formule (2) entraine 


S — Sn + R;, (3) 


où RÀ, est le reste de la série et R, — 0 lorsque r —+ oo. 

Pour obtenir la somme S de la série convergente (1) avec la pré- 
cision imposée &, le nombre de termes n doit être suffisamment grand 
pour vérifier l'inégalité 

| Ral <e. (4) 


On peut alors poser approximativement que la somme partielle Sh 
est la somme précise S de la série (1). 

Constatons que pratiquement la détermination des termes a, 
az, . .. est également approximative. De plus, la somme S, est 
d'habitude arrondie au nombre imposé de chiffres. Pour tenir compte 
de toutes ces erreurs et assurer la précision nécessaire, on peut appli- 
quer la procédure suivante: choisissons dans le cas général trois 
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nombres positifs £1, €, e3 tels que 
Ey + Es + E3 — €. 


Prenons le nombre #2 de termes de la série suffisamment grand pour 
que l'erreur de troncature | R, | vérifie l'inégalité 


| Ra | < Eye. (9) 


Calculons chacun des termes ay (k = 1, 2, ..., n) avec une borne 
d'erreur absolue ne dépassant pas =, et soit a, (k = 1, 2,...,n) 
les valeurs approchées correspondantes des termes de la série (1), 
c'est-à-dire 

Es 


[ax—a|<—. 


Alors l'erreur générée de la sommation 


n 
=. 
k=1 
vérifie l’inégalité 
(Ses; es: (L) 


Enfin, arrondissons le résultat approché obtenu S, à un nombre 
plus simple $, de façon que l'erreur d'arrondi soit 


Su S1<e. (7) 
Dans ce cas le nombre S, est une valeur approchée de la somme S 
de la série (1) à e près. En effet, les inégalités (5)-(7) amènent 
|S—S, [SIS—SA1-i-] S=S Es 5 | 81 + Er + Es =. 


Le nombre e doit être partitionné en termes positifs es, e2 et &3 
en tenant compte du volume de travail nécessaire pour obtenir le 
résultat cherché. Si e — 10-" et le résultat doit compter m décimales 
exactes, on adopte le plus souvent: 


Si l'on ne procède pas à l'arrondissement final, on pose dans les cas 
courants : 


[a] 
[a] 


ÉD: E2— 5) Es = (0. 


La tâche se complique lorsqu'il faut déterminer la somme de la 
série avec m décimales exactes au sens strict. L’interpréta- 
tion géométrique de ce fait est qu'il faut chercher un élément de 
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l'ensemble des _ (* est un entier) tel qu'il soit le plus proche du 
nombre S (fig. 3). 


1 2. #k 
107 107 107 
++ —— 
0 S x 
Fig. 3. 


Soit, pour ARer les GS la somme S ne et 


(pk sont des entiers non n . : une approximation ration- 
nelle telle que 


LS —S1<r 


Admettons que 
Pm+1 £ 4 et Pm+1 JE D. 


. Alors, en arrondissant le nombre $ on aboutit au résultat recher- 
ché : 


= Po + D+- . +2 0 » Si Pm#i <O, (8) 
ou 
m + 1 , 
o — Po+ +. + Per y Si Pm4 > 6. (8 ) 


En effet, dans le premier cas, l'arrondissement par défaut con- 
duit à 


Pm+1 Pm+2 
0< <$—o=-1mr 10mr 10m à 


9 9 4 
< DE 10m+2 +... Ti < 10m+1 * 


Dans le deuxième cas, l'arrondissement par excès donne : 


Dose le Pme Pr et 6 4. 


10m  10m+1 10n 10m 10m+1  10m+1° 
C'est pourquoi dans les deux cas on a: 
|S— o[< _——. 


et, par conséquent, 
[S—01<15—81+18—01< 
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Ainsi, ; 
| 2 
S=o+—-.10 7. 
2 
Si Pm+i = 4 OÙ Pm+1 = 9, il faut améliorer la précision des cal- 


culs de la somme approchée S en faisant appel au rang décimal 
suivant. 


2 __ y") 
(4 1 2 ñ n+1 x 


Fig. 4. 


Dans le cas particulier, .si Pm+1 — 4 et si l'on sait que 
S<$, 
o (8) est une valeur approchée de la somme S à L40-" près (par 
défaut). u 
D'une façon analogue, si Pm+1 = 9 et 
S>&, 
o (8°) est une valeur approchée de la somme S à 1 140-" près (par 
excès). | 
Pour évaluer le reste de la série (1) 
Rn = Anti + Ange +... 


il est utile de faire appel aux théorèmes suivants que nous donnons 
sans démonstration [1]. 


Théorè me 1. Si les lermes de la série (1) sont les valeurs 
correspondantes d'une fonction f(x) monotone décroissante positive, 
c'est-à-dire si 
an =Jj(n) (n=1,2,...), 9 
alors (fig. 4) " () 


| f (x) dr << Ra < À (2) dr. 
n+1 nn 


Théorème 2. Si la série (1) est alternée: 
> 0, az <0, as > 0, ... 
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et si les modules de ses termes forment une suite monotone décroissante. 
on a 


[Ra Tan: 
et 


sgn Rh = Sgn anis *. 
Exemple. Trouver la somme de la série 
1 1 1 7 4 
Short tre. test... (10) 
à 0,001 près. 
Solution. Adoptons comme erreur de troncature 


1 * | 
€ = +10 TUL 


Les termes de la série (10) sont les valeurs correspondantes de la 
fonction décroissante monotone 


fa ==. 


C'est pourquoi pour le n-ième reste de la série 
on a l'estimation 


La résolution de l'inégalité 


conduit à : 


Adoptons n = 45. 
Choisissons comme borne d'erreur de la sommation 
£o — _. . 1073 ; 


il en résulte que la borne d'erreur absolue admissible des termes 
de la somme partielle S,, de la série (10) est 


1 


——.10-3 
£o 4 5 
PRE" ELLE RE —b 
= < 25 "73 1075. 


* sgn R, désigne le signe du nombre R,, c'est-à-dire sgn R, = +1 si 
Rh > 0, Sgn R, = —1 Si R, < 0, sn R, = 0 si R, = 0 


n 
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Posons 


c'est-à-dire calculons les termes de la série (10) avec cinq décimales 
exactes au sens strict. Ci-dessous figurent les valeurs correspondantes 
des termes et les résultats de la sommation partielle 


1,00000 0,00024 0,00003 
0,12500 0,00020 0,00003 
0,03704 0,00017 0,00003 
0,01562 0,00014 0,00003 
0,00800 0,00012 0,00002 
0,00463 0,00011 0,00002 
0,00292 0,00009 0,00002 
0,00195 0,00008 0,00002 
0,00137 0,00007 0,00002 
0,00100 0,00006 0,00002 
0,00075 0,00006 0,00001 
0,00058 0,00005 0,00001 
0,00046 0,00004 0,00001 
0,00036 0,00004 0,00001 
0,00030 0,00004 0,00001 
1,19998 0,00151 0,00029 


Par conséquent, 
S'is — 1,19998 + 0,00151 + 0,00029 = 1,20178. 


En arrondissant cette valeur à des millièmes, on obtient la valeur 
approchée de la somme 


S = 1,202. 
L'erreur d’arrondi étant 


es = 0,00022< +10, 
l'erreur globale : ne” obtenu ne dépasse … 
se 10-341 DE 104. 108 < + 1073. 
Ainsi, 
S = 1,202 + 0,001. 


L'estimation sera plus précise si l'on tient compte des signes des 
dis d'arrondi. Pour comparer, voici la valeur de la somme S 
à — 1076 près [2]: 

S = 1,202057. 


6—01072 
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Remarque. La recherche de l'erreur globale étant une opé- 
ration très délicate, dans la pratique la précision imposée & — 10" 
s'obtient en effectuant tous les calculs intermédiaires avec un ou 
deux chiffres de réserve. Dans ces conditions on suppose sans trop 
de rigueur que les erreurs admises n'interviennent pas dans les déci- 
males de rang m du résultat à obtenir. 

Remarquons que pour résoudre cet exemple il faut chercher la 
somme d'un nombre de termes relativement grand. Dans la pratique, 
on s'efforce de transformer la série considérée de façon à obtenir 
le résultat cherché avec un petit nombre de termes. Les transforma- 
tions de ce type s'appellent amélioration de la convergence d'une série 
et dans de nombreux cas elles permettent de réduire nettement la 
durée du calcul. Cette question fait l’objet du chapitre VI. 


$ 5. Fonctions analytiques 


Une fonction réelle Ï (x) s'appelle fonction analytique au point E 
si dans un certain voisinage |z —E£| <R de ce point la fonction 
se développe en une série entière (serie de Taylor) 


1) =1® + (xD + LE (ES + 
HÉCB (_+.. (0 
Avec E—0 on obtient la série de Maclaurin 
f@=10+f(0)2+ Es LPO ues (2 
La différence - 
R(D=f()— > LE (op 
R=0 


s'appelle reste et constitue l'erreur produite en remplaçant la fonc- 
tion f (x) par le polynôme de Taylor 


Pa(a)= D LE (x gp 
k=0 
On sait que [1] 


en+1) (EL O (r—®t : 
Ra (2) = EEE fr pp, (3) 
où 0 < 68 1. Pour la série de Maclaurin (2) on a en particulier [1]: 
(n+1) (6 ñ 
Rh (x) = #4 (4) 


où 0 << 0 <1. Il existe également d'autres formes de restes. 
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Le développement d’une fonction en série de Taylor est dans 
plusieurs cas un moyen commode pour calculer les valeurs de cette 
fonction. 

Si l’on connaît f (£) et s’il faut trouver la valeur de f(È + h), 
où k est une « petite correction », il est commode d'écrire la formule 
(1) sous la forme 


fE+h=f(E+f Ent LE... + 
+ 1e h"+- AR, (h), (5) 


Ra (4) = PE RM (0<8< 1). 


Exemple. Trouver la valeur approchée de V/10. 
Solution. Ona 


4 
— —— 112 
VI10=V3+1-3 (1++) (6) 
En posant 
1 
f()=(1+7x)}, 
on obtient successivement : 
1 
l'H=z(A+z)e, 
1 _ 
f(z)= —Z(1+x) *, 
3 ni 
f(&)=Z(l+2) *: 
PV (a)=—R (A+) ” 
D'où, en posant E—0, h=< et en tenant compte du fait que 


f(O)=1, f(O=, f(O=—+, f0)=+ 


on a en vertu de la formule (5): 


2 4 1 1 : 
(1+5) 1+ T'9-S'HTT" 729 ! + Rs= 
— 1 0,05556—0,00154 + 0,00009 + R, = 1,05411 — R:, (7) 
6* 
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où 
7 
1 15 ._B\ 2 1 
R= 2m (1+s) “sr | 
10 , 81 2 
= —-raue" (173) CES 
Il est clair que 
[Rs|< TETE < 6-10. 
Les formules (6) et (7) entraînent: 
V10=3,16233LE, (8) 


EI <3+ 10752 3.6.1075 —3,3-10":. 
En arrondissant la valeur obtenue à quatre décimales, on a fina- 
lement : …: 
V 10 = 3,1623 + 6.105. 
A titre de comparaison voici la valeur tabulaire 


V 10—3,1622777 ... 


$ 6. Fonction exponentielle 


Le développement [1] de la fonction exponentielle e* s'écrit 
x? zn 


tr tS Tr. ++... (1) 


n ! 


l'intervalle de convergence étant —00 << x << + co. Le reste de la 
série (1) est de la forme 


Ra (a)= get (0 <0<i) (2) 


Lorsque les modules des valeurs de x sont grands, la série (1) 
est peu utile pour le calcul. Pour cette raison, on opère en général 
de la façon suivante: soit 


z—E£(z) +9, 


où E (x) est la partie entière du nombre x et 0 < g <1 sa partie 
fractionnaire. On a: 


ex — eE(x). 01. (3) 
Le premier facteur du produit (3) peut être établi par multiplication : 
E (x) fois 


pu 
eE()—ee ...e, si E(x)> 
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ou 
-E (x) fois 
14 ! 1 
nee LS si E(x) <0, 
où 
e — 2,11828 18284 59045 ..… 
et 


+ = 0,36787 94411 71442 


De plus, pour assurer la précision imposée, il faut prendre e ou 


avec un nombre de décimales suffisamment grand (actuellement le 
nombre e est calculé avec plus de 250 décimales). 

Quant au deuxième facteur e? du produit (3), on le calcule 
à l’aide du développement ci-dessus : 


_ g" 
= > (4) 
n=0 


qui avec 0 < g 1 forme une série rapidement convergente du 
fait que pour r le reste R, (q) la ha (2) donne l'estimation 


O< R; (q) < Ter L be 
Déduisons une formule plus précise pour l'estimation du reste 
Ra (q) avec 0qg<1. On a: 
Que +1 gn+2 qn+3 Fe . 
Rn (9) = CES Farm thin ÉD 
RP L PR à 
=renltrntoorst. 
qn+ +1 


<nlit+ (se) +.) 


On en tire, en sommant la progression "géométrique entre cro- 
chets: 


.|< 


qn+1 | 


RE GET LE; 6) 
n +2 
ou avec 0<<g<1 et retenant que 
n+2 _n+t 
rfi n 


on a finalement : 
n+l 
O<Rr(g) <L- 


nin’ 
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c'est-à-dire 
0€ Ra(g) <un-T, (6) 


* n e æ 
où Un = est le dernier terme conservé. 


Si l'erreur de troncature e est imposée, le nombre nécessaire de 
termes x peut être déterminé par triage en résolvant l’inéquation 
gn+ri 


nin + 
Le calcul approché de e* d’après la formule (1) pour des z petits 
devient commode si l’on utilise le schéma 


€ = Uo + WU +u2 +... + un + Ra (x), (7) 


D] 


ou 


up, WE (K=1,2,...,n). (8) 


Le calcul sur ordinateurs devient commode si l’on applique le 
schéma suivant 
TZ 
Uh — Fs Uk) 


SR = Sky +ur (k=0,1,2,...,n), 


kR 
où uo—1, s—=0, 55 —1. Le nombre s, — ÿ — donne approxi- 
k=0 
mativement le résultat cherché de e* 
Si e est l'erreur de troncature admissible et n>2|zxz| > 0, 
le processus de sommation doit être arrêté dès que |” inégalité 


RG) Rx) < LL 


+11, Izl 
n+2 
2,zpm+t _ 21zl 1zl" 
<UEDT (RH) n+E1 ni <lunl<e 
est vérifiée, c'est-à-dire si 
[un (TD) I < €. (9) 


Autrement dit, le processus de sommation s arrête si le dernier terme 
élaboré u, ne dépasse pas & en module. Alors 


[An (2) | Tu |. 


Pour calculer l'erreur globale, il faut faire appel au schéma géné- 


ral ($<). 
Exemple 1. Chercher Ve à 10-# près. 
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Solution. Adoptons l’erreur de troncature 
e—7-10—2,5.106. 


Le nombre de termes de la somme (7) étant alors, d'après une esti- 
mation grossière, de l’ordre de 10, calculons les termes à 5 -10-° près, 


c'est-à-dire avec deux décimales de réserve. 
En posant 


uo=1, up = Et (k==1, 2, ...), 


on a successivement : 


Uo — 1 \ 
u, = = 0,5000000 
u = “+ = 0,1250000 
us = + == 0,0208333 
u= = 0,0026042 ! 
Us = CUT — 0,0002604 
uç = = 0,0000217 
u; = = 0,0000016 


1,6487212 J 
En arrondissant la somme à cinq décimales, on obtient : 
V'e—1,64872, (10) 
avec une erreur globale 


e<1,6-1070+-5.1.40-7 + 1,2.10-8 = 3,05.10- << 10, 


c'est-à-dire tous les chiffres du résultat (10) sont exacts au sens 
strict. 

Pour calculer e* on peut utiliser également le développement 
en fraction continue [4] 


—2x 2 7° z$ 
e=[0; +, +. do (11) 


qui converge pour toute valeur de zx (réelle ou complexe). 


Exemple 2. Chercher Ve en appliquant la formule (11) 
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Solution. En posant dans la formule (11) x =+ , COmpo- 


sons le tableau des fractions correspondantes pour la fraction con- 
tinue respective. 


k | —1 | 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | os) 
1 L 1 
D 

ak 1 1 1 —- 6 10 14 
| 5 61 1225 | 34361 
FRS 2 4 16 
3 37 743 20 541 

BIT Sr | + | | # 


En s’arrêtant à la cinquième fraction correspondante, on a: 


= Ps 34361, 20841 34361 _ 
Ver Ds "16 16 "20841 — 1018721 


à +10" près. 
Pour calculer les valeurs de la fonction exponentielle générale 
a* (a >> 0) on peut recourir à la formule 


ne as 


2 + 


af=1+ina.xz+— 


$ 7. Fonctions logarithmiques 


Les logarithmes népériens des nombres proches de l'unité donnent 
lieu au développement [1] 


z? z$ zi 
In (1 Du ET LE AR 72H 5 . 
++... (—1<z<1). (1) 
La formule (1) est peu commode pour le calcul car la marge des 


nombres 0 <1 +r<2 n'est pas grande et, par ailleurs, avec 
| z| proche de l'unité la série (1) converge lentement. 
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Introduisons une formule plus commode pour le calcul des loga- 
rithmes népériens des nombres. En remplaçant dans la formule (1) 
x par —Zx, On a: ; 


FT ee ns ————— .———... (2) 


En retranchant membre à membre la formule (2) de la formule (1) 
on aboutit à 


zx 9 z3 zs 
In T+z . (r+<+ et ... ]- 
En posant 
Î—z 
1tz 7 
on obtient: 
1—2 
TE 
et, par conséquent, 
12 1 f1—2:\13 1 f1—:\5 
ER | Poe FO Dm =) 2 
In z 2[ +: (=) 1, (=) | (3) 


avec O0 2 << + 00. 
Soit x un nombre positif. Mettons-le sous la forme 


x = 2.3, 
où m est un entier et <z<1. Alors, en posant 
1—2 
er) 
où 
17 1 
O<LE< — 7 5 
1 3 
1+— 


et en appliquant la formule (3), on a: 
Inx—in2"z=mlin2+linz— 


23 £2n-1 

_—_ 9 9 | £_ 1 S _ 

= mln2 2 (E+ 3 us i —T) Ra; 
où 

Ss2n+1 c2n+3 gznts 
_ 5 
Ra =2 (+ tas + Dot | < 
E2n+1 2 g2n+l 


Leu TEE me JTE: 
Avec O<E<T , on obtient : 
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et c’est pourquoi 
9 _… 


0<R<r (4) 
ou, plus grossièrement, 
14 \2n—1 
0< En LT (5) 
En introduisant la notation 
a 
2k—1 PA EN 
il vient: 
| Inz=min2—2(u +us+...+u;) — R;, (9) 
où 


In 2 = 0,69314718.., 
La procédure de sommation s'arrête dès que 
Un 4e, 


où & est l'erreur de troncature admissible, du fait qu’en vertu de la 
formule (4), 


2 1 


Rn < + ee TS Tune. 


Pour évaluer la borne d'erreur de la somme È U, on peut se 


donner un certain nombre de chiffres des Lérmes "de la somme et 
établir approximativement d'après la formule (4) le nombre de ter- 
mes 7. 


Exemple. Chercher In3 à 10° près. 


Solution. Réalisons le calcul avec deux décimales de réser- 
ve. Posons 


3 — 2%. = 2*.0,75 
Il en résulte que z = 0,795 et 
Eire 2 —0,1428571. 


On a: 
U,= Ë tn 


us = + = 0,0009718 
E _ 0,0000119 


ps) 
us = + — 0,0000002 


Ua —= 


0,1438410 
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L'application de la formule (5) amène: 
ln 3 — 2-0,69314718 — 2 .0,1438410 — 1,09861, 


Remarque. Les logarithmes népériens des nombres peuvent 
A ? : Le 9 « » . 
être également calculés d après la représentation 


Ze". 
où p est un entier et L<:<i (cf. [9]). 


Pour calculer les logarithmes décimaux on utilise la formule 
suivante 
Ig zx = Mlnzx, 


* 


où 
M = Ige = 0,43429 44819 03252... 


$ 8. Fonctions trigonométriques 
A. Calcul des valeurs desinuset de cosinus 


Les formules de réduction permettent d'inclure l'argument z 
dans l'intervalle 0 LI<—+- Si 0Lr< ; on a: 


À n zentl 
sinz= ÿ (— 1) TESTER (1) 
n—0 
mails Si T< r<T; on pose 
‘ n_2"" 
nina + Dé En) 1 : (2) 


« 14 I 
où 2=5—12 et O<K:<7. 


Pour calculer la somme de la série (1), il est commode de mettre 
en œuvre la procédure de sommation 


SiINnT=W+uo +H.o. + Un + Rh, (3) 


où les termes ux (k = 1, 2, ..., n) s'obtiennent successivement 
par récurrence 
zx? 


Ui—ZT, Uk} — ITU EST 


(£=1, 2, net) 

(1) étant une série alternée aux termes décroissant en module, le 
reste À, vérifie l'estimation 

zenti 


FR pr = luna 
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et 

son Rh = Sgn Un+t. 
La procédure de sommation peut donc être arrêtée dès que 


[ul <eE, 


où & est l'erreur de troncature imposée. 
D'une façon analogue, 


COS 2 = Uy + Va +... + uv, + R,, 
w = 1, D (k=T;2,:2:, n —1) 
et 
| Ral< ST = | Un4s |, sgn R, = sgn Un+4: 
Exemple. Chercher sin 20°30° à 10-5 près. 
Solution. On a: 
x = arc 20°30° — T + 55 = 0,349066 + 0,008727 — 0,357793. 


En appliquant la formule (3) on obtient: 


u— x =  0,357793 
= + = —0,007634 
uy= + = + 0.000049 
uy= 28 — —0,000000 
— 0,350208, 


d’où 
sin 20°30” = 0,35021. 


D'une façon analogue on détermine les valeurs du cos z. 


B. Calcul de la tangente 


On peut considérer que 0 LI<T+. Avec |z| <<; tg z 
vérifie le développement {(6] 


3 1727 , 6279 
grrr + = + 315 7 2835 T° 


Les coefficients du développement s'expriment par les nombres de 
Bernoulli (cf. chapitre XVI, $ 12). 
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Le calcul de la valeur de la tangente est très simple si l’on utilise 
les fractions continues. En posant 


T 
ere, , 
on a d’après la formule de Lambert (chapitre II, $ 6) 
xt 7 _ 72 
y=[1: 3: TE 9 0.) D'ETR ef 


Pour calculer y à 10-1!° près il suffit de poser r = 7. Il vient 
y=1—2; (3 —2#:(5 —2x:(7 —rx :(9 — 
— 2 : (11 — 2 : (13 — 2° : 15)))))). (4) 


Le calcul de y se fait en général à l’aide du schéma de Hôrner 
pour la division (à partir de la fin): 


Yy = 13 — 2 : 15, 
Ya — 11 — Lys, 


Ya = I — 2: y, 
Yi = T—T:ys 
Y5 = 9 — LL: Y, 
Us — 8 — 2: y 
Yy=Yy= 1-2: y. 
Il en résulte que tg x — Te 


Exemple. Trouver tg 40°. 
Solution. On a: 
x = arc 40° = 0,698132 


et 
2° = 0,487388. 
On en tire 
ya 13— TS = 12,967508 ; 
ya = 1 SRE = 10,962413 ; 
Va = 9— RE = 8,955540 ; 
va TRES = 6,955577 ; 
0,487388 | 
Ve = 9 — 5055577 — 4,929928 , 
0,487388 | 
Us = 3 —— 4,929028 = 2,901137 , 


_, 4048738 
Y= Ur = 1 — rs — 0832001 
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et, par conséquent, 
tg 40° — 0,698132 


0-832001 — 0,839100. 


Tous les chiffres du résultat obtenu sont exacts. 


$ 9. Fonctions hyperboliques 


A. Calcul des valeurs du sinus hyperbolique 
On sait que 

et —eT* 
2 ? 


sh zx — 
de plus 
sh (—zx) = —sh zx. 
Le sinus hyperbolique admet le développement 


z3 zS 
Shz=z+ar+er+ ...  (—o<r<+ 00), 


En supposant que z > 0 il est commode de réaliser le calcul par le 
processus de sommation 


Shzr=uw +us+...+u, +R, 


zx? 


2k(2k+1) Uk (k=1, 2: ..) n — Â) 


Uy—=ZL; Uhys— 


et R, est le reste. Avec n>r>>0 on a: 


z2n+l zn+3 z2n+6 
Ra — Qn+Et1)t nr +3)l EE La 
z2ntl zx 
ES mil Fi En +3) lEntaenpt*- ] _ 
r2n+l 4 4 zr2n+l 4 
DS PTENIE ES 3 En i 3 Une 


(2n +2) (2r +3) 


Comme il est évident que 
z2 


1 
Un = 3 On) Ur SZ Un 


on a 


1 
Rr< un. 
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B. Calcul des v‘aleurs du cosinus 
hyperbolique 


On sait que 
ex +ex 


ch x = 5 , 


de plus, 
ch (—z) = ch x. 


Le cosinus hyperbolique donne lieu au développement 
chr=1+ ++ .. (—o<r<+oo). 
Le calcul le plus commode se fait par sommation 


Chr = +v +..e + Un + Ra 
où 
72 


= ou = GET 


un (k—1,2,...,n—4) 


et R, est le reste. Avec n>|xr|>0 on a: 


zn z2n+? z2n#4 
R= Gr tnrgit agit. < 
zèn z2 æ1 
<n) ent Li + He D Entre = < 
gen Î A zèn A 
Gi ren Uni 3 VrH: 


 (2n +1) (2n +2) 
Etant donné que l'inégalité 


z° 4 
Un = Ga) on Vr SZ Un 
se vérifie avec 7 > 1, on a 
9 
Rn + Un. 


C. Calcul de la tangente hyperbolique 
On a : 


shr eX*—e-x 
RES Gr Tes 
th (—x) = —th x. 


Pour de petits | z| le calcul de la tangente hyperbolique se fait 
en utilisant le développement 


2x5 __ 17z7 62x79 ELA 
thz= =5—$ + 15 — 315 283: (Iz1<5). 
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Quel que soit zx, la valeur de la tangente hyperbolique s'exprime 
par la fraction continue 
INR = 
thz=[0; +, To 5: Ar 
et en outre, puisque avec x >> 0 les éléments de cette fraction sont 
positifs, th x avec x >> 0 est comprise entre deux fractions corres- 
pondantes voisines. 


Si x > 0 est grand, il est commode de calculer th x en appliquant 
la formule 


2 
thz=i- 


$ 10. Application de la méthode des itérations 
au calcul approché des fonctions 


Supposons qu il faille calculer la valeur de la fonction continue 
y = f(x) (D) 


pour la valeur donnée de l'argument x. Si la fonction (1) est assez 
compliquée et impose le calcul d’un grand nombre de ses valeurs, 
les calculs se font généralement sur ordinateurs. Il se peut que les 
particularités fonctionelles de la machine rendent difficile le calcul 
immédiat des valeurs de la fonction à l'aide de la formule (1). Dans 
ces conditions les opérations les plus simples peuvent devenir compli- 
quées et même irréalisables. Il existe, par exemple, des machines 
« sans division ». Des cas sont nombreux où il est alors avantageux 
d'appliquer l'artifice suivant. Ecrivons la fonction (1) sous une forme 
implicite 

F (x, y) = 0. (2) 


Supposons que F (x, y) est continue et a une dérivée partielle conti- 
nue F;, (x, y) 5 0. | 
}Soit y, une valeur approchée de y. En appliquant le théorème 
de Lagrange, on a: 
F (2, Yn) = EF (2, Yn) — F (2, y) = (Un — y) Fi (&, Yn), 
où y, est une valeur intermédiaire entre y, et y. Il vient 
F (zx, Un) : 
F;, (Z, Yn) 
Nous ne connaissons pas la valeur y,. En posant y, Æyÿn, on 
obtient pour le calcul de la valeur de y le processus itératif [7] 


Y=Yn— (3) 


F(£, Un 
Unis Un — 7 QE (n=0, 1, 2, ...). (4) 
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L'interprétation géométrique de la formule (3) est bien simple. 
Fixons la valeur de x et considérons la courbe de la fonction 


2 = F(x, y). (4) 


La formule (4) implique que le processus considéré est une appli- 
cation de la méthode de Newton (cf. chapitre IV, $5) 
à la fonction (4), c'est-à-dire que les approximations successives 
de y,+1 s'obtiennent comme abscis- 
ses du point d'intersection avec 
l'axe Oy de la tangente à la courbe 
(4) tracée pour y = y, (n = O0, 
1, 2, ...) (fig. 5). La convergence 
du processus sera assurée si les 
signes de 


F,(z, y) et Fiy(z y) 


sont constants dans l'intervalle 
considéré qui contient la racine y. 

La valeur initiale yo est en 
général arbitraire et doit être choisie 
aussi proche que possible de la va- 
leur recherchée de y. Le processus 
itératif se poursuit tant que dans 
les limites de la précision donnée & deux valeurs successives y, et 


Un 1 ne se confondent : | Yy,-1 — y, | Le. De plus, en toute rigueur, 
on ne garantit pas que 


Fig. 5. 


[y —ynl <e, (5) 


et c'est pourquoi dans chaque cas concret il faut procéder à une 
exploration supplémentaire. 


L'avantage que présentent les processus itératifs est l’uniformité 


des opérations et, par suite, la mise en programme relativement 
facile. 


Notons que pour la fonction donnée (1) la représentation 
F (x, y) = 0 peut être réalisée d’une infinité de façons. Cette pro- 
priété doit être mise à profit pour obtenir un processus itératif con- 
vergeant rapidement. Dans les paragraphes qui suivent nous donnons 
les types des processus principaux. 


$ 11. Calcul de la valeur inverse 
Soit y — — 
Pour fixer les idées, considérons que z > 0. Posons 
F (x, y) = z—+=0, 


7—01072 
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alors 
, 1 
Fi(x, y)= FA 


En appliquant la formule (4) du $ 10 on a: 
1 


Freipee 
Un+i = Yn — 1 : 


yñ 


ou 
Yn+1 = Un (2 —Zyn)  (n = 0, 1, 2, ...), (1) 
c’est-à-dire nous obtenons un processus itératif sans division. La 


valeur initiale y, est choisie de la façon suivante. Soit l'argument zx 
traduit en écriture binaire 


= 2"z,, où m est un entier et L<z <<. 
On pose alors 
Yo = 277. (2) 
Etablissons les conditions de convergence du processus (1). La 
formule (1) entraîne 
1 1 - 1 2 
——Yn = — 2Yn-s + TYn-1 = TZ (=—yr1) ; (3) 
d’où 
1 nn 1 n Â n 
= —yn=s (5-w) = —(1—z2y0)" : (4) 


Pour assurer la convergence du processus (4) il faut et il suffit de 
vérifier l'inégalité 
[1 —zyol <1 
ou 
1 <LÂ — zyo Li. 


Finalement on obtient le résultat suivant : si 


O0 <zyo 2, (9) 
on a 
é 1 
lim Un = — 


Notons que notre choix de yo (2) entraîne 
TYo = Mr 2 = %,; 

donc 
1 


TZ <Tÿo < 1, (6) 
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par conséquent, la condition (5) est justifiée. En outre, la formule (3) 


conduit à 
Leu (1 


Li 


1 


Un 


c'est-à-dire la convergence du processus itératif est extrêmement 
rapide. 

Parfois il est plus commode en pratique d'utiliser une autre 
estimation de l’erreur de la valeur de y,. Constatons d'abord que 
dans le cas considéré les approxi- 
mations successives Yo; Yis Yos + - » 
s'obtiennent par la méthode de 
Newton appliquée à l'hyperbole 


Z = + (x := const) 


do Yr ÿ2 


(fig. 6). L'inégalité (6) et la for- 
mule (3) donnent 


O<yn<+ (r=0,1,2, ...). 


D'autre part, puisque 


Un — UYn-1 = Yn-1 (1 — LYn-1) == 


1 = 
= zyna (= ya) >0, (1) Fig. 6. 


les approximations successives de y, sont croissantes monotones: 


Yo < Yi LY2 Lee 
La formule (7) amène 
1 1 
7 Yn-1 — Zÿnui (Yn —Yn-1): 
ou, du fait que 


TYn-1 > TYo > 


| = 


on a 
L— yn-1 € 2 (Un —Yn-). 
On en tire 
Te 
Par conséquent, si l’on établit que y, — y, 1 << &, l'erreur vraie 
est également 
0 < 2 — Yn LE. 
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Exemple. Chercher à l'aide de (1) la valeur de la fonction 
y = avec z —= 3. 


Solution. ci z= 2.2, Posons =: on a alors 


4 
n=t(e-t)-à 02: 


Ya = 0,312 (2 —3-0,312) = 0,332, etc. 


Le processus itératif converge rapidement, 


$ 12. Racine carrée 


Soit 
y=Vz (x>0). (1) 
Posons 
F (x, y) =y —z—=0, 
alors 


F, (x, y) = 2y. 
En appliquant la formule (4) du $ 10, on a le processus de Héron: 


Yn — ZT 
2Yn 


Un = Yn— 
ou 
1 
Unn—= TS (++) (2) 
(n=0;:T, 2 ;:::) 


Les approximations succes- 
SiVesS Yos Yi» Yes - - . S’obtien- 
nent évidemment d'après la 
méthode de Newton appliquée 
à la parabole 


Z2=ÿ —T (zx = const) 


(fig. 7). 
Remarquons que si l’on 
Fig. 7. prend pour y, la valeur tabulée 
qui donne V x avec une erreur 
relative | ô |, alors y, définie d’après la formule (2) donnera la valeur 


| ee {ue 
de V x avec une erreurirelative approchée —- 6°. 
En effet, en posant 


Yo=Vz(1 + 6) 
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et en négligeant les puissances de Ô supérieures à 3, on a: 
Yi = + (++) = SIVz (1+6)+Vz(1+86) 1] = 

+ Vrt+6+1—8+8)=V7(1+€). 


On en déduit la conclusion importante: en appliquant le processus 
de Héron, le nombre de chiffres exacts devient à chaque pas à peu près 
deux fois plus grand que leur nombre antérieur. 


Exemple 1. Pour y = V2 on a approximativement: 
Yo — 1,4 


En améliorant la précision de cette valeur on a 
n=+ (14+2) — 0,7+ 0,714 = 1,414. 
En reprenant le processus, on obtient : 
Ve + (1,414 + ri) — 0,707 + 0,7072136 = 1,4142136, 
huit ou sept décimales étant exactes. En effet 


V2=1,41421356... 


Etablissons les conditions de convergence du processus de Héron. 
Si l'on remplace r + 1 par nr avec yo 0, la formule (2) conduit à 


Yn— Vas —(yns—Vr) 


2Yn-1 


et 


- 1 9 
Un+Vz=n— (uns + Va) : 
Il en résulte que : 
Yn— Vz _ [ynh1— Vz\° 
Mn = ù 3 
Yn+ Vz Ésmrr) ) 
Par conséquent, 


Yn— Vz _ ( ne) 


Um+ Ve vo+ Vz 
et 
Un—Vrz=2Vz. —, (4) 
1 — 9? 
où : 


yo+ Vz 
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La formule (4) entraîne que le processus de Héron converge avec 


7 | [gl <1, 
c'est-à-dire si 
Yo > 0. 
Dans ce cas on a évidemment: 
lim Yn=Vz 
n+œ 


et 


Constatons que 


T Yn-1—Z 
Yn-1 — Yn — Yn-1 uns DT —) = Uni > 0, (6) 


c'est pourquoi les approximations y, avec r => 1 forment une suite 
décroissante 


HD. SAV rer Vr”. 


Pour travailler sur un calculateur électronique il est commode 
de mettre le nombre zx sous une forme binaire 


z—=2"zx;, où m est entier et F<n< 1. 


On adopte alors, généralement, comme approximation initiale 


r(2) 


Yo =D * , (7) 
où E (+ + est la partie entière du nombre —— 


Exemple 2. Trouver V5. 


pa 


Solution. Ici z=5=2.À. Donc 
3 
0-27) 22. 
D'après la formule (2) on a successivement : 
1 9 
HW (2+5) = 2,25, 
1 CR ., 1 x 
Y=S (2,25 +5) = (2,25+ 2,2222) —2,2361, 


etc. La table des racines carrées donne: 
V 5 =2,236068... 
* Le signe d'égalité ne peut avoir lieu que si yo = Vz. 
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Evaluons la quantité |g| exprimée par la formule (5) d'après 
la valeur y, définie par la formule (7). 
Si m = 2p est un nombre pair, on a: 


. | 
Yo = 27H) L 2 >Vz 


et, par conséquent, 


1 
” mor - LE _i=Va iv . _ 


D'une façon analogue, si m—2p+1 est impair, 


m 
Yo — 2°) = PLV 7. 
C'est pourquoi 


9 


9 
_ ——— = (V2—1}. 

Fo at V2+ ) 
Ainsi on a toujours: 


lal<(V2—1)3=0,1716 . PA 
Il en résulte en vertu de la formule (4): 
(5) 
_V3<2V3. cs (£ =)” avec n>1, 
1 — 


CUS 
5) 


Il s'ensuit que 
— 25 f{i\an 
0<yn—Vr<Fu(s). (8) 


La formule (8) permet de définir aisément le nombre d'itérations 
n = n (x) suffisant pour assurer la précision imposée. : 

Voici encore une formule pour évaluer l'erreur de la valeur 
Yn (NnZ2). Etant donne que 


ma>Vz et -E <Vz 
: 


et tenant compte de la formule (6), on a: 


Ynes — VE yna = ES = 2 (yn — yn). 
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> 


OLYn—V TL Yn-1—Yn. (9) 


Donc, si 0O<Yn1—Yn<e(n>2), on assure que 0<y,— 
— Vz < £. 

Voici encore un procédé pour calculer la racine carrée, quelquefois 
très utile. Remplaçons la fonction (1) par une relation équivalente 


Par conséquent, 


F(x, y)=-5—1-0. 


Il vient 
, 2x 
Fy (x, y)= y e 
En appliquant la formule (4) du $ 10, on a: 
pa 
——1 
7 . Un 
Ynti = Yn + 27 
PA 
ou 
Ynn = + (3) (nr —0, 1,2, ...). (10) 


Nous omettons l'étude des conditions de convergence du processus 
itératif (10) et l'estimation de l’érreur. 


$ 13. Valeur inverse de la racine carrée 
Posons 


y=-7 (x> 0). 


Si l’on met cette fonction sous la forme 


4 
y = ÿ + ’ 
la formule (10) du paragraphe précédent permet d'obtenir le pro- 
cessus itératif «sans division» | 


Ynu=%(8—zyr)  (n=0,1,2,...). (1) 


1 


Si z—2"zx,, où 3 <H<1, on prend pour ÿ la valeur 


ÿo — 2” G), 
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Notons qu’en faisant appel -à l'égalité évidente 
Vz=:y 1 
z ? 


on rend également possible, en vertu de la formule (1), l'extraction 
de la racine carrée d’un nombre «sans division ». 


& 14. Racine cubique 


Si 
y=ÿz (2>0) (1) 
en posant 
F(z,y)=y—-x=0, 
on a: 


F, (x, y) = 3y*. 


L'utilisation de la formule (4) - 
du $ 10 conduit à: 


3 __ 
Un — Yn — Re (2) 
ou 
_ Le Fig. 8. 
Ynu=z (mt).  (@) 8 


L'interprétation géométrique du processus (3) est donnée par la 
méthode de Newton appliquée à la parabole cubique 


Z=Yÿ —zx (x = const) 


(fig. 8). Le processus (3) converge avec yo > 0. 
Si l'on prend comme approximation initiale yo la valeur tabulée 
de A x avec une erreur relative | Ô |, c'est-à-dire si l’on pose 


Y=y z(1 + Ô), 


la valeur y;, fournie par la formule (3), donne A x avec une erreur 
relative Ô?. En effet, en utilisant la formule (3), on a: 


1 1 = Ne 
n=z(2+<+)-s[2z4+0+ ÿz4+87]- 
1 2 
= 2(2+26+1—26 +367) =) x (1 +0). 
On en tire, en particulier, que si y, compte p chiffres exacts au sens 


strict, y, aura à peu près 2p ou 2p — 1 chiffres exacts au sens lâche 
(cf. $ 12). 
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= 


Exemple. Les tables à trois décimales donnent: 


Ÿ 10= 2,154, 


où tous les chiffres sont exacts. 
En utilisant la formule (3) on obtient 


/ T0=+ (2-2,154 + ; 1%) -3 0: .2,154 + 2,155304) — 2,154435. 


À titre de comparaison, voici la valeur tirée de la table de Burlow 


V 10 = 2,1544347 


1 


Si x = 2"x, où m est un entier et pa 


général comme valeur initiale yo 


w=2%) 0 


< T1 LÀ, on choisit en 


(4) 


Puisque 


_ 1 z 3/7 — 
Un—Ÿ2= 7 (2m —3ÿ à) = 
ni 3y2 (Yn-1 a Ÿ x) (2yn-1 + Æ) > 0, 


il vient 
Yn>y avec nr > 1. (9) 
De plus, en remplaçant r + 1 par nr dans la formule (2), on a 
_Ynn1—Z , 
Yn4— Un gr (6) 
donc L 
YHDY>-.. >Ynt>Un>... DV Le (7) 


Il existe donc une limite 
lim y, = y >0. 
ñn-»00 
En passant dans l'égalité (3) à la limite quand r —+ , onobtient: 
| 1 z 
= (+). 
, N . , 3 . : 
c’est-à-dire y — x et, par conséquent, y = x. Ainsi 
lim D Un = 47 


Si l’ approximation initiale y, est choisie d'après la formule (4), 
on peut montrer qu'avec n > 2 


3 
0Lyn—ÿ T SF (Yn-1 —Vn). 
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CHAPITRE IV 


: RÉSOLUTION APPROCHÉE 
DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES ET TRANSCENDANTES 


$ 1. Séparation des racines 


Si une équation algébrique ou transcendante est suffisamment 
complexe, il est relativement rare qu'on puisse obtenir ses racines 
avec précision. Par ailleurs, dans certains cas les coefficients de 
l'équation ne sont connus qu ‘approximativement et, par conséquent, 
le problème de la détermination précise des racines proprement dit 
perd son sens. C’est pourquoi les méthodes de la recherche approchée 
des racines d’une équation et l'estimation du degré de sa précision 
acquièrent un intérêt particulier. 


Soit l'équation 
f (x) = 0, (1} 


où la fonction f (x) est définie et continue dans un certain intervalle 
fini ou infini a zx < b. 

Dans ce qui suit nous devrons recourir à la dérivée première 
jf’ (x) et même à la dérivée seconde f” (x), ce que nous stipulerons 
alors spécialement. 

Toute valeur E qui annule la fonction f (x), c'est-à-dire telle que 


f (6) = 0, 


s'appelle racine de l'équation (1) ou zéro de la fonction f (x). 

Nous supposons que l'équation (1) ne possède que des racines 
isolées, c'est-à-dire que pour chaque racine de l'équation (1) il existe 
un voisinage qui ne contient pas d’autres racines de cette équation. 

La recherche approchée des racines réelles isolées de l'équation 
(1) se fait en général en deux étapes: 

1)séparation des racines, qui consiste à établir 
des segments [«, B] les plus serrés possibles contenant une et seule- 
ment une racine de l'équation (1); 

2)amélioration de la précision ou mise 
au point des racines approchées, c'est-à-dire 
l'obtention de leur précision imposée. 

Pour réaliser la séparation des racines on fait appel au théorème 
connu de l'analyse mathématique ([5], chapitre IV). 
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Théorème 1. Si une fonction continue f (x) prend aux extré- 
mitlés du segment (x, PB] des valeurs de signes contraires, c'est-à-dire 
si f (œ) f (B) <O, ce segment contient au moins une racine de l'équation 
{ (x) = 0, fait qui traduit l'existence au moins d'un nombre E € (a, 6} nd 
tel que f (È) — 0 (fig. 9). 

Si la dérivée f” (x) existe et garde son signe constant dans l'inter- 
valle (œ, B), c'est-à-dire si f” (x) > 0 (ou f” (x) 0) avec «x Lx <B 
(fig. 10), la racine E est unique. 


y= x) 
Fig. 9. Fig. AU. 


Le processus de séparation des racines débute par la détermination 
des signes de la fonction f (x) aux points frontières x = a et x = b 
du domaine de son existence. 

Puis on détermine les signes de la fonction f (x) en quelques points 
intermédiaires z = &1, &», - . ., dont le choix rend compte des 
particularités de la fonction f (x). S'il se trouve que f (&:) f (@n+1) < 
<0, en vertu du théorème 1, dans l'intervalle (&;, &:41) l'équation 
f (x) = 0 possède une racine. Il faut alors définir d une façon ou 
d'une autre si cette racine est unique. Pour séparer les racines, il 
suffit souvent en pratique d'opérer une bipartition qui 
consiste à diviser approximativement l'intervalle donné (œ, B) en 
deux, quatre, huit, etc., parties égales (jusqu'à un certain pas) et 
à déterminer les signes de la fonction f (x) aux points de division. 
Il est utile de retenir que l'équation algébrique de degré nr 


at" + mit +... +a =0 (#0) 


compte au plus » racines réelles. Donc, si nous avons obtenu pour 
une telle équation nr + 1 changements de signes, toutes ses racines 
sont alors séparées. 


8 La notation E € (œ, B) signifie que le point £ appartient à l'intervalle 
(æ, P) 
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Exemple 1. Séparer les racines de l'équation 
f(x) = — 6x +2 = 0. (2) 


Solution. Composons un schéma approché 


Par conséquent, l'équation (2) possède trois racines réelles com- 
prises dans les intervalles (—3, —1), (0, 1) et (1, 3). 
S'il existe une dérivée continue f’ (x) et les racines de l'équation 


jf (x) = 0 


se calculent aisément, le processus de séparation des racines peut 
être ordonné. Il est clair qu'à cet effet il suffit de compter les signes 
de la fonction f (x) aux points des Zéros de sa dérivée et aux points 
frontières x — a et x = b. 


Exemple 2. Séparer les racines de l'équation 


f(x) = —4r —1 —0. (3) 


Solution. Ici f(x) — 4(x° —1), d'où f’ (x) —=0 avec 
z = i. 

On a f(—oo) > 0 (+); f (1) <0(—); f(+oæo)>0(+). Par 
conséquent, l’équation (3) n admet que deux racines réelles dont une 
repose dans l'intervalle (—co, 1) et l’autre dans l'intervalle (1, + co). 


Exemple 3. Déterminer le nombre de racines réelles de 
l'équation 


f(x) =z+e = 0. (4) 
Solution. Etant donné que f(x) =1+e>0 et 
f (—oo) — —co, f (+ oc) — +oo, l'équation (4) n’a qu'une seule 


racine réelle. 
. ? . # 
Evaluons maintenant l'erreur d une racine approchée. 


Théorème 2. Soit E une racine exacte et x une racine appro- 
chée de l'équation f (x) — 0, qui reposent sur le même segment (æ, B], 
de plus |f (| >m>0 pour a Kzx<B *. 


On peut prendre notamment pour m; la valeur minimale de |f’ (z)| avec 


” P 
a<r<$. 
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Dans ces conditions l'estimation valable s'écrit 
Et <tel (5) 
Démonstration. En appliquant le théorème de Lagran- 
ge, on a: 
f(x) —f (6) =(z—E6) (0), 


où c est une valeur intermédiaire entre x et £, ou c € («&, B). 
Etant donné que f (ë) = O0 et |f° (c)| > m1, il en résulte que 


fG)—-1D1=1fG)l>mIr-E]. 


Par conséquent, 
[x —E| > LAIT [Re L 


Remarque. Les résultats on par la formule (5) peuvent 
être grossiers et son application n "est pas toujours commode. C'est 
pourquoi en pratique on réduit par tel ou tel procédé l'intervalle 


commun (&, B), qui contient la racine £ et sa valeur approchée zx, 
et on pose Ï|zr —E| BB — «. 


Exemple 4. Une racine approchée de l'équation f (x) = 


= 2% — x —1—=0est x = 1,22. Evaluer l'erreur absolue de cette 
racine. 


Solution. On a f(x) = 2,2153 — 1,22 — 1 — —0,0047. 
Etant donné qu'avec z = 1,23 on obtient 
f (&) = 2,2888 — 1,23 — 1 — + 0,0588, 


la racine exacte &Ë est comprise dans l'intervalle (1,22; 1,23). La 
dérivée f’ (x) — 31° — 1 est croissante. C’est pourquoi dans l' inter- 
valle considéré sa valeur minimale s'écrit: 


m, = 31,225 — 1 — 31,816 — 1 — 4,448. 
Il en résulte d’après la formule (5): 


_— 0,0047 
[z—Ë61> 4,448 


= 0,001. 


R'emarque. En pratique la précision d'une racine approchée 
x est parfois évaluée suivant qu'elle vérifie bien ou mal l'équation 
donnée f (x) = 0, c’est-à-dire si le nombre | f (x) | est petit, on consi- 
dère que x est une bonne approximation de la racine exacte Ë; mais 
si |f(x)| est grand, on admet que zx est une valeur grossière de la 
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racine exacte &. Comme le montrent les figures 11 et 12, une telle : 
attitude est incorrecte. Il ne faut pas non plus oublier que si l’on 
multiplie l'équation f (rx) — O0 par un nombre arbitraire N Æ 0, 


y 


ns 
XI 


Fig. 11. Fig. 12. 


on obtient une équation équivalente Nf (x) = 0, le nombre | Wf (z)| 
pouvant être aussi grand ou aussi petit que l’on veut selon le choix 
du facteur NW. 


$ 2. Résolution graphique des équations 


Les racines réelles d'une équation 
f (x) = 0 (1) 


peuvent être déterminées approximativement comme les abscisses 
des points d'intersection de la courbe de la fonction y = Î (x) avec 
l'axe Ox (fig. 9). Si l'équation (1) n'admet pas de racines voisines, 
ce procédé permet de les séparer sans peine. Îl arrive souvent qu il 


est avantageux de remplacer l'équation (1) par une équation équiva- 
lente * 


p (x) = % (2) (2) 


où les fonctions (x) et + (x) sont plus simples que f (x). En cons- 
truisant alors les courbes des fonctions y = (x) et y = (@) on 
obtient les racines cherchées comme les abscisses des points d’inter- 
section de ces courbes. 


* Deux équations sont équivalentes si toutes leurs racines sont les mêmes. 
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Exemple 1. Résoudre graphiquement l'équation 


zz= li. (3) 
Solution. Mettons l'équation (3) sous la forme de l'égalité 

as? 

zx - =: 


On voit bien que les racines de l'équation (3) peuvent être définies 
comme les abscisses des points d’intersection de la courbe logarithmi- 


que y — kg x et de l’hyperbole y=—. La construction de ces 


courbes (fig. 13) sur du papier quadrillé fournit approximativement 
la racine unique Ë & 2,5 de l'équation (3). 


Fig. 13. 


La recherche des racines de l'équation (3) devient plus simple 
si l’une des fonctions q (x) ou w (x) est linéaire, c'est-à-dire si, par 
exemple, @ (x) = ax + b. Dans ce cas les racines de l'équation (2) 
s’obtiennent comme les abscisses des points d’intersection de la 
courbe y = 4 (x) et de la droite y = ax + b. L'intérêt de ce procédé 
est surtout grand quand il faut résoudre plusieurs équations de même 
type qui ne différent que par les coefficients a et b de la fonction 
linéaire. La construction graphique se ramène ici à la recherche 
des points d'’intersection de la courbe fixée y — v (x) avec des droites 
differentes. Les équations 


z" + az + b =0 
se rapportent évidemment au type considéré. 


Exemple 2. Résoudre les équations cubiques 


T° —1,75xz + 0,75 = 0 
et 


2 + 2r + 7,8 = 0. 


114 ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES ET TRANSCENDANTES [CH. IV 


Solution. Construisons une parabole cubique y — 1°. Les 
racines cherchées s’obtiennent comme les points d'intersection de 
cette parabole avec les droites 
(fig. 14) y = 1,75x —0,75 et 
y = — 2x —71,8. Le dessin montre 
clairement que la première équa- 
tion possède trois racines réelles : 


Lr==1,9;: 2: —=09:Tz;—1Î1, 
et la deuxième n’en compte 
qu'une: x, = — 1,65. 


Bien que les méthodes gra- 
phiques de résolution des équa- 
tions soient très commodes et 
relativement simples, elles ne 
sont généralement applicables 
qu'à une estimation grossière des 
racines. Le cas particulièrement 
défavorable au sens de manque 
de précision est celui des lignes 
qui se coupent sous un angle 
très aigu et qui pratiquement se 
confondent suivant un certain arc. 

Les méthodes nomographiques 
ou des abaques étant une variante 
des méthodes graphiques, nous adressons le lecteur désireux de s’y 
initier aux ouvrages appropriés. 


Fig. 14. 


$ 3. Méthode de bipartition 
Soit l'équation 
jf (x) = 0, (1) 


où la fonction f (x) est continue sur [a, b] et f (a) f (b) <0. 
Pour chercher la racine de l'équation (1) qui appartient au seg- 


A c b 
ment [a, b], divisons ce segment en deux. Si f ( : — )= 0, E = = 


est une racine de l'équation. Si f (+) Æ0, prenons celle des moi- 


tiés [a, = | ou [< re ; b| aux extrémités de laquelle la fonction 


f(x) a des signes opposés. Le nouveau segment raccourci [a;, b;] 
est encore partitionné en deux, après quoi on reprend le raisonnement 
ci-dessus. On obtient ainsi à une certaine étape soit une racine exacte 
de l'équation (1), soit une suite infinie de segments emboîtés [a;, bl, 
[a>, bel, . .., [a,, b,], . .. tels que 


Î (an) f (bn) <0 (nr = 1, 2, ...) (2) 
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et 
bn — an = y (b— a). (3) 


Les eXtrémités gauches ai, ds, . . ., An, . formant une suite 
non décroissante bornée et les extrémités droites b,, Dissnis Des 
une suite non croissante bornée, l'égalité (3) donne lieu à une limite 
commune 

E = lim a, = lim b;,. 
+00 n-+00 

En passant dans l'inégalité (2) à la limite pour n —+ 09; la con- 
tinuité de la fonction f (x) entraîne que [f OO < < 0. Il s'ensuit que 


Î (E) = 0, c’est-à-dire que Ë est une racine de l'équation (1) et il est 
clair que 


O<E— — << 357 L_ (b— a). (4) 


Si sur le segment [a, b] les racines de l'équation (1) ne sont pas 
séparées, on peut utiliser ce procédé pour chercher l’une des racines 
de l'équation (1). 

La methode de bipartition est commode pour obtenir une estima- 
tion grossière d’une racine de l’équation donnée, le volume du calcul 
à effectuer marquant un net accroissement avec une précision plus 
élevée. 

Constatons que la méthode de bipartition se réalise sans peine 
sur les calculateurs électroniques. Le programme de calcul est compo- 
sé de façon que la machine fournit la valeur du SU nee 
de nos (1) au milieu de chacun des segments [a,, b,] (n = 
— 1, 2, ...) et choisisse la moitié correspondante. 

Exemple. Améliorer par la méthode de bipartition la racine 


de l'équation 
f( = +42 — zx —1—=0, 
comprise dans le segment [0, 1]. 


Solution. On a successivement : 


f(0) = —1; f() =1; 


f (0,5) = 0,06 + 0,25 — 0,5 — 1 — — 1,19; 
f (0,75) = 0,32 + 0,84 — 0,75 — 1 — — 0,59; 
f (0,875) = 0,59 + 1,34 — 0,88 — 1 — + 0,05; 
f (0,8125) = 0,436 + 1,072 — 0,812 — 1 — — 0,304: 
f (0,8438) = 0,507 + 1,202 — 0,844 — 1 — — 0,135: 


Î (0,8594) = 0,546 + 1,270 — 0,859 — 1 
On peut poser 


— 0,043, etc. 


E— + (0,859 + 0,875) — 0,867. 
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$ 4. Méthode des parties proportionnelles 


Indiquons (sous les hypothèses du $ 3) une méthode de recherche 
plus rapide de la racine & de l'équation f (x) — 0, appartenant au 
segment considéré [a, b] tel que f (a) f (b) <0. 

Soit, pour fixer les idées, f (a) <<0 et f (b) > 0. Alors, au lieu 
de diviser le segment [a, b] en deux, il est plus logique de le diviser 
dans le rapport — f (a) : f (b). On obtient ainsi la valeur approchée 
de la racine 


TL: = € + hi, (1) 


REC S 
H=—TR)+ 7e C0) - 


f (a) 
76-94. @ 
En appliquant ensuite ce 

procédé à celui des segments 

la, x,]l ou {x;, b] aux extré- 
mités duquel les signes de la 
fonction f (x) sont contraires, 
Fig. 15. on obtient la deuxième appro- 

ximation z> de la racine, etc. 

Géométriquement, la méthode des parties proportionnelles est 
équivalente au remplacement de la courbe y = f (x) par une corde 
menée par les points À [a, f (a)] et B [b, f (b)] (fig. 15). En effet, 
l'équation de la corde AB s'écrit 

z—a ___y—/f(a) 
b—a  f(b)—f(a) 
En posant z—z, et y—0, on tire 
no (b— a). (1) 

La formule (1”) est parfaitement équivalente aux formules (1) et (2). 
Pour démontrer la convergence du processus, supposons que la 

racine est séparée et que sur le segment [a, b] le signe de la dérivée 

seconde f” (x) est constant. 

Soit, pour fixer les idées, f” (x) > 0 avec a < x < b (pour rame- 
ner f” (x) <<0 à notre cas l'équation doit être mise sous la forme 
—f (x) = 0). La courbe y = f (x) sera alors convexe vers le bas et, 
par conséquent, elle se situera au-dessous de sa corde AB. Deux cas 
sont alors possibles : 1) f (a) > 0 (fig. 16) et 2) f (a) <0 (fig. 17). 

Dans le premier cas, l'extrémité a est fixe et les approximations 
successives: Zo = Ÿ; 


Er 7 (En — 0) (n=0, 1,2, ...) (3) 


Tan 7) (a 
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forment une suite décroissante bornée, en outre, 
a = - <<... << Tn+1 En LL... < Ti < Lo- 


Dans le deuxième cas, c’est l'extrémité b qui est fixe et les appro- 
ximations successives: Zo = €; 


. Î (Zn) 
Eat = En — 7j Gr) Ta) (4) 


forment une suite croissante bornée, de plus, 
Do Lt Le En Th Tir rss CE 0: 


La généralisation de ces résultats conduit à la conclusion suivan- 
te: 1) l'extrémité fixe est celle dont le signe de la fonction f (x) 


Fig. 16. Fig. 17. 


coïncide avec le signe de sa dérivée seconde f” (x); 2) les approxi- 
mations successives z, reposent du côté de la racine E où la fonction 
f (x) a un signe opposé à celui de sa dérivée seconde f” (x). Dans les 
deux cas chaque approximation successive z,,, est plus proche de la 
racine E que l’approximation précédente x,. Soit 


Ga E—]lim Th (a < E<b) 


(la limite existe du fait que la suite {x,} est bornée et monotone). 
En passant dans l'égalité (3) à la limite, on a pour le premier cas: 


NT UE 
RAT ETES 
on en tire f (E) — 0. Par hypothèse, l'équation f (r) — 0 admet 


dans l'intervalle (a, b) une seule racine E, donc E — E, ce qu'il fallait 
démontrer. 
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D'une façon analogue, en passant à la limite dans l'égalité (4), 


on montre pour le deuxième cas que È = E. 
Pour évaluer la précision de l’approximation on peut utiliser 
la formule (5) du $ 1 
Le, —E1< El 


où |f'(x)| > m avec aLTr< b. 

Voici encore une formule qui permet d'évaluer l'erreur absolue 
de la valeur approchée x, si l’on connaît deux approximations 
successives Zh-1 et Zn. 

Supposons que la dérivée f” (x) soit continue et de signe constant 
le segment [a, b] qui contient toutes les approximations et de 
plus 

0 <m <|f (DI1< Mi << +0. (5) 


Posons, pour fixer les idées, que les approximations successives 
z, de la racine exacte E sont élaborées d'après la formule (3) (l’explo- 
ration de la formule (4) est analogue) 


f (Tn-1) 


Fo Joie nt © 


(n = 1, 2, ...),où l'extrémité aest fixe. Il s'ensuit en tenant 
compte de f (£) = 0 que 


FE —f (ons) = LEO (74 — Zn). 


_-{ — € 


En appliquant le théorème de Lagrange des accroissements finis, 
il vient : 


(E— zu) f (En-1) = (Zn — Zn) f' (Zn-1), 


Où En-1 E(Zn-1, Ë) et Zn-1 E(@, Zn). Par conséquent, 


| E— Th | = _ | Er br | | Ln — Zn |. (6) 


Etant donné que sur le segment [a, b] f’(x) garde le signe constant 
et, en outre, zh1 E la, bl et E,_ E la, b], on a bien 


| f° (Zn-1) — jf (En-1) LM, — M4. 
La formule (6) amène donc : 
M, — : 
[E—zrn|< LE | En — Zn |, (7) 


où on peut adopter comme m, et M; respectivement les valeurs mini- 
male et maximale du module de la dérivée f” (x) sur le segment [a, b]. 
Si le segment [a, b] est tellement étroit qu'il donne lieu à l’inégalité 


M < 2m, 


& 4.] 
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la formule (7) entraîne: 


RÉTAESEZ — Tn_i |. 


Ainsi, dans ce cas, dès que nous découvrons que 


| Ta — Zn | < £; 


où & est la borne d'erreur absolue donnée, nous aurons sürement 


| ë — Ln | < €. 
Exemple. Trouver la racine positive de l'équation 


f(x) = — 0,21? — 0,2z —1,2 =0 
à 0,002 près. 


Solution. Tout d'abord séparons la racine. Puisque 
f (1) = —0,6 <0 et f (2) = 5,6 > 0, 


la racine cherchée E appartient à l'intervalle (1, 2). L'intervalle 
obtenu est grand et nous le partagerons en deux. Etant donné que 


1(4,5) = 1,425, ona 1 <E <1,5. 


L'application successive des formules (1) et (2) conduit à 
Fa 0 (1,5—1)=1+0,15—1,15; 
f(t)= —0,173; 
= 1154 0,173 


5-0 7s (15 —1,15)= 1,15 40,040 = 1,190; 


Î (22) = — 0,036 ; 
23 = 1,190 + — SERIE 


ms 0-06 (115 — 1,190) = 1,190 + 0,008 — 1,198 ; 


Î (xs) = — 0,0072. 
Comme f’ (x) = 37° —0,4r —0,2 et avec xs x <<1,5 on a 
f (2) 2 31,198 — 0,4.1,5 — 0,2 = 31,43 — 0,8 = 3,49, 


on peut poser 


OL < IE x 0,002. 


Ainsi, E = 1,198 + 0,00286 où 0 <6< 1. 
Constatons que la racine exacte de l'équation (5) est E — 1,2. 
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$ 5. Méthode de Newton PK 
Soit la racine E de l'équation 
f(x) =0 (1) 


séparée sur le segment [a, b]; de plus f’ (x) et f” (x) sont continues 
et gardent des signes constants pour a < x < b. Après le calcul d’une 


Fig. 18. 


n-ième valeur approchée de la racine x, & E (a Lx, < b) nous 
pouvons améliorer sa précision de la façon suivante en recourant 
à la méthode de Newton. Posons 


Ë = Th + hs (2) 


où », est une petite grandeur. D'où, en appliquant la formule de 


Taylor, 
0 — Î (CA + Ra) & Î (zh) + LS à (zh). 

Par conséquent, 

7 f (Zn) 
lin = fn) 

Après avoir introduit cette correction dans la formule (2) on 
trouve l’approximation successive (dans l’ordre considéré) de la 
racine 

_ f (Zn) _ 
EnH = Tn— (s.) (n=0 1,2; .:3:.): (3) 

Géométriquement la méthode de Newton est équivalente au 
remplacement d'un petit arc de la courbe y = f (x) par la tangente 


menée par un certain point de cette courbe. En effet, posons pour 
fixer les idées, que f” (x) > 0 avec a << x < b'et f (b) > 0 (fig. 18). 
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Choisissons, par exemple,‘ z9 = b tel que f (x) f” (to) > 0. 
Menons par le point Bo Îxo, f (Zo)] la tangente à la courbe y = f (x). 
Prenons l’abscisse du point d'intersection de cette tangente avec 
l'axe Oz comme première approximation x, de la racine E. Menons 
encore une fois par le point B; {x;, f (x;)] la tangente dont l’abscisse 
du point d'intersection donnera la deuxième approximation > 
de la racine E, etc. (fig. 18). Il est clair que l'équation de la tangente 
en B, [zr,, f (xn)l (n = 0, 1, 2, ...) s'écrit 


y — f (Zn) = f' (Zn) (x — In). 


En posant y = 0, x = x,.,, on obtient la formule (3) 
f (Zn) 


LTnyi—Tn — f' (r,) . 


Constatons que si dans le cas considéré on adopte zo = a ct. par 
conséquent, f (Zo) f” (To) 0, en menant la tangente à la courbe 
y = f (x) par À [a, f (a)l, on obtiendrait le point x; (fig. 18) situé 
hors du segment [a, b], c'est-à-dire ce choix de la valeur initiale 
rend la méthode de Newton peu avantageuse. Ainsi, dans le cas 
considéré, une « bonne » approximation initiale x, est celle qui 


vérifie l'inégalité 
Î (zo) Ÿ” (&o) > 0. (4) 


Montrons que cette règle est générale. 

Théorème. Si f(a)f(b) O0, si en outre f' (x) et f” (x} 
sont non nuls et gardent des signes constants pour a < x < b, la racine 
unique E de l'équation (1) peut être calculée à l'aide de la méthode de 
Newton (formule (3)) avec la précision aussi grande que l'on veut, en 
partant de l'approximation initiale xo Ela, b] qui satisfait à l'iné- 
galité (4). 

Démonstration. Soit, par exemple, f (a) <0, f (b) => 0, 
J (x) > 0, f” (x) > 0 avec a < x < b (la discussion des autres cas 
est analogue). D'après l’inégalité (4) on a f (xo) >> 0 (on peut poser, 
par exemple, zo = b 

Montrons pe récurrence que toute approximation z, > > 23 (n = 
— 0, 1, 2, ...) et, par conséquent, f (x,) > 0. En effet, tout d'abord 
Zzo > E. 

Soit maintenant Zn > E. Posons 


ë = Zn + (E — Xn). 
En appliquant la formule de Taylor, on a: 
Of (E) = fn) + J' (tn) (E—zn) ++ f'(en)(E— Zn), (5 
OÙ Ë Cn In. 
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Etant donné que f” (x) >> O0, il vient: 
Î (tn) + Î' (zh) (E — Th) <0 
et, par conséquent, 
_ f (Zn) 
Tnt = Tan — f mo) > Ë, 
ce qu'il fallait démontrer. 

En tenant compte des signes de f (x,) et de f” (x), la formule (3) 
implique z,}: Lin (nr =0,1,2,...), c ‘est-à-dire les approxi- 
mations SUCCeSsives To; Lis + + e Tn,s + - - forment une suite décrois- 
sante bornée. Il existe donc une limite E — lim 2,. 


En passant à la limite dans l'égalité (3) on a: 
e_E_ 1® 
- - DST: 
ou f (£) = 0. On en tire E = E, et le théorème est ainsi démontré. 
C'est pourquoi en appliquant la méthode de Newton il faut se 
guider sur la règle suivante: choisir cemme point initial x, celle des 


extrémités de l'intervalle (a, b) à laquelle correspond l'ordonnée de 
même signe que f” (x). 


Remarque 1. Si 1) la fonction f (x) est définie et continue 
pour —oo <z << +00; 2) f (a) f (b) 0; 3) f (x) FO pour a < 
< z L b; 4) f” (x) existe partout et garde le signe constant, alors, 
en appliquant la méthode de Newton pour chercher la racine de 
l'équation f (x) = 0 comprise dans l'intervalle (a, b), on peut prendre 
comme approximation initiale x, une valeur quelconque c € [a, bl]. 
En particulier, on peut prendre zx, = a ou xs = b. 

En effet, soit, par exemple, f’ (x) > 0 pou a<z<b,f"(x) > 
—>0etr=c, oùa<c<b 

Si f (c) = 0, la racine ë = c et le problème est ainsi résolu. 

Si f (c) > 0, le raisonnement ci-dessus se trouve justifié et le 
processus de Newton à valeur initiale c converge vers la racine 
EE (a, b). 


Enfin, si f (c) <0, on tombe sur la valeur 


En appliquant la formule de Taylor, on a: 

re , ENIONETR SR MIO 
m)=10-lO+ él ro- ET ro 0. 
où c est une certaine valeur intermédiaire entre c et x. 


Ainsi, 
f (xi) f” (mi) > 0. 
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Par ailleurs, la condition f” (x) > 0 entraîne que f’ (x) est une 
fonction croissante et, par conséquent, f” (x) >> f” (a) > 0 avec x >- 
> a. On peut donc prendre z;, comme valeur initiale du processus 
de Newton qui converge vers une certaine racine ë de la fonction 


Îf (x) telle que E > c > a. Puisque la positivité de la dérivée f’ (2) 
avec x > a implique que la fonction f (x) possède une seule racine 
dans l'intervalle (a, + co), il vient 


E—EÈE(a, b). 


Une analyse analogue peut être appliquée à d’autres combinaisons 
de signes des dérivées f” (x) et f” (x). 


Remarque 2. La formule (3) montre que plus la valeur 

numérique de la dérivée f” (x) est grande dans le voisinage de la racine 
considérée, plus la correction qu'il faut ajouter à la r7-ième approxi- 
mation pour obtenir la (x + 1)-ième approximation est petite. 
Il s'ensuit que la méthode de Newton est surtout commode lorsque 
dans le voisinage de la racine considérée la pente du graphe de la 
fonction est importante. Mais si la valeur numérique de la dérivée 
f’ (x) dans le voisinage de la racine est faible, les corrections seront 
grandes et le calcul de la racine d' après cette méthode peut prendre 
beaucoup de temps et devenir même impossible. Par conséquent, 
si la courbe y = f (x) est presque horizontale dans le voisinage du 
point d’intersection avec l’axe Oz, l'utilisation de Ja méthode de 
Newton pour la résolution de l'équation f (x) = 0 n'est pas recom- 
mandee. 

Pour évaluer l'erreur de la #-ième approximation zx,, on peut 
faire appel à la formule générale (5) du $ 1 


Er <-HEnl, (6) 


1 


où m, est la valeur minimale de | f’ (x) | sur le segment [a, b]. 
Déduisons encore une formule pour l'estimation de la précision 
de l'approximation z,. En appliquant la formule de Taylor on a: 


f (tn) =  (£n-1 + (Zn — Tn-1)] = 
= { (Zn-1) + f(Zn-1) (Zn — Zn-1) + LT (En-1) (Zn — Zn)", (7) 


OÙ E,-1 E(Tn-1, Tn). Puisque la définition de l'approximation z: 
donne 

Î (Zn-1) + j' (Zn -1) (Zn — Tn1) — 0, 
(7) conduit à 


Â 
| f(an)1< 35 Me (Tn — Zn), 
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où M, est la valeur maximale de |f"(z)| sur le segment [a, b]. 
Par conséquent, d’après la formule (6) on a finalement : 


an | ge (an — 2n 4). (8) 


Si le processus de Newton 
converge, Zn —Zn-1 > 0 quand 
n— oo. (C’est pourquoi avec 
n> N, on a: 


[EE —2l <Txn —Znl, 
quand N est suffisamment grand, 
ce qui signifie qu à partir d'une 
certaine approximation les pre- 
miers chiffres « s{abilisés» des 
approximations æz,-1 et zx, sont 
exacts. 

Constatons que dans le cas 
général la coïncidence à € près 
de deux approximations succes- 
sives zh et Z, n'assure nulle- 
ment la coïncidence avec la même précision de la valeur zx, et de 
la racine exacte E (fig. 19). 

Etablissons également la formule qui associe les erreurs absolues 
de deux approximations successives z, et Zz:41. La formule (5) 
entraine 


Fig. 19. 


où Ch E (tn, E). D'où, en tenant compte de la formule (3), on a 
2. 1  f"(cn) 2 
E— Zn+1 — 7 9° f' G.) (E— Zn) 
et, par conséquent, 


ann GE En). (9) 


La formule (9) assure une convergence rapide du processus de Newton 
si l’approximation initiale x, est telle que 


VE 
FT [E—rol<g<1. 
En particulier, si 
p=se<i et |E—z|< 10", 


la formule (9) L: à 
| ë — Tn+i | <10°7, 
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c'est-à-dire, dans ce cas, si l’approximation x, compte m décimales 
exactes, l’approximation suivante x,,, comptera au moins 2m 
décimales exactes; autrement dit, si u < 1, à l’aide de la méthode 
de Newton le nombre de décimales exactes de la racine cherchée E 
est doublé à chaque étape. 


Exemple 1. Calculer par 
la méthode de Newton la racine 
négalive de l'équation f (x) = 
= 2 — 31° + 75x —10 000 = 0 
avec cinq chiffres exacts. 


Solution. En posant dans 
le premier membre de l'équation. 
zx — 0, — 10, — 100, ...,on a 
(0) — —10 000, f( —10) — —1050, 
f (— 100) &+ 10°. 

Par conséquent, la racine 
cherchée £ repose dans l'inter- 
valle —100 << E << —10. Rédui- 
sons l'intervalle obtenu. Etant 
donné que f (— 11) = 3453, on 
a —11<E<—10. Dans ce 
dernier intervalle f’ (r) <0 et 


f” (z)> 0. Puisque f (— 11) > 0 Fig. 20. 
et f” (— 11) > 0, nous pouvons 
adopter comme approximation initiale zo — —11. Calculons les 


approximations successives z, (7 — 1, 2, ...) d'après le schéma 
suivant : 


1œn) | f'&) 


—11 34953 — 9183 
—10,3 134,3 — 4234 
—10,27 37,8 —4196 
—10,261 0,2 — 


En optant pour nr — 3, vérifions le signe de la valeur 
f (zx + 0,001) — f (— 10,260). Puisque f (— 10,260) <0, on a 
— 10,261 <E < — 10,260 et n'importe quel de ces nombres donne 
l'approximation cherchée. 


Exemple 2. Trouver par la méthode de Newton la racine 
positive minimale de l'équation tg x = x à 0,0001 près. 


Solution. (Construisons les courbes y = tgz et y —=7z 
(fig. 20) pour constater que la racine cherchée E appartient à l’inter- 
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valle x << E <<. En mettant l'équation sous la forme 
jf (x) =sinz —zcos x = 0, 
on a: 
J () = zsinz; 
f” (x) = sinz +zeosz. 


Il s'ensuit que f’ (z)'<<0 et f” (x) <<0 pour x < zx <7.Comme 


3 : sn be 
Î (5) — — 1, on peut prendre comme approximation initiale zo = 
3x 
2 


. Le calcul se fait d’après le schéma suivant: 


1x) 1° (x,) 


0 & — 4 ,71239 (270°) 
1 | 4,50004 (257°50') 
2 | 449343 (257°27/16") 


ni —4,712 | —0,212(&—12°10") 


—0,0291 | —4,399 | —0,0066 (& — 22’42°) 
—0,00003 — = 


Pour évaluer l'erreur de la valeur approchée x, constatons qu'en 
vertu de la négativité de la dérivée seconde f” (x) les approximations 


successives z, (nr — 0, 1, 2, ...) sont décroissantes; en outre, 
f (tn) <<0. C'est pourquoi on peut poser z, CE <Lzh, où x, est 
37% 


un nombre de l'intervalle (x, 5) tel que f (z,) > 0. La valeur z, 


s'obtient sans peine par sélection *. Ainsi, avec nr = 2 et en posant 
approximativement 


z> = 4,49340 = arc 257°2712”, 
on a 
f (x) = sin 257°27'12" — 4,49340 .cos 257°2712" = — 0,97612 + 
+ 4,49340 -0,21724 — —0,97612 + 0,97614 = + 0,00002. 
Par conséquent, le choix de x, est correct et donc 


4,49340 <'E << 4,49343. 


On peut poser 
E = 4,4934, 


où tous les chiffres sont exacts. 


* On pourrait prendre, certes, z, =, mais un tel choix est défavorable 
du fait que f’ (x) = 0. 
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L'erreur de x, peut être évaluée d'une façon plus précise. Puisque 
avec x E [x2, z2]l la dérivée f’ (x) décroît et f” (x) <0,ona 


m, = min|f(z)| =1f (æ2) |. 


m1 = 4,49340 -0,97612 => 4 


Il en resulte: 


et, par conséquent, 


|E—zx|< Le) — LS < 105. 
Ainsi 
E — 4,49343 — 0,000018, 
où0<6 <1i. 
Exemple 3. Considérons l'équation 


f (@) = 0, (10) 


où f” (x) est continue et de signe constant pour —o << 7 << + oo. 
En vertu du théorème de Rolle l'équation (10) ne peut avoir plus de 
deux racines réelles. Voici deux 
cas importants pour la pra- Ÿÿ 
tique. 

I. Soit 


f (&o) ” (xo) <0, 
f (zo) f” (x) <0 
(fig. 21). 
L'équation (10) admet alors 


une racine unique E dans l'in- 
tervalle (x, x), où 


TH = To— ee | Fig. 21. 
La racine E peut être calculée avec la précision imposée à l’aide de la 
méthode de Newton. 
II. Soit 
f" (xo) = 0,  f (to) f” (x) <0. 


L'équation (10) a alors deux racines Ë et £” dans l'intervalle 
(—oo, + oo) (fig. 22). 

La transformation du premier membre de l'équation (10) d'après 
la formule de Taylor donne approximativement : 


f Cæo)+ Ÿ' (0) (&— 20) +5 (ao) (5 — 20)? = 


ou 


f (ro) + 3 fo) (x — 20) = 0. 
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On en tire pour les racines Ë et E” les approximations initiales 


: V4 2x0) 
TN 5) 


; 2 
sat He 
qui sont les abscisses des points d'intersection de la parabole 
1 2 
Y = f (20) ++ fo) 1x — 20) 


avec l’axe Or (fig. 23). L'amélioration de la précision des racines 
peut s’obtenir par la méthode de Newton usuelle. 


el 


Le sens géométrique des affirmations I et IT est évident. Nous 
laissons au lecteur le soin de réaliser leur démonstration rigoureuse. 


$ 6. Méthode de Newton modifiée 


Si la dérivée f’ (x) varie peu sur le segment [a, b], on peut poser 
dans la formule (3) du paragraphe précédent : 


f (an) &f (xo)- (1) 
Pour la racine £ de l'équation f (r) = 0 on en tire les approxi- 
mations successives 
PR AL (n=0,%,::). (2) 
n+1 n f' (zo) 1 9 
L'interprétation géométrique de ce procédé est donnée par le 
remplacement des tangentes en B, [x,, f (z,)] par des droites parallè- 


les à la tangente à la courbe y = f (x) en son point fixe B, [xo, f (xo)] 
(fig. 24). 
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La formule (1) rend inutile le calcul repris chaque fois de la 
valeur de la dérivée f” (x,); c'est pourquoi cette formule est très 


Bo 


3 X2 Ày X0 


Fig. 24. 


utile si f” (x,) est compliquée. On peut montrer que sous l'hypothèse 
de la permanence des signes des dérivées f” (x) et f” (x) les appro- 
ximations successives (2) donnent un processus convergent. 


$ 7. Méthode combinée 


Soit f (a) f (b) O0 alors que f’ (x) et f” (x) gardent les signes 
constants sur le segment [a, b]. En combinant la méthode des parties 
proportionnelles à la méthode de Newton on obtient une méthode 
dont chaque étape permet de déterminer les valeurs par défaut et par 
excès de la racine exacte & de l'équation f (x) = 0. 

Il en résulte, en particulier, que les chiffres communs pour x, 
et zx, appartiennent nécessairement à la racine exacte Ë. Quatre cas 
peuvent se présenter théoriquement : 


1)f(>0; f"H>0 (fig. 25); 
2) ()>0; f"(z) <0 (fig. 26); 
3) f(x) <0; f'(H>0 (fig. 27); 
4) f (2) <0:; f"(2) <O (fig. 28). 
Nous nous bornerons à l’exploration du premier cas, l'étude des 


autres cas étant analogue; par ailleurs, le caractère des calculs se 
conçoit aisément à partir des dessins correspondants. Constatons que 
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tous ces cas peuvent être ramenés au premier si l'équation considérée 
f (x) = 0 est remplacée par des équations équivalentes: — f (x) = 0 
ou + f(—2) = 0, où z = — x. 


Fig. 27. Fig. 28. 


Ainsi, soit f (2) > 0etf”" (2) > 0poura<z< b. Posons zo — 
= GG; zx —=bet 


Ds f (Zn) "# *. 4 
Tan = LT {ln — Th ; 
ue _J (Zn) —f (Zn) 
Zn 2n— LE  (n=0,1,2,...)*. (1) 
f" (za) 
Les résultats des $$ 5 et 6 entraînent que 
Tn <È<LTn 


* A chaque pas la méthode des parties proportionnelles est appliquée 
à un nouveau segment [z,, z,]. 
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et _ 
OZ, <LTn—Tn. (2) 


Si l’erreur absolue admissible de la racine approchée zx, est donnée 
à l'avance et est égale à &, le processus de rapprochement s'arrête 
dès que l’on établit que x, — zx, <e. Après la fin du processus le 
mieux est de prendre comme valeur de la racine E la moyenne arith- 
métique des dernières quantités obtenues: 


E on _ (Zn + Zn). 

: E xemple. Calculer à 0,0005 près la racine positive de l’équa- 
ion 
f(x) =z —z—0,2 = 0. 

Solution. Puisque f (1) <0 et f (1,1) > 0, la racine appar- 
tient à l'intervalle (1; 1,1). On a: 
f(x) = 52 —1 et f” (x) = 207. 


Dans l'intervalle choisi f’ (x) > 0; f” (x) > 0, c'est-à-dire les 
signes des dérivées ne changent pas. 


Appliquons la méthode combinée en posant zo = 1 et to = 1,1. 
Etant donné que 


f (to) = f(4)= —0,2; f(zo) = f (1,1) = 0,3105; 
f @o) = f (1,1) = 6,3205, 


il ressort des formules (1) et (1”) 


0,1-0,2 


=. 0,31051 
= 1 + sos © 4,039 ; z—=1,1— 


6,3205 


Vu que z — x, — 0,012, la précision est insuffisante. Cherchons 
le couple d’approximation suivant: 


271,039 + MAC 404469: 71,051 — LT À 1,04487. 


z 1,051. 


0,0595 


Ici ze — ze —= 0,00018, c'est-à-dire nous avons obtenu la précision 
imposée. On peut adopter 


E= + (1,04469 + 1.04487) — 1,04478 & 1,045 
avec une erreur absolue inférieure à 


1-0,00018 + 0,00022 = 0,00031 << +10". 
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$S 8 Méthode des approximations successives 


Une des méthodes parmi les plus importantes de résolution 
numérique des équations est la méthode des approximations successives 
dite également méthode des itérations. Voici son principe. Soit 


l'équation 
f (x) = 0, (1) 


où f (x) est une fonction continue ; le problème consiste à déterminer 
ses racines réelles. Remplaçons l'équation (1) par une équation 


équivalente 
z = p (x). (2) 


Sélectionnons par un moyen quelconque une valeur grossièrement 
approchée de la racine x, et portons-la dans le deuxième membre de 
l'équation (2). On obtient alors un certain nombre 


Zi = (to). (3) 


Remplaçons maintenant dans le deuxième membre de l'égalité (3) 
zx, par le nombre zx, pour obtenir un nouveau nombre x; = @ (x). 
En reprenant cette procédure, on aboutit à la suite des nombres 


In = P(rns) (n = 1, 2,...). (4) 


Si cette suite est convergente, c'est-à-dire s’il existe une limite 
E = lim zx,, alors, en passant à la limite dans l'égalité (4) et en 


n—+00 
supposant la fonction œ (x) continue, on tombe sur 
lim x, — (lim zx,-;) 
fN=—+00 n—00o 


ou 
E — q (6). (5) 


Ainsi, la limite Ë est une racine de l'équation (2) qui se calcule 
d’après la formule (4) avec la précision voulue. 

Géométriquement cette méthode s'explique de la façon suivante. 
On construit dans le plan zOy les courbes des fonctions y = x et 
y = (x). Toute racine réelle £ de l'équation (2) est l'abscisse d’un 
point d'’intersection A de la courbe y — q (x) avec la droite y = x 
(fig. 29). 

En partant d'un certain point Aolxzo; @ (xo)l, on construit la 
ligne polygonale A5B;A4;B2432 . .. (« échelonnée »), dont les éléments 
sont parallèles alternativement à l'axe Oz et à l'axe Oy, les sommets 
A0; A1: À», . .. reposent sur la courbe y = œ (x), et les sommets 
B;, B>, B3, . . . reposent sur la droite y — zx. Les abscisses commu- 
nes des points À, et B;, A: et B;:, . .. constituent respectivement 
les approximations successives Z1, æ2, . . . de la racine E. 
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La ligne polygonale A65B;:4:B245 . . . (fig. 30) peut avoir égale- 
ment une autre forme (« en spirale »). On conçoit aisément”que la 


Ÿ 
y Bi LG mme mm mm Ag 
| N7 | 
| | 
| |, 
Ÿ | PiXo) 
Be ——— | 
| | 
Be _N | PEXI) | 
O| ÊÈx3 X X1 X9 X 


Fig. 29. 


solution s'obtient sous forme d'une ligne « échelonnée » si la dérivée 
op’ (x) est positive, et « en spirale » si @’ (x) est négative. 

Sur la figure 29 la pente de la courbe y = (x) dans le voisinage 
de la racine Ë est faible, c'est-à-dire | p’ (x) | << 1 et le processus 


itératif converge. Toutefois, si l’on considère le cas où | ®’ (2)| > 1, 
le processus itératif peut être divergent (fig. 31). Pour rendre possible 
l'application des approximations successives il faut donc définir 
les conditions suffisantes de convergence du processus itératif. 
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Théorème 1. Soit la fonction q (x) définie et dérivable sur Le 
segment la, b] avec toutes ses valeurs @ (x) € La, bl. 
S'il existe alors un nombre q tel que * 


[p (DIS g<1 (6) 
pour a zx << b, 1) le processus itératif 
Tn = P (Tn-1) (nr = 1, Li ) (7) 
converge indépendamment de la Sir initiale zo E La, b]; 2) La valeur 
imile 


E=limz,: 
est l'unique racine de l'équation 

z = (x) (8) 
sur le segment [a, b]. 


Démonstration. (Con- 
sidérons deux approximations suc- 
cessives 


Tn = P(Zn1) et Zn+s = (2) 


(qui en vertu des conditions du 
Ë Xg Xj X2 théorème ont bien un sens). On en 
tire 


Tn+1 — Ln —= (Zn) — ® (Zn 1). 


En appliquant le théorème de Lagrange, on a 


Fig. 31. 


Tati — Ln = (£a — Tn_1) q (Zn); 
OÙ Zn E(Tn-1t Tn)- Par conséquent, la condition (6) amène 
| Ta+1 — TIn| L4|T — Tn-1 |. (9) 


Par suite, en donnant à n les valeurs 1, 2, 3, ..., on déduit 
successivement 
| Ze — ul KZ —2o; 
|Zs — 22 Kg —n|< | —xl; 


| Za+i — Th | <q” | T1 — Lo |. (10) 


* On peut prendre comme nombre g la plus petite valeur ou la borne infé- 
rieure du module de la dérivée |’ (x)| pour a < x < b. 
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Considérons la série 
Lo + (Zi — To) + (22 — Ti) +... + (Zn —Tns) +... (11) 


telle que nos approximations successives z, soient ses (nr + 1)-ièmes 
sommes partielles, c'est-à-dire 


Tn — Sn+t- 


Par suite de l'inégalité (10) les termes de la série (11) sont en 
valeur absolue inférieurs aux termes correspondants de la progression 
géométrique à raison g 1, c "est pourquoi la série (11) converge et, 
de plus, d'une façon absolue. Par conséquent, il existe une limite 

lim Sh4s = en Th =E, 
+0 
en outre, on a bien E E[a, bl]. 

La fonction œ (x) étant continue, le passage à la limite dans 

l'égalité (7) conduit à 
= p (8). (12) 


ë est donc la racine de l'équation (8) qui n’a pas d’autres racines 
sur le segment [a, b]. En effet, si 


E = œ(E), (13) 
les égalités (12) et (13) amènent 
E —5 —p(E) —(E) 


ct, par conséquent, 

(8 — 6) [1 — (0) = 0, (14) 
où cELE, El. L'expression entre crochets de l'égalité (14) n'étant 
pas nulle, E — E, ce qui traduit le fait que la racine E est unique. 


Remarque 1. Le théorème reste toujours valide si la 
fonction œ (x) est définie et dérivable dans l'intervalle infini —o0 << 
<T << +o et si l'inégalité (6) est vérifiée pour tout x. 


Remarque 2. Sous les conditions du théorème 1, la méthode 
des approximations successives converge quel que soit le choix de la 
valeur initiale x, dans (a, b]. Il en résulte que cette méthode est 
autocorrectrice, c'est-à-dire qu'une erreur de calcul isolée, à condition 
que les limites du segment [a, b] ne soient pas dépassées, n ‘influe 
pas sur le résultat final du fait qu'une valeur incorrecte peut être 
considérée comme une nouvelle valeur initiale xzç. 11 se peut que cela 
entraîne seulement le plus grand volume de travail. Grâce à la 
propriété d'autocorrection la méthode des approximations successives 
est une des méthodes de calcul les plus sûres. On comprend bien 
que les erreurs systématiques résultant de l'application de cette 
méthode peuvent empêcher l'obtention du résultat demandé. 
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Estimation de l’approximation. La formule (10) conduit à 
| Tntp —Tn | < | Ln+p— TLTn+p-1 | + | Tn+p1 — Tn+p-2 | + 
+ + fans —2n [KP] rs — ro + PET xs — ro + 
+... + no =9 ri —-rol (1 +g+g +... + gn,. 


La somme de la progression géométrique donne 


< 


— qD 
[Tnip—Tn|<9 "aol 


n 
1— 9 [Ti —2|. 
En faisant tendre le nombre p vers l'infini et en retenant que 
lim z,4) = E, on a finalement: 
p—rco 


Een ir—2ol. (15) 


Il est donc clair que la convergence du processus itératif sera 
d'autant plus rapide que le nombre gq est plus petit. 

Pour évaluer une approximation il existe également une autre 
formule qui peut être utile dans certains cas. Soit 


fa) =z—-e(. 


Il est évident que f’ @ = 4 — (x) > 1 — q. On en tire en 
tenant compte que f (Ë) — 


di Due | 
im —Elf GI>A—Diz —El, 


où Zn E (Zn, Ë) et, par conséquent, 


an 5] < nee, (A6) 
d'où 
(Een | lent (16) 


L'utilisation de la formule (9) donne également 
[ang lza— nl, (167) 
d'où il résulte notamment que si g < + , on a 


| ë — Tn | < | Tn — Tn-1 |, 
c'est-à-dire dans ce cas l'inégalité | x, —z,_,| <<e entraîne donc 
l'inégalité 
|E —z | <e. 


Remarque. D'après une opinion largement répandue, si 
lors de l'application de la méthode considérée deux approximations 
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successives Z,_1 et x, coïncident avec la précision imposée & (par 
exemple, si pour ces approximations les m premières décimales se 
sont stabilisées), l'égalité E & x, se vérifie alors avec la même préci- 
sion (cela veut dire, en particulier dans l'exemple considéré, que m 
décimales du nombre approché x, sont exactes!). Dans le cas général, 
comme le montre bien la figure 

32, cette affirmation est fausse. yÀ 

Plus même, on prouve aisément 
que si p” (z)est voisine de 1, la 
grandeur |E —zx,| peut être 
grande, bien que la grandeur 

| Th —Zn1|l soit très petite. 

La formule (16 ”) permet d'éva- 
luer l'erreur de la valeur appro- 
chée x, d’après l'écart entre deux 
approximations successives Zn 
et zh. 

Le processus itératif doit être 
poursuivi tant que les deux ap- 
proximations successives x, et 
z\, ne vérifient l'inégalité 


1— 9 €, Fig. 32. 


[Tn—Zn-1| 


où & est la borne d'erreur absolue imposée de la racine Ë et | p’ (x)| 
< q. La formule (16”) donne alors lieu à l'inégalité 


| E — Th < E;, 

c’est-à-dire 
Zn +e. 
Notons que si 

Tn —= Ÿ (Zn 1) 

et 
E — œ(Ë), 
on a 
| — Th | = |  (Ë) — D (Zn 1) | = |E — Zn | | p (Zn -1) | < 


< q| ë — Tn=-1 | (Zn € (Zn-1 ë)), 
[EE —zn | STE —znl: 


Ainsi, dans le cas d'un processus itératif convergent l'erreur 
| £ — zx, | tend monotonement vers zéro, ce qui signifie que chaque 
valeur suivante x, est plus précise que la valeur antérieure x, 1. 
Toutes ces conclusions ignorent, certes, les erreurs d'arron- 
di, c'est-à-dire on suppose que le calcul des approximations succes- 
sives soit exact. | 


c’est-à-dire 
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Dans la pratique on cherche d’abord à établir par un procédé 
grossier que l'équation (2) possède une racine E pour obtenir ensuite 
par la méthode itérative une approximation suffisamment précise 
de la valeur de cette racine, l’inégalité (6) n'étant vérifiée que dans 
un certain voisinage (a, b) de la racine considérée. Si le choix de la 


a Èë () 
ba % zx À a ds 
3 7. J 
Fig. 33 


valeur initiale x, est mauvais, les approximations successives x, = 
= (zh) (nr = 1, 2, . ..) peuvent sortir de l'intervalle (a, b) ou 
même perdre tout leur sens. C'est pourquoi il convient de modifier 
le théorème 4. 


Théorème 2. Soit q (x) une fonction définie et dérivable sur 
un certain segment a, b], et supposons que l'équation 


z = (x) (17) 
ait une racine E appartenant à un segment plus étroit x, B], où « = 
= a ++(b —a) et f = b —À(b —a) (fig. 33). 


Alors, si a) | g” (x)| < q 1 pour a Lzxz <Lbet si b) l'approzi- 
mation initiale est ro E [æ, B], il vient: 


4) toutes les approximations successives sont comprises dans l’inter- 
valle (a, b): 


In = P(Xn1) E(a, b) (n = 1,2, ...); 


2) le processus des approximations successives est convergent, c'est-à- 
dire il existe une limite 
lim Ln — Ë, 
ñn—+00 
de plus, & est une racine unique sur le segment (a, b] de l'équation (17); 
3) l'estimation (15) est justif ée. 


Démonstration. 1) En effet, soit 


Lo € [æ, B]. 
Alors il est clair que l'égalité 
Zi = Q (x) 


a un sens. En utilisant l'égalité 


: E — p(E), 
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on obtient en vertu du théorème de Lagrange: 


[ti — El =1|9 (x) —9(6)| =] 20 


d'où 
Ti € (a, b). k 
En général, Si Tn-1 € (a, b) (n _ 1, 2, 2 3) et | Ta -1 DR E | < _—. 
alors 
In = Q (Zn 1) 
a un sens et 
| Tn — El =|p(zn-1) — 9 (6) = 
=. 


—=|Zn —6|]1p" (Zn) | << <L4|Zn-1 —E | 


Par conséquent, x, € (a, b), où n = 1, 2, 3, ... 
Quant aux propositions 2) et 3), leur démonstration est parfaite- 
ment analogue à celle du théorème 1. 


Remarque. Supposons que dans le voisinage (a, b) de la 
racine E de l'équation (17) la dérivée q’ (x) gardeson signe 
constant et que l'inégalité 

[p(HI<g <1 
soit vérifiée. 
A lors, si la dérivée ®’ (x) est positive, les approximations successives 
Tn =  (Tn-1) (nr = 1, 2, --.), Z€ (a, b) 
convergent monotonement vers la racine E. 

Si la dérivée ®’ (x) est négative, les approximations successives 
oscillent autour de la racine E. 

1) En effet, soit 0 < œ” (x) < g <'Â et, par exemple, 


Zo LE. 
Il vient 
Ty —6 = px) —p(Ë) = (zo — E) p' (E1) <O, 
où Ë;, € (Zzo, Ë); en outre, 
| —61<9lzo — El <1zo —EËl. 
Par conséquent, 
Lo LT LE. 
En appliquant la méthode par récurrence, on a 
To LH LT LC... LE 

(fig. 34a). 

Si zo > E, on obtient un résultat analogue. 


Ainsi, dans le cas d’une dérivée positive p” (2) il suffit de choisir 
l'approximation initiale x, dans le voisinage (a, b) de la racine Ë 
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intéressée; toutes les autres approximations x, (n — 1, 2, ...) 
seront comprises automatiquement dans ce voisinage et avec l’aug- 
mentation du numéro #7 tendront monotonement vers la racine E. 


X0 X1 X9 (a 
0 ———— 0 ——0———0—0—0—— 
X 
Fig. 34a. 


2) Soit —1 <—q<p'(r) LO et, par exemple, ro LE, de 
plus x; = @ (x) € (a, b). 
n à: 


Ti —E = (to) — (8) = (zo — Ë) p (6) > 0, 


soit z > Eet [zx — EE] <<]zro — El. 
En reprenant ces raisonnements pour les approximations x, 
Lo, . . «+, On obtient: 
To LT LL... LE <<... Lis LT, 


les approximations successives étant tantôt plus petites, tantôt plus 
grandes que la racine Ë (fig. 34b). 


Xg X2 Ë X3 X1 


Fig. 34b. 


Ainsi, dans le cas d'une dérivée q’ (x) négative, si deux approxi- 
mations zo et 2, appartiennent au voisinage (a, b) de la racine Ë, 
toute autre approximation x, (n — 2, 3, ...) appartient également 
à ce voisinage et la suite {x,} «enveloppe» la racine Ë. 

Constatons que l'inégalité 


[5 —2 1 <12n —Zn1l 


est évidente, ce qui traduit le fait que dans ce cas les chiffres stabilisés 
de l'approximation x, appartiennent nécessairement à la racine 
exacte E. 


Exemple 1. Chercher les racines réelles de l'équation zx — 
— sin zx — 0,25 avec trois chiffres significatifs exacts. 


Solution. Mettons l'équation considérée sous la forme 
z = sin x + 0,25. 
Etablissons graphiquement que sur le segment [1,1; 1,3] l'équa- 


tion possède une racine réelle £ égale approximativement à zo = 
= 1,2 (fig. 35). 
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En adoptant les notations du théorème 2, posons: 
a = 1,1 et B — 1,3, 
d'où 
a—=a—(B — ax) = 0,9 & arc 52° 
b=$B +(B — a) = 1,5 & arc 86°. 
Etant donne que 


et 


p (x) = sin z + 0,25 
et 


p" (x) = cos x, 
pour 0,9 zx <1,5 on a: 
| p (x) | < cos 52° & 0,62 = q. 
Si l’on choisit zo € (1,1; 1,3), toutes les conditions du théorème 2 


seront observées et, par conséquent, il sera garanti que les approxi- 
mations successives 


Th = Sin TZ, + 0,25 
(n = 1, 2, ...) 
1) soient contenues dans l’inter- 
valle (0,9; 1,5) et 2) x, —+ E quand 
7 —> oo. Î 
Choisissons zo = 1,2 et prenons, 2% 
(] 


=. 


d'après la condition du problème, 
la borne d'erreur absolue 


1 12 2 X 
e=1.10" Fig. 35. 


pour construire les approximations successives z, (n — 1, 2, ...) 
tant que deux approximations voisines z, _1 et x, ne coïincident dans 


* 


les limites de la précision égale à 
1 q 


e=0,51.2.10"? & 0,0025. 
On a: 
z, = sin 1,2 + 0,25 = 0,932 + 0,25 = 1,182; 
ze = Sin 1,182 + 0,25 = 0,925 + 0,25 — 1,175; 
za = Sin 1,175 + 0,25 — 0,923 + 0,25 = 1,173; 
zx; = Sin 1,173 + 0,25 — 0,922 + 0,25 — 1,172; 
z; = Sin 1,172 + 0,25 = 0,922 + 0,25 — 1,172. 
La quatrième et la cinquième approximations coïncident jusqu'à 
quatre chiffres significatifs. Donc (cf. (16”)) 


rs] <= 0,0016. 
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La borne d'erreur absolue de la racine approchée x; (y compris 
l'erreur d'arrondi) ne dépassant pas 
E = 0,0016 +-0,002<+ 107, 


on peut poser: 
& = 1,17 + 0,005. 


Remarque. L'équation considérée 


f(x) = 0 (18) 
peut être mise sous la forme de l'égalité 
z = (x) (18) 


en choisissant de différentes façons la fonction (x). 

L'écriture de (18’) n’est point indifférente pour la recherche de la 
racine : dans certains cas | ®’ (x) | est petite dans le voisinage de E, 
dans d’autres, elle est grande. Pour la méthode des approximations 
successives, la représentation (18°) est avantageuse si elle vérifie 


l'inégalité 
lp (DI<g<f1; (19) 


par ailleurs, plus le nombre q est petit, plus la convergence des 
approximations successives vers la racine £ est rapide. 

Voici un artifice suffisamment général pour ramener l'équation 
(48) à la forme (18°) qui assure l'observation de l'inégalité (19). 
Supposons que la racine cherchée £ de l'équation est comprise dans 
le segment la, b] et en outre 


0<m<}f (2) < M: (20) 


ave az b*. On peut prendre notamment comme m; la valeur 
minimale de la dérivée f’ (x) sur le segment [a, b], qui doit être 
positive, et comme M; la valeur maximale de f” (x) sur le segment 
[a, bl. Remplaçons (18) par une équation équivalente 


z=2z—M(z) (> 0). 
On peut poser p (x) = z — Àf (x). : . 
Choisissons le paramètre À de façon que dans le voisinage considé- 
ré [a, b] de la racine E l'inégalité 
O0 <q’ (x) = 1 —Af (x) < 9 <1 (21) 
soit satisfaite. | 
L'expression (20) entraîne 


* Si la dérivée f’ (x) est négative, au lieu de l'équation f (x) — 0 on consi- 
dère l'équation — f (z) = 0. 
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Par conséquent, on peut adopter 


et 


Ainsi l'inégalité (21) est respectée. 
Exemple 2. Trouver la plus grande racine positive £ de 
l'équation 
2 + x = 1000 (22) 
à 10 près. 
Solution. Cherchons par approximation grossière la valeur 


approchée de Ja racine zo = 10; il est clair que Ë << x. 
L'équation (22) peut se mettre sous la forme 


x = 1000 — x’, (22°) 
1 1000 1 

z= 1, (22°) 
ou encore 


x = ÿ/ 1000 — x, (22") 


etc. La plus avantageuse des variantes considérées est (22”) parce 
qu'en prenant pour intervalle principal (9, 10) et en posant 


p(z)=ÿ/ 1000 — x, 


on aura 
? — {| 
LL — 
Le. 3 ÿ (1000 — 7)? 
D'où 
1 
[q'(x)|< 3: RS 5 


Calculons les approximations successives z, avec un chiffre de 
réserve d’après les formules 


n = 1000 — x, ; 
Tnt = Un (2 =0, 1; 2. so). 


Les valeurs obtenues sont portées sur le tableau 4. 

Etant donné que 1 — q & 1, on peut poser à 10-* près £ — 9,9667. 

La méthode des approximations successives peut être appliquée 
également au calcul des racines des équations données sous la orme 
de séries entières. 
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Tableau 4 


Valeurs des approximations 
successives æTn et Yh 


10 


9,96655 
9,96666 
9,96667 


Exemple 3. Chercher la racine réelle de l'équation [2] 


23 28. 11 zll 


79 
2 T0 4 26 1307: 


zen—1 


ca Te + ... —=0,4431135. 
Solution. On a r—=œ(x), où 
23 25 77 x ll 
p (x) = 0,4491135 ++ 5 +550 — +. 


En rejetant toutes les puissances de x supérieures à la première, 
on trouve la valeur approchée de la racine xs = 0,44. Puis 


x, = P (0,44) & 0,47; 
z2 = % (0,47) & 0,476; 
za —= p (0,476) = 0,4767 ; 
z, = ® (0,4767) = 0,47689 ; 
z; = ® (0,47689) & 0,476927 ; 
z; = 9 (0,476927) & 0,476934 ; 
zs = ® (0,476934) & 0,476936. 
Par conséquent, & = 0,47693. 
Voici encore un procédé d'amélioration de la convergence du 


processus itératif, qui, dans certains cas, peut être utile [7]. 
Soit l'équation 


z = (x) 
telle que dans le voisinage de la racine cherchée Ë l'inégalité 
L'ACIPRZC 


soit vraie. Pour cette équation le processus itératif est divergent. 
Toutefois, si on la remplace par une équation équivalente 


z = Ÿ (2), 
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où (x) = @"! (x) est la fonction inverse, on obtient une équation 
pour laquelle le processus itératif Éd du fait que 


1 


PO larl<+ =q<1. 
Exemple 4 L'équation 
f(x) = —xz—-1—-0 (23) 
a une racine Eë € (1, 2), puisque f(4)= —1<0et f (2) = 5 > 0. 
L' don 63) peut s’écrire 
z= 2 — À. (24) 


Ici 
op (x) = 2 — 1 et p” (x) = 3x°, 
c'est pourquoi 
q' (1) > 3 avec 1<rz<2 


et, par conséquent, les conditions de convergence du processus itératif 
ne sont pas respeclées. 
Si l’on met l'équation (23) sous la forme 


LT ÿz + 1, (25) 

 _ 

3V +0 

Il en résulte que Ô 4° (zx) <—— — << pour 1<z<2 et donc 
3y 4 


pour l'équation (25) le processus itératif converge rapidement. 


on aura 


va)=-ÿ/z+1 et Ÿ'(z)= 


$ 9. Méthode des approximations successives 
pour un système de deux équations 


Soient deux équations à deux inconnues 


Fi (x, y) = 0, 
F; (x, y) = 0, () 


dont il faut chercher les solutions réelles avec la précision demandée. 

Supposons que le système (1) n'admet que des solutions isolées. 
Le nombre de ces solutions et leurs approximations grossières peuvent 
être établis en construisant les courbes F; (x, y) = 0 et F2 (x, y) = 0 
et en définissant les coordonnées de leurs points d'’intersection. 

Soient z = zo, y = y, une solution approchée du système (1) 
obtenue graphiquement ou par un autre procédé quelconque (par 
exemple, par approximation grossière). 

Voici un processus itératif qui permet dans des conditions définies 
d'améliorer la précision des valeurs approchées données des solutions. 
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À cet effet, écrivons le système (1) sous la forme 


ZT — 6: (x, y), | 
y = 2 (2, y) 

et construisons les approximations successives d’après les formules 

suivantes : 


Zi = Pi (Zos Yo); Yy = P2 (To, Yo); 
Ze = Pi (Zi, Yi); Ya = Pa (Ti, Yi); 
D En En de Ni ete Et D 0 US Gi bNE D (3) 


Tn+1 —= Pi (Zn Un) ; Un+1 — Po (Zn: Un) . 


Si le processus itératif (3) converge, c'est-à-dire s’il existe des 
limites 
E—limz, et n—limy,, 


+00 ñn—»00 


alors, en supposant les fonctions ®; (x, y) et 2 (x, y) continues 
et en passant à la limite dans l'égalité (3) du type général, on obtient: 


lim Tn+i — lim Pi (CAR Yn)s 
A+ 00 Nr 00 
Lim Yn+y = lim 2 (Ta; Yn). 
T+00 +00 

D'où 

E = (E, n) ; n = 2 (E, n), 


ce qui signifie que les valeurs 
limites & et n sont une solu- 
tion du système (2) et, par 
conséquent, du système (1). 
C'est pourquoi en prenant le 
| nombre d'itérations (3) suffi- 
Fig. 36. samment grand, on obtient 
les nombres zx, et y, qui diffè- 
rent aussi peu que l’on veut de la solution exacte x = E, y = n du 
système (1). Le problème ainsi posé sera donc résolu. Si le pro- 
cessus itératif (3) est divergent, il est inutilisable. 


Théorème. Supposons que dans un certain voisinage fermé 
R{a<z<A; bLy<B} (fig. 36) il existe une et seulement une 
solution x = E, y — n du système (2). Si: 1) les fonctions qi (x, y) 
et @2(x, y) sont définies et continüment dérivables dans R; 2) les 
approximations initiales zo, yo et toutes les approximations ultérieures 
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FUN = 2; 22) PM à R; 3) les inégalités 
"2 


<q <1, 


en me g<1, 


sont vérifiées dans R, alors le processus des approximations successives 
(3) converge vers la solution x = E, y = n du système (2), soit 


limz,=E£6 et lim y = =. 


n—+œ0 


Remarque. Le théorème reste valide si la condition 3) est 
remplacée par 3”) 


Le %l< qi <1, 


SE af e £Lq<i. 


La démonstration de ce AE est donnée dans [2]. Un théorè- 
me plus général est démontré dans le chapitre XIII, $$ 10 et 11. 


Fig. 37. 


Exemple. Trouver pour le système [2] 
fi (2, y) = 2x — y — 5x +1 
f(x y =xz+3lgz —-ÿ —0 


la solution aux coordonnées positives avec quatre chiffres signifi- 
catifs exacts. 


Solution. Construisons les courbes d'équations f, (x, y) — 
= 0 et f2 (x, y) = 0 (fig. 37). La solution approchée qui nous inté- 


10% 
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resse est 
Lo — 00 Ya = 2:2: 


Pour pouvoir appliquer la méthode des approximations successi- 
ves mettons notre système sous la forme : 


à 9) — 1 
= SUITE oi (x, y); 


y=Vzr-3lgx= (x, y). 
Cherchons les dérivées partielles 


145% 


HO EUET À Verts” 


En se bornant au voisinage 
R{lz—3,5|[<0,1; [y—2,2|<0,1}, 


on a: 
RER 
RE < — 5 —— < 0,27; 
VE 
3-0,43 
1+—— 
0®D» 3,4 
rl —— ,42 ; 
Sven 0 
%|_0 
; 
D'où 
M|4| 0% | LC 0,54+0,42= 0,96 < 1; (4) 
[+2 | éozr+o 0,27 <1. (5) 


Par conséquent, si les approximations successives (zh, ÿyn) ne 
sortent pas du domaine R (ce qu’on établit aisément au cours du 
calcul), le processus itératif sera convergent. 
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Le fait que la somme (4) ést assez proche de l'unité autorise 
à supposer que dans le cas considére la convergence du processus 
itératif sera relativement lente. Calculons les approximations succes- 
sives d’après les formules 


x = <br tit : 
n+i — og à 


Ynn=Vrnt+3lgzn (n=0,1,2,...). 


Les valeurs respectives des approximations successives sont 
portées sur le tableau 5. 


Tableau 5 


Valeurs des approximations 
successives Zn et Y/hn 


Ainsi, on peut poser £ — 3,487; n — 2,262. 


Remarque. Au lieu du processus des approximations succes- 
sives (3) que nous venons d'examiner, il est parfois plus commode 
de faire appel au « processus de Seidel »: 


Tn+1 — Pi (Zn Yn); 
Un+1 —= P2 (Zn+1 Yn) (nr — 0, 1, 2, . .). 


La méthode des approximations successives pour des systèmes 
généraux fait l’objet du chapitre XIII ($$ 8 à 11). 


$ 10. Méthode de Newton pour un système 
de deux équations 


Soient z:, y, une solution approchée du système des équations 

F(a D=0; G(x y) =0, (1) 

où F et G sont des fonctions continüment dérivables. En posant 
ZT = In + lin; Y = Yn + kn; 
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F (tn +hns Yn + En) = 0, 9 
Gen +3 Un + ki) = 0. (2) 


En appliquant la formule de Taylor et en se bornant aux termes 
linéaires par rapport à h, et k,, on a: 


F (tn; Yn) + hnFx (Zn: Yn) + knF5 (ns Yn) = 0, (3) 
G (Zn, Un) + hnGx (En, Un) + EnGy (Zn: Yn) = 0. 
Si le jacobien 
Frrn: Yn) Fy(tns Yn) 
J ns Yn) — ° ’ 0, 
(en: Un) Gr(rn; Yn) Gy (ns Yn) 7 
le système (3) amène 
nn 4 Fan; Yn) Fy(tns Yu) 4) 
“oi J (Zn: Yn) G(tn, Un) G(Zn;, Un) | 
F: TLns Un F no Yn 
à « ( Yn) F(x Yn)| (5) 
J (Zn: Yn) Gx (Lis Yn) G(x», Yn) 
Par conséquent, on peut poser : 
__—_._Z_ 1 F(rn; Un) Fy(tns Yn) G 
Ro J' (Zn: Yn) G(zn; Yn) G} (Zn; Un) ! ) 
: : Â F: ÉA Un) F(zn, Un) G' 
Yn#T Un J'(Zns Un) | G£ (Ts Un) G (Zn, Un) (6) 


(= 0,62; :::) 
Les approximations initiales zo, yo sont grossières. 
Exemple. Chercher la solution réelle du système 
F (x, y) =22 — y? —1 — 0; 
G(x, y) =zÿ — y —4 =0. (1) 


Solution. Trouvons graphiquement les approximations gros- 
sières de la solution 


Zi —= 12; Vo = 1,7; 
En les portant dans le système (1) on obtient: 
F (1,2; 1,7) = —0,434; 
G (1,2; 1,7) = 0,1956. 
Calculons le jacobien 


J(z, y) = 


6x? —2y | 
y Szy* —1|? 
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d’où 
8,64 —3,40 
| o 40 [= 97910 
Calculons k, d’après la formule (4): 
— 0,434 —3,40 
= 575 | 01056 940 07010 — 0-0849, 
et trouvons d'après la formule (6) 
Zi = 1,2 + 0,0349 — 1,2349. 
La formule (5) donne À 
| 1 18,64 —0,434 
Ko == — 57,510 | 4,91 0 1956 = — 010920 


et la formule (6) permet de trouver 
y, = 1,7 — 0,0390 = 1,6610. 
En reprenant cette procédure avec les valeurs obtenues, on aura 
LZo = 1,2343; y: = 1,6615, etc. 


La méthode de Newton pour les systèmes généraux est décrite 
dans le chapitre XIII ($$ 1 à 7). 


$ 11. Application de la méthode de Newton 
au cas des racines complexes 


Il se peut que la nécessite se presente (pour resoudre des équations 
différentielles linéaires, par exemple) d'améliorer la précision des 
racines complexes de l'équation donnée 


f (2) = 0. (1) 


A cette fin on peut quelquefois appliquer une méthode analogue 
a celle de Newton. 


Supposons que f(z) (2 = x + iy, à — —1) soit une fonction 
analytique dans un certain voisinage U convexe * de son zéro simple 


isolé 
C=E&+in (9) =0, f(b) O0), 


qui est en général complexe. Soit z, une valeur approchée de la racine 
qui appartient au voisinage U et 


Zn+1i = Zn + Azh 


* C'est-à-dire deux points quelconques appartenant au voisinage U cons- 
tituent les extrémités d’un segment qui appartient également à U. 
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une valeur exacte de la racine. En appliquant le développement 
en série de Taylor en z, et en considérant que f (2:41) Æ 0 à Az; 


près, on a 
. Î (Zn+1) 2% | (Zn) + Azhf" (Zn) = 0; 
d où 
2 f (zn) 
An — 50 y. (2) 


Ainsi, en partant d'une valeur quelconque zo On peut obtenir de 
proche en proche les approximations successives de la racine d’après 
la formule 


pe En (n—0,1,2,...). (3) 
Si za EU (n=1,2,...) et si la suite {z,} converge, la limite 
C— lim zh 
ñn-»00 


est racine de l'équation (1). En effet, en passant à la limite avec 
n —+ co dans l'égalité (3), on a 


ne f (zn) 
tin ler 
ou 
_+__ f() 
ET 
Par conséquent, 
f (0) = 0. 


Pour évaluer l'erreur de la valeur approchée z, supposons que 
|f ()1>m > 0 avec z EU. 
Alors pour la fonction considérée 
w = f (2) 


il existe dans un ÆÀ-voisinage suffisamment petit de la racine & une 
fonction inverse univoque 


z = f”! (w), 


définie dans un certain voisinage | w| <p, dont on sait que sa 
dérivée est 


dz 
a TO: a 
En supposant que |f(2:)| <<p, on a 
{Cn) {{2n) 


mie fin) Ge | POI | rm © 


CR) 
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où test le point variable qui‘ parcourt le segment rectiligne entre 
les points f (£) — 0 et f (2) (fig. 38). Etant donné que |t| <p, 
il vient |f-!:(t)| <R et, par conséquent, 

© 


|f GT (O)1 2 ru. 
On en tire d'après la formule (5) 


fn) 


CORRE M ee = 1Gn)T 
| 3n < | FROTS m * WO 


Voici sans démonstration les conditions 
suffisantes de l'existence d’une racine de 
l'équation (1) qui se déduisent du théorème 
d’'Ostrowski [8], [9]. Fig. 38. 


Théorème. Si la fonction f (z) est une fonction analytique 
dans un R-voisinage fermé du point z, et si, de plus, elle vérifie les 
inégalités 

1 

) | 4: 

f (20) | 

9 7 2. 

3) |f"(z)|<C avec |2—z|<R; 

4) 2 ApBoC = Uo < 1, 


alors l'équation (1) a une racine unique Ü dans le domaine | z — z0| < 
< R et le processus de Newton (3) défini par l'approzimation initiale 
Zo converge vers celle racine, c'est-à-dire 


R 


&—= lim z,. 


n—+00 
La rapidité de la convergence du processus est caractérisée par 
l'estimation 
1 \n-1 
En 1<Bo(z)" vé"-1 (7) 


Exemple. Trouver les valeurs approchées des racines mini- 
males en module de l'équation 


f (z) =e° —0,2z + 1 = 0. (8) 
Solution. Ici 
f" (2) = e° — 0,2. 
Puisque f” (z) = 0 avec z=1In0,2 = —1,79 et 
Ï (—00) = +00, f (2) > 0, f (+00) = +00, 
l'équation (8) n'a pas de racine réelle. 
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Prenons pour approximation initiale de la racine cherchée & la 
racine Z au module minimal de l'équation 
e +1—=0; 
on peut alors poser: 
Z0 — Ti. 


Déterminons les approximations successives z, (n = 1, 2, 3,...) 
de la racine & en appliquant la formule (3): 


s =: Î (20) 7 e 0 ,2ni eS 5 . = 9 , CET 
21 = 20 — Go) == Eu 2,618i ; 
: fl) _ Sni  0,132—0.02%i à a. | 
BG) — 6  —186E0x = 0,069 — 2,624i, etc. 


Les résultats des calculs à 0,001 près sont portés sur le tableau 6. 


Tableau 6 
Mise au point des racines complexes d'après la méthode de Newton 


» 


en ft,) 


3,142i | —1 —0,628il— 1,2 —0,524i 
2,618i |—0,868-+0,5i 0,132—0,024i] — 1,068 --0,5i 0,153-+0,040i 
153+-2,658i |—1,030-+0,541i]—0,061+0,009i|—1,230 + 0,541i|—0,044—0,012i 


0 

1 

210, 

3 [0,109--2,646i |—0,978 +-0,535i 0+0,006i]—1,178 -+-0,535i| —0,002-;-0,004i 
4|0,107+2,650i | —0,981+0,525i]—0,002—0.005i]—1,181<+0,525i]—0,000—0,004i 
510,107+2,646i |—0,977+0,534il +0,002-+0,004i]—1,177--0,534i 


Pour calculer e° avec z = x + iy, on a fait appel à la formule 
connue 
e* = e* (cos y + i sin y). 
En posant 


6 2; = 0,107 + 2,646i, 
on a 


f (z5) = 0,002 + 0,004i. 
Si l’on considère approximativement que 
m = |f (&)l & 1,8, 

la formule (6) permet alors d'obtenir l'erreur 


Lf(5)1 _ 0.001: 20 


[1% m 1.3 


0,004. 
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Vu que le premier membre de l'équation (8) avec des z réels prend 
des valeurs réelles, cette équation admet également une racine con- 
juguée L 

6 0,107 — 2,646i, 


” égale en module à la racine 6. En effet, on a 


[(O =f(O =0. 


Remarque. Un autre mode de résolution de l'équation (1) 
consiste à la ramener à un système de deux équations réelles. En 
posant dans l'équation (1) 


Z = ZX + iy 
et en prélevant les parties réelle et imaginaire de la fonction f (2), 
on a: 
f (2) =u (x, y) + iv (x, y) = 0, 
où u et v sont des fonctions réelles. On en tire que l’équation (1) est 
équivalente au système 


(9) 


L'amélioration de la précision des solutions du système du type (9) 
est exposée aux $$ 9 et 10. Constatons que ce nouveau procédé con- 
vient également dans le cas d une fonction f (z) non analytique. 


u (x, y) = 0, 
U (z, “in 
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CHAPITRE V 


PROCÉDÉS SPÉCIAUX DE RÉSOLUTION APPROCHÉE 
DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES 


$ 1. Généralités 


Considérons l'équation algébrique de degré n (n > i) 


P (x) =asyz" + ax" +... +a, = 0, (1) 
où les coefficients ao, &, - - ., 4, sont des nombres réels, en outre 
&o En 0. 


Dans le cas général la variable x est supposée complexe. 


Théorème fondamental de l'algèbre. Une 
équation algébrique de degré n (1) (et, par suite, un polynôme P (x)) 
admet exactement n racines réelles ou complexes, chaque racine étant 
prise avec son ordre de multiplicité [1], [2]. 

On dit que l'ordre de multiplicité de la racine E de l’ équation (1) 
est s (c’est-à-dire E est une racine d'ordre de multiplicité s), si 


P(E)=P (E) =...-=P"P (6) = 0, 
P'® (E) = 0. (2) 


Les racines complexes de l'équation (1) jouissent de la propriété 
d'être conjuguées deux à deux. 


Théorème 1. Sites coefficients d'une équation algébrique (1) 
sont réels, ses racines complexes sont conjuguées deux à deux, c'est-à-dire 
si E — «à + ip («, B étant réelles) est une racine d'ordre de multiplicité 
s de l'équation (1), le nombre E = à — if est également une racine 
de cette équation et son ordre de multiplicité est également s. 

Notons que les modules de ces racines sont les mêmes: 


lÈl =1Èl = Vo +p° 


Corollaire. Une équation algébrique de degré impair à coef- 
licients réels a au moins une racine réelle. 

Il n'est pas difficile de donner une approximation grossière 
aux modules des racines de l'équation (1). 
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Théorème 2. Soit 
A = max{|aæl, |a2l, ..., |a |}, 


où a, sont les coefficients de l'équation (1). 
Le module de toute racine zx, (k = 1, ..., n) de l'équation (1) 
vérifie alors l'inégalité 


ral i+ (3) 
c'est-à-dire Les racines de cette 


équation dans le plan com- 


pleze EOn (x = E + in) se situent à 
l'intérieur du cercle 


|z|<1+ = R 


(fig. 39). 


Démonstration. En 
posant |zx|>>1, la formule (i) 
entraine 


POI >" |— (ler t| + lartl+ + le) > 
> {001124224224 +0 
; im —1 A : 
= 101120" AS (lo) 1er. 


Fig. 39. 


Si 
A 

[&l—- > 0, 

c'est-à-dire si 
A 

[x [> 1 Dal 9 (4) 

on en tire que 
| P ()1> 0. 


Ainsi les valeurs de z qui vérifient l'inégalité (4) ne sont pas 
notoirement racines de l'équation (1). Par conséquent, toute raci- 
ne z, de l'équation (1) satisfait à Fi opposée 


Corollaire. Soit a, 0 et 


B = max{|a,|, | a |, 1 [anl}. 
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Toute racine zx (k = 1, 2, ..., n) de l'équation (1) vérifie alors 
l'inégalité 
1 
> Le r, (5) 


Ja, | 


c'est-à-dire les racines de l'équation (1) sont comprises dans l'anneau 
circulaire 


r<|z| <R 


@ 


(fig. 40). 
En effet, si l'on pose 
1 


T=—, 
y 
on a 
1 
P(2)=+ Q (y), 
où 
Q (y) = any" +an1y" 1 +... 


Fig. 40. 


se sd ds: 


Les racines y, — C — 1, ...,n) du polynôme Q (y) vérifient, 
en vertu du théorème ci-dessus, l'inégalité 


Remarque. Les nombres r et R sont respectivement les 
limites inférieure et supérieure des racines positives de l'équation (1). 
D'une façon analogue les nombres — À et —r sont les limites 
inférieure et supérieure des racines négatives de l'équation (1). 
Si 


Li: Lo; CCE | Th 


sont les racines de l'équation (1), son premier membre admet le 
développement 
P (2) = aof(r — mi) (x — 223)... (x — x). (6) 


Après avoir multiplié entre eux les binômes de la formule (6) 
et égalé les coefficients des mêmes puissances de z dans les deux 
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membres de l'égalité (6), on en tire les relations entre les racines 
et les coefficients d'une équation algébrique 


a; 


TTL... En = —— ;, 
ao 
d2 
TTo Tilt eee + Tnln = —, = 
ao (7) 
n Œn 
Lilo... In =(—1) —. 
he 


Les premiers membres des égalités (7) sont les sommes des produits 
des combinaisons une à une, deux à deux, etc., des racines de 
l'équation (1). 


Exemple 1. Les racines x;, z2, xs de l'équation du troisième 
degré 
DS +p +qgr+r=0 


satisfont aux conditions: 
Ti + T2 + Ta = — P) 
Lie + Lis + L2ls = Q; 
LiTola = —F. 
Si l'on tient compte de l'ordre de multiplicité des racines, le 
développement (6) devient 
P (x) = dot — 2m) (x — x)... (x — 2x), 

OÙ Ty, Ze, - + Tm (M L nn) sont des racines différentes de l’équa- 
tion (1), et œ&1, &o, . . ., äœm leurs ordres de multiplicité; en outre 
Lu +4 +... + Em = NN. 

La dérivée P”(x) s'exprime de la façon suivante: 

P' (2) = az — rt (x — zut... (x — zm)em 1 Q (x), 
où Q (zx) est un polynôme tel que 

Q (x) 0 avec k — 1, 2, ..., m. 
C'est pourquoi le polynôme 
R (2) = ao(x — mi) (x — a)... (x — rp jam 

est le plus grand commun diviseur du polynôme P (x) et de sa déri- 
vée P' (x). On sait que le polynôme R (x) peut s’obtenir à l’aide 
de l'algorithme d'Euclide [1]. La composition du quotient 


P 
f(x) Fe re 
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permet d'obtenir le polynôme 
f (2) = Aof7 + AT +... + Am (S) 


à coefficients réels ÀAo = Go, Au, - - +, Am et dont les racines 
Tir Toy + + + Tm SOnt différentes. 

La résolution d'une équation algébrique à racines multiples 
se ramène donc à la résolution d’une équation algébrique de degré 
inférieur à racines distinctes. 

Le nombre total des racines xi, 22, ...,ZN 
de l’équation 

P (x) = 0, 


qui reposent dans le plan complexe à l'in- 

térieur d’un contour fermé simple l (fig. 

41), peut être déterminé en partant du 

principe de l'argument [4] dont voici le 

sens: sè le polynôme P (x) n'a pas de raci- 

nes sur un contour fermé \', le nombre de raci- 

Fig. 41. nes N de ce polynôme à l'intérieur du con- 

tour T est strictement égal à l'accroissement 

de L'Arg P (x) lors du parcours dans le sens positif du contour F, 
divisé par 2x, soit 


1 
N = Dr Ar Arg P (x), 


chaque racine étant prise avec son ordre de multiplicité. 
Si l'équation du contour F s'écrit 


z=éÉ()+in(  (O<I<T) 
(£ étant un paramètre), pour déterminer le nombre NV dans le 
plan XOY, on construit la courbe 

X=X(HY=Y( (O<I<T, (K) 


* 


ou 
P(2)=P(E() +in (0) = X (1 + ir (0 


(X (4), Y (t) sont des fonctions réelles), pour calculer ensuite le 
nombre V de tours que fait la courbe Æ autour de l'origine des 
coordonnées. 


Exemple 2. Déterminer le nombre de racines de l'équation 
P(z)=2 —3z+1=0, (9) 
comprises à l'intérieur du cercle | z| <2. 
Solution. Posant 
z = 2 (cos t + isint), 
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Tableau ? 


on a 
P (x) = 8 (cos t + i sin {)* — G (cos t + isin t) + 1 — 

= (8 cos 3£ — 6 cos t + 1) + i (8 sin 3f — 6 sin t). 
D'où 


Y = 8 sin 34 — Gsint. K) 


X = Scos 3 — 6 cos t + "4 

Après avoir construit suivant les points la courbe Æ (cî. tableau 7), 
on voit sans peine que la courbe enveloppe trois fois l'origine des 
coordonnée (fig. 42). C'est 
pourquoi V = 3 et, par con- Y 
séquent, l'équation (9) possè- 
de à l’intérieur du cercle 
|xz| <<2 trois racines. 


$ 2. Limites des racines réelles 
des équations algébriques 


Dans ce paragraphe nous 
allons examiner les polynômes 
du type 


P (x) = aot" + 
+ az" 14... +a (1) 
à coefficients réels ao, &i, . .., 


an, Où ao 7 0. Nous nous pro- 
posons d'établir les limites 


> à - Fig. 42. 

étroites au possible des racines 

positives et négatives Zi, Z2, . .., Im (1<LmSLn) de l'équation 
P (x) =0 (2) 


sans aborder la question de l'existence de ces racines. Notons que 
nous pouvons nous borner à la recherche de la limite supérieure R 
11—01072 
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seulement pour les racines positives des équations du type (2). 
En effet, considérons simultanément avec l'équation (2) les équations 
algébriques auxiliaires 


Pa(a)= 2"P (+) =0, 
Pa(x) = P(—zx)=0, 
Ps(z) = :"P ( —À) = 0 


et supposons que les limites supérieures de leurs racines positives 


sont respectivement R;, R: et R3. Alors le nombre F constitue 


évidemment la limite inférieure des racines positives de l’équa- 
tion (2), c'est-à-dire toute racine positive x* de cette équation, si 
elle existe, vérifie l'inégalité 
1 
A, <T<R. 


’ 1 ; 
D une façon analogue les nombres —R; et — R, sont respective- 


ment les limites inférieure et supérieure des racines négatives de 
l'équation (2), c'est-à-dire toute racine négative zx” de cette cqua- 
tion, si elle existe, vérifie l'inégalité 
: 1 
— R< zx ER 
Indiquons certains procédés simples pour la recherche d’une 
limite supérieure À des racines positives de l'équation (2), en don- 
e L # e 
nant certains d'entre eux sans démonstration. 


Théorème de Lagrange. Soit a >0eta, (k > 1) 
le premier des coefficients négatifs * du polynôme P (x). On peut alors 
prendre comme limite supérieure des racines positives de l'équation (2) 


Le nombre 
k 
-] Er: 


où B est la plus grande des valeurs absolues des coefficients négatifs 
du polynôme P (x). 


Démonstration. Soit > 1. Si tout coefficient non 
négatif &, - .., 4x1 du polynôme P (x) est remplacé par un zéro, 
et tout autre coefficient &z, @x41, ..., @&, par un nombre négatif —B, 
la valeur du polynôme (1) ne peut que diminuer et donner lieu 


* Si le coefficient de ce type n'existe pas, c'est-à-dire si tout coefficient 
du polynôme P (x) est non négatif, le polynôme P (x) n’a pas de racines posi- 
tives. 
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à l'inégalité 
P(z)>a07"—B(2" "Hat hit... +1) = ar" —B 


an-R+1 4 
z—1 
Il en résulte avec zx > 1 
à B 
P(xr)> ax" — — 


—… 


A-h+1 — 
TL 
1 


[aoz*""(z—1)—B1> 


[ao (x — 1 — B]. 


Par conséquent, pour 
PB 
z>1- V ——R 
ao 


P (2) > 0, 


ce qui signifie que toute racine positive z* de l'équation (2) vérifie 
l'inégalité 


on a 


z* LR. 


S 3. Méthode des sommes alternées 


L'idée de la méthode de Lagrange peut être généralisée de la 
façon suivante: soit le polynôme P (x) rangé d'après les puissances 
décroissantes de la variable x, son coefficient du terme principal 
ao > 0. Mettons P (x) sous forme d'une somme alternée 


P (2) = Qi (2) — Q2 (x) + Qs(x) — Qi (2) +... 
+ Qrm-1 (2) — Qrm (2), 
où O; (x) est la somme des termes consécutifs du polynôme P (x) 
à coefficients positifs à partir de az", — Q, (x) la somme des termes 
consécutifs du polynôme P (x) à coefficients négatifs adhérant 
‘immédiatement aux termes de la première somme, etc., le dernier 
terme — Qm (x) étant composé d'éléments à coefficients négatifs 
ou étant identiquement nul. 
Désignons par c; (j = 1, 2,..., m) les nombres positifs tels que 


Q2-1 (C5) — Qz (c5) > 0 (1) 
(j = 1,2,...,m). On peut alors admettre comme limite supérieure 
des racines positives de l'équation (2) (cf. $ 2) le nombre 
R = max (c4, Co, . . ., Cm). (2) 
En effet, posons: 
Qa3-1 (Z)— Qes (2) = 0P) 2 + DPI + PEU P HI 


(5) ,nj- (3) ,n;—-p—1! ] 
ET SE SE ee 0 Le 


nj-Pp-q+i 
L 
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où 
PDO  (s=1,2,..., p+0), 
en outre, bo — 0 (J=1;2,:::;m). 
En posant r>0,0ona 
Qu (e)— Qui (x) = 24 (bar + DSP +. 400) — 
(2) bÜ) 
(se bp2 ns. 2e )]. (3) 


Il vient de la formule (3) que les fonctions @;-1(r7) —Qo; (x) 
(j—=1,2, ...,m) croissent avec l'augmentation de zx. Par consé- 
quent, pour z>c>0, on à 


Q23-1 (x) — Q25 (x) > O1 (C5) — Que) > 0 
On en tire pour r>R 


P(x)= À [Q25-1 (x) — Q25 (x) 0, 


donc toutes les racines positives z* de l'équation (2) du $ 2 véri- 
fient la condition 


z' LR. 
Exemple. Déterminer les limites des racines réelles de 
l'équation 
2x° — 100z2° + 2x — 1 = 0. (4) 
Solution. lcias — 2 et À — max (100, 2, 1) — 100. D'après 


le théorème 2 du $ 1 la limite supérieure R des racines positives de 
l'équation (4) s'écrit donc 
100 


R=1+É=1+ TS =51 


En appliquant le théorème de Lagrange et en tenant compte du 
fait que 


ax = a3 = —100 et B — max (100, 1) = 100, - 


on obtient pour la limite supérieure des racines positives une esti- 
mation bien meilleure 


R=1+ y 10 —1+950% 4,7. 


Enfin, en utilisant la méthode des sommes alternées, on trouve 
22° — 1097? = 22? (2 — 50) > 0 
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pour 2>Y 50 (par exemple pour zx>3,7) et 
1 


2r—1= 2 (x) > 0 avec => 0,5. 


Par conséquent, on peut adopter 
R = max (3,7; 0,5) — 3,7. 


Pour déterminer la limite inférieure r des racines positives de 
l'équation (4), posons 


LTL=—, 


L'équation (4) se met alors sous la forme 
y® — 2yt + 100ÿ — 2 = O0. 
On a successivement : 


y —2f = y" (y —2)>0 pour y>2 
et 


100y° — 2 = 100 (y* — 0,02) > 0 pour y > 0,8. 


Par conséquent, 
R; = max (2 ; 0,3) = 2 
et - 


Pour trouver la limite des racines négatives de l'équation (4) 
posons : 
ZT — —2. 
D'où ï 
225 + 10z° + 22 + 1 = OC. (4°) 


Les coefficients de l'équation (4”) étant positifs ou nuls, cette équa- 
tion n'a pas de racines positives et, par conséquent, l'équation (4) 
n'a pas de racines négatives. 


$S 4. Méthode de Newton 


Théorème de Newton. Si pour x=c>0 le poly- 
nôme P (x) et toutes ses dérivées P" (x), P" (x), ..., P® (x) sont non 
négatifs : 

P()>0 (k—=0,1,2,...,n), (1) 


et P® (c) = nlao > 0, alors R = c peut être considéré comme la 
limite supérieure des racines positives de l'équation 


P (x) = 0. (2) 
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Démonstration. Sizxz>cet que l’on tienne compte de 
l'inégalité (1), la formule de Taylor entraîne 
, (n) 
P(z)= P(e)+ P'()(z—0)+ + (y > 0. 
Par conséquent, toute racine positive z* de l'équation (2) vérifie 
l'inégalité 
z' << c. 

Remarque. Pour appliquer en pratique le théorème de 
Newton, on cherche par la méthode des tests (en utilisant, par 
exemple, le schéma de Hôrner) une suite croissante des nombres 
positifs 

0 <<<: , +: K Cn-1 K Cns 


qui vérifient les inégalités 
Pb (c;) 
PET (c2) 


V V 


Les nombres de ce type existent car on a pour & > 0: 
PC (x) + + 00 (m = 0, 1, 2, ..., nr —1) 


quand Zz—> +oo. Finalement on peut admettre c = c;. 
En effet, puisque 
P® (z)=n!a>0, 
la fonction P®-b (x) est croissante et, par conséquent, pour z > « 
on a: 


PAL (x) > PA (4) > 
Cette dernière inégalité entraîne que la fonction Pr-? (x) est 
croissante dans l'intervalle {c;, + oo), donc on obtient pour zx > « > 
> Ci: 
Pin (x) > Pn-1 (co) > 0 
En reprenant ce raisonnement plusieurs fois de suite, on voit enfin 


que P (zx) est une fonction croissante dans l'intervalle [c,_,, + co) 
et donc on a avec T > Cn > Cn-1: 


P()> P (c«) 2 0. 
Par suite, z* < c,. 


Exemple. Considérons l'équation donnée au $ 3 
P (x) = 22° — 10071? + 2x —1 = 0. 
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P' (x) = 10z* — 200zx + 2, 
P" (x) = 407 — 200, 

P" (x) = 1207°, 
PIV (x) = 2407, 

PV (x) = 240. 


Il est clair que P" (2) > 0, PV (2) > 0, PV (x) > 0 pour zx > 0. 
On a: 
P'(x) = 40 (# —5)>0 ave r > 2, 


Posons © = c2 = cs = 2. Puisque 

P" (2) = 10-16 — 200.2 + 2 <0, 
on détermine le signe du nombre 

P" (3) = 10-81 — 200.3 +2 > 0. 

On peut poser c; = 3 Ensuite, on a: 
P (3) = 2:-243 — 100 -9 + 2.3 — 1 <0; 
c'est pourquoi on calcule: 
P (4) = 21024 — 100 -16 + 2-4 — 1 > O0. 


Donc c; = 4. Ainsi la limite supérieure des racines positives de 
l'équation considérée est 
R = 4. 


L'estimation donnée par la méthode de Newton est plus précise 
que celle de Lagrange exposée dans ce qui précède, mais moins 


précise que l'estimation donnée par les sommes alternées (cf. exem- 
ple du $ 3). 


$ 5. Nombre de racines réelles d’un polynôme 


Une fois qu’on a établi les limites des racines positives et néga- 
tives de l'équation algébrique 


P (x) = 0, (1) 


où P (x) est un polynôme donné, la question qui se pose est de savoir 
quel est le nombre de racines réelles de l’équation donnée dans un 
certain intervalle connu (a, b). 

L'idée générale du nombre de racines réelles de l'équation (1) 
dans l'intervalle (a, b) est donnée par la courbe de la fonction y — 
— P (x) (fig. 43), où les racines z;, z2, z; sont les abscisses des points 
d'intersection de la courbe avec l’axe Oz. 
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Notons les propriétés simples d’un polynôme entier. 

1) Si P (a) P (b) <0, il y à dans l'intervalle (a, b) un nombre 
impair de racines du polynôme P (x) qui tiennent compte de leur 
multiplicité ; 

2) Si P (a) P (b) > 0, soit les racines du polynôme P (x) n’exis- 
tent pas dans l'intervalle (a, b), soit leur nombre est pair. 

La solution exhaustive du problème sur le nombre de racines 
réelles d’une équation algébrique dans l'intervalle considéré est 

PES par la méthode de Siturm 
y L 1], [2]. 
y=P) Introduisons au préalable la 
notion du nombre de changements 
de signes dans une suite numérique. 


Définition. Soit une suite 
O\ Jx1 X3 X finie de nombres réels différents du zéro 


Ci Co se 0 (nr > 2). (2) 


On dit que deux éléments consécutifs 

Chr Ch+1 de la suite (2) présentent un 

changement de signe si leurs signes 
Fig. 43. sont contraires, c'est-à-dire si 


ChCh+1 CO. 


Le nombre total de variations des signes de tous les couples d'élé- 
ments consécutifs Cp, Cnys (4% —= 1, 2, ..., n —1) de la suite (2), 
s'appelle nombre de changements de signes dans la suite (2). 

Composons pour le polynôme considéré P (x) la suite de Sturm 


P(x), Pix), ..., Pa(x), ..., Pm (2), (3) 


où P; (x) = P” (x), P; (x) est le reste de la division du polynôme 
P (x) par P,; (x) pris avec le signe opposé, P;, (x) est le reste de la 
division du polynôme P, (x) par P, (x) pris avec le signe opposé, etc. 
Les polynômes Pr (x) (k = 2, ..., m) peuvent s ‘obtenir à l'aide 
de l' algorithme d'Euclide légèrement modifié ; si le polynôme P (x) 
n'a pas de racines multiples, le dernier élément P, (x) de la suite 
de Sturm est un nombre réel non nul. Notons que les éléments d'une 
suite de Sturm peuvent se calculer à un facteur numérique positif 
près. 

Désignons par W (c) le nombre de changements de-:signes de la 
suite de Sturm pour z = c, les éléments nuls de cette suite étant 
éliminés. 

Théorème de Sturm. Si le polynôme P (x) n'a pas de 
racines multiples et que P (a) 0, P (b)=Æ0, le nombre de ses racines réel- 
les N (a, b) dans l'intervalle a <<zx <b est égal exactement au nombre 
de changements de signes perdus dans la suite de Sturm du polynôme 
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P (x) lors du passage de x = a à x = b, soit 
N (a, b) = N (a) — N (b). (4) 
Corollaire 1. Si P(0)-0, le nombre W, de racines 
positives et le nombre N _ de racines négatives du polynôme P (x} 
sont respectivement 
N+ = N (0) — N (+ 0) 


N-=N(—o) —N (0). 


Corollaire 2. Pour que toute racine du polynôme P (x) 
de degré nr qui n’a pas de racines multiples soit réelle, il faut et il 
suffit que 


et 


N (—0o0) — N (+00) = n. 
Ainsi, si 
P (2) = ao" + az 1 +... + Ans 

où ap >> 0, toute racine de l'équation P (x) = 0 est réelle si et 
seulement si 1) la suite de Sturm compte le nombre maximal nr + 1 
d'éléments, c'est-à-dire si m =n; 2) les inégalités P4 (+ oo) > 0 
(4 = 1, 2, ..., nr) sont respectées, c'est-à-dire si le coefficient du 
terme principal de toutes les fonctions de Sturm P, (x) est positif [1]. 

Exemple. Déterminer le nombre de racines positives et 
négatives de l'équation 


a — 4x +1 =0. (9) 
Solution. La suite de Sturm s'écrit 


P(x) = — 4x +; 


Pix) = 2 —1; 
P3 (x) = 3x — 1; 
P3(2) = 1; 


d'où l’on tire 
N (—00) = 2, N (0) =2, N(+o) = 0. 
Par conséquent, l'équation (5) possède 
N+ = 2 — 0 — 2 


N_-=2—-2—=0 


racines négatives. Donc deux racines de l” équation (5) sont complexes. 

Une suite de Sturm permet de séparer les racines d'une équation 
algébrique en divisant l'intervalle (a, b) contenant toutes les racines 
réelles de l'équation en un nombre fini d'intervalles partiels (œ, B) 


tels que 
N (a —N(B) =1. 


racines positives et 
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$ 6. Théorème de Budan-Fourier 


La construction d’une suite de Sturm imposant en général des 
calculs de grande taille, pour calculer le nombre de racines réelles 
des équations algébriques on se borne en pratique aux procédés 
particuliers plus simples. 


Généralisons la notion du nombre de changements de signes dans 
une suite numérique. 

Définition. Soit une suite finie de nombres réels 
Ci Co ses Ce, (1) 
où cc: 0 et cn 5. 

A ppelons nombre inférieur N de changements de signes de la suite (1) 
le nombre de changements de signes de sa sous-suite obtenue en suppri- 
mant les éléments nuls. 


Appelons, d'autre part, nombre supérieur N de changements de 
signes de la suite (1) le nombre de changements de signes de la suite (1) 
transformée de façon que tout élément nul 

Ch = Ch eee = Chr = 0 
(ch-1 0, cry 0) soit remplacé par un élément Chi (i = 0, 1, 
2, ..., l —1) tel que 
sgn Chi = (—1)"-{ sen cr (2) 

Il est évident que si la suite (1) ne possède pas d'éléments nuls, 
le nombre Ÿ de changements de signes de cette suite _coïncide par 
définition avec ses nombres inférieur V et supérieur V de change- 
ments de signes: , 
toutefois, en général N > N. 


Exemple 1. Déterminer les nombres inférieur et supérieur 
de changements de signes de la suite 


1, O0, 0, —3, 1. 
Solution. En négligeant les zéros on obtient: 
N = 2. 


Pour calculer #W d’après la formule (2) composons le système 


1, — &, €, — 3, 1, 
où 8 > 0. On en tire 


N = 4. 


Théorème de Budan-Fourier. Soient deux nombres 
a et b (a << b) qui ne sont pas des racines du polynôme P (x) de degré n. 
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Alors le nombre N (a, b) des racines réelles de l'équation 
P (x) = 0, (3) 


comprises entre a et b, est égal au nombre minimal AN de changements 
de signes perdus de la suite des dérivées successives 


P (x), P'(2),..., PE (x), PM (x) (4) 


«= 


dors du passage de x — a à x — b ou inférieur au nombre AN d'un 
aombre pair, c'est-à-dire 


N (a, b) = AN — 2, 


» 


où 

AN = N(a) —N (b) 
et N(a) est le nombre inférieur de changements de signes de la 
suite (4) avec z = a, NN (b) le nombre supérieur de changements de 
signes du système avec z = b(k = 0,1,...,E (S)) (cf. [1)). 


On suppose que chaque racine de l'équation (3) soit prise avec 
son ordre de multiplicité. Si les dérivées P‘ (x) (k = 1,2,...,n) 
ne s’annulent pas pour z = a et z = b, le calcul des signes devient 
plus simple et, notamment, 


AN = N (a) — N (b). 
Corollaire 1. Si AN = 0, entre a et b l'équation (3) 
n’a pas de racines réelles. 


Corollaire 2. Si AN = 1, entre a et b l'équation (3) 
contient exactement une racine réelle. 


Remarque. Pour calculer le nombre de changements de 
signes perdus A de la suite (4), on fait appel au schéma de Hôrner 
en composant deux développements: 


P(a+h) = ao + œh + oh +... + ah" (5) 


P(b+h) = Bo + Bi + Bat +... + Bh". (6) 
Soit N (a) le nombre inférieur de changements de signes des coeffi- 


cients du développement (5) et, respectivement, N (b), le nombre 
supérieur de changements de signes des coefficients du développe- 
ment (6). Etant donné que 


PC) (a) Pc) (b) 
BST or ME 


et 


(A0 T2 on) 


les signes des nombres «4 et B, coïncident avec ceux du système (4) 
pour z = a et z = b. Donc 


AN = N (a) — N (b). 
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Exemple 2. Déterminer le nombre de racines réelles de 
l'équation 
P(1 = —-# +2 —3—=0 (7) 
dans l'intervalle (0, 2). 


Solution. Ici NV (0) est évidemment le nombre de change- 
ments de signes de la suite 


— 3, 2, —1, 1, 
c'est-à-dire 
N (0) = 3. 
Le développement P (2 + h) s'obtient en appliquant le schéma 
de Hôrner 
4 —1 2 +3 12 
2 2 8 Ê 
1, 1 4  f5] 
2 6 
1 sf. 
2 


Par conséquent, NW (2) est le nombre de changements de signes 


de la suite 
9, 10, 5, 1, 
ce qui donne 4 (2) = 0. 


On en tire 
AN = N (0) —N (2) = 3. 
Ainsi dans l'intervalle (0, 2) l'équation (7) possède trois ou une 
racine réelle. 


Théorème de Descartes. Le nombre de racines posi- 
E L » . # . 
tives dune équation algébrique 


P (x) =açz" + ax" +..,. +a =0 (Go 5€ 0), (8) 


chaque racine étant prise avec son ordre de multiplicité, est égal au 
nombre de changements de signes de la suite des coefficients 
Apr is ns ee +9 On (9) 


(les coefficients nuls étant omis) ou inférieur à ce nombre d'un nombre 
pair. 
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Le théorème de Descartes est l'application du théorème de Budan- 
Fourier à l'intervalle (0, “<+oo). En effet, comme 


PH (0) = klayx (k—0,1,..., n), 


la suite (9) est, à des facteurs positifs près, l’ensemble des dérivées 
P% (0) (4 = 0, 1, 2,..., n) rangées suivant leurs ordres décrois- 
sants. C'est pourquoi le nombre de changements de signes de la 
suite (9) est égal à N (0), les coefficients nuls n'étant pas pris en 
considération. D'autre part, les dérivées P(® (+ oo) (4 = 0, 1, 
2, ..., nr) ont évidemment le même signe et, par conséquent, 
N (+00) = 0. On a donc: 
AN = N (0) —N(+c) = M (0) 


en outre, d' après le théorème de Budan-Fourier, le nombre de racines 
positives de l'équation (8) est soit égal à AN, soit lui est inférieur 
d'un nombre pair. 


Corollaire. Si les coefficients de l'équation (8) sont non 
nuls, le nombre de racines négatives de cette équation prises avec 

leur ordre de multiplicité, est égal au nombre de permanences des 
signes des coefficients du système (9) ou inférieur à ce nombre d'un 
nombre pair. 

Si on applique le théorème de Descartes au polynôme P (— x), 
la démonstration de cette proposition est immédiate. 

Indiquons encore une condition nécessaire pour que toutes les 
racines du polynôme soient réelles. 


Théorème de Huat. Si l'équation 
aot" + az" ll Hart +... +a, —=0 (10) 


possède des coefficients réels et toutes ses racines sont réelles, le carré 
de tout coefficient non extrême de cette équation est supérieur au produit 
de ses coefficients voisins, c’est-à-dire 


ai > AR -10n+1 (x —= 1, 2, ss NN — 1). 
Corollaire. Sil existe À tel que 
aÿ, < Ah-14h+1) 
l'équation (10) possède au moins un couple de racines complexes. 
Exemple 3. Déterminer les racines de l'équation 
2% + 8x° — 12x° + 104x — 20 — O0. (11) 
Solution. Etant donné que 
(—12}* <8 -104, 
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l'équation (11) compte des racines complexes et, par conséquent, 
le nombre de racines réelles de cette équation n'est pas supérieur 
à deux. La série des coefficients de l'équation (11) donne lieu 
à AN = 3 changements de signes et AP = 1 permanence des signes. 
On déduit du théorème de Descartes et de son corollaire, en tenant 
compte de la présence des racines complexes, que l'équation (11} 
a une racine positive, une racine négative et un couple de racines 
complexes. 


$ 7. Principe de la méthode de Lobatchevski-Graeîffe 
Considérons l’équation algébrique de degré nr 
at" + ar" l +... +a, = 0, (1} 


où ao Æ 0. Supposons que les racines zx, z2, . . ., x, de l'équation (1} 
soient telles que 


[ml Iz2lDlzslS... Sir (2) 


c'est-à-dire les racines ont des modules différents, chaque racine 
précédente étant bien plus grande en module que la racine ulté- 
rieure *. Autrement dit, le rapport 
de deux racines voisines quelcon- 
ques, dans l’ordre de décroissance 
de leurs numéros, est une grandeur 
petite en module 


(3} 


Tn = En-12n-1) 


où |e,| <<e et e est une petite 
grandeur. Pour abréger nous dirons 
Fig. 44. que les racines de ce type sont 
séparées (fig. 44). 
Utilisons maintenant les relations entre les racines et les coeffi- 
cients de l'équation (1) ($ 1) 


l _ EL 
Lita tk... HT = — Fr. 


a2 
Lilo + Lila + ee FTnnln = ac 


a 
Lilo. In=(—1} —. 


* Si les coefficients de l'équation (1) sont réels, la condition (2) entraîne 
que toutes les racines de l'équation (1) sont réelles. 
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Les Hypothèses (3) entraînent : 
a (+E)=-<, 


ao 


TiTo (1 + Eo) = ; 


(4) 


où ÆE,, E>, ..., E, sont des grandeurs petites en module devant 
l'unité. En négligeant dans les égalités (4) les grandeurs E}; 
(k=1,2,...,n), on obtient des relations approchées 


a; 
Ti — Pme ’ 
LT Ÿ2 
12 — , (5) 
__ 4)! an 
Lits ss Ta =(— ) — + 
ao 
D'où les racines recherchées 
a! 
Li—= — ao ’ 
T= —" 
a (6) 
an 
z pn 
? An—1 ÿ 


En d'autres termes, si les racines de l'équation (1) sont séparées 
elles sont définies approximativement par la chaîne des équations 
linéaires 

Got + & = 0, 

dZ2 + dr = 0, 


Ann + An = 0; 


par ailleurs, ces racines sont d'autant plus exactes, que dans les 
relations (3) les grandeurs e, sont plus petites en module. 

Pour obtenir la séparation des racines, on compose en partant 
de l'équation (1) une équation transformée 


a y" +at y" 1+...+ar =0, (7) 
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dont les racines y, Y2, . .., Yn Sont les m-ièmes puissances des 
TACines Zi, Lo, + + + Zn de l'équation (1) 


Uh = Th (1,2. 0): (8) 


Si les racines de (1) que nous considérons dans l’ordre de décrois- 
sance des modules sont différentes en module, les racines de (7) 
pour m suffisamment grand sont séparées du fait que 


= ( 


m 
| — 0 lorsque 77 —+ co. 
Yh=—1 Th—1 


Soit, par exemple, 
Li 2; LT = 19: TZ; = 1. 
Avec m —= 100, on a: 
ÿy1 = 1,27 10%; y2 = 4,06 10"; y3 = 1 
et donc 
222 3,2.1074; 13—2,5.10718. 
ÿ1 Y2 


Il est d'usage de choisir pour exposant m la puissance du nom- 
bre 2, c'est-à-dire on pose m — 2P, où p est un nombre naturel: 
la transformation elle-même se fait en p étapes dont chacune con- 
siste à composer une équation à racines qui sont des carrés des racines 
de l'équation précédente. 

Le calcul approché des racines y, (k = 1, 2, ..., r) permet 
également de déterminer d'après les formules (8) les racines de 
l'équation initiale (1). La précision des calculs est d'autant plus 
grande que le rapport des modules des racines voisines de l'équation 
transformée est plus petit. | 

Le principe de cette méthode a été énoncé par Lobatchevski, 
et le schéma commode du calcul pratique est proposé par Graeffe. 

Le mérite de cette méthode est que son application rend inutile 
la séparation des racines au sens du chapitre IV ($ 1). Il ne faut 
que realiser l'élimination des racines multiples par l’artifice décrit 
au $ {. Le calcul des racines lui-même se fait par un mode uniforme 
et régulier. Nous verrons plus loin que cette méthode permet égale- 
ment de calculer les racines complexes. Son inconvénient est la 
mise en œuvre de grands nombres. De plus, la vérification des calculs 
n’est pas assez sûre et l'estimation de la précision du résultat obtenu 
est plutôt difficile. 

Constatons que si les racines de l'équation (1) sont distinctes, 
alors que les modules de certaines d’entre elles sont voisins, la con- 
vergence devient très lente. Dans ce cas il faut considérer les racines 
comme égales en module et recourir à des procédés de calcul spéciaux. 


$ 8.] ÉQUATIONS ASSOCIÉES AUX CARRÉS DES RACINES 1717 


$ 8. Équations associées aux carrés des racines 


Montrons maintenant comment composer sans peine une équa- 
tion dont les racines sont les carrés des racines de l’équation algé- 
brique donnée, pris avec le signe moins. On prend le signe moins 
pour rendre plus commodes les calculs en évitant. au possible l’appa- 
rition des coefficients négatifs. 

Pour abréger appelons quadratisation le processus de réduction 
des racines x, (k = 1, 2, ..., n) aux racines 


YR = — The (1) 
Soit 
P (x) =agz" + ax" +... +a, =0 


l'équation donnée où a; 5 0. 
En désignant par x;, z:, . . ., z, les racines de cette équation, 
on a: 


P (x) = ao(z —x)(z —22)...(z — r). 
Il s'ensuit 
P(—z) =(—1)"ao(z + x) (x + 22)... (x + mi). 
Par conséquent 
PHP (—-2) = (t'a — 2x) (à —z)...(# —z). (2 
En posant 
y = —%, 
on obtient en vertu de la formule (2) le polynôme 
QwW =P(@P(—->2), 
dont les racines sont les nombres 
Yn = —2  (k=1,2,...,n). 
Puisque 
P(—zx) =(—1)" lagx" — ax! + ar? —,,, + (—1)'a,l, 
la multiplication des polynômes P (x) et P (— zx) conduit à 
P (7) P(—zx)=(—1)" air" — (a? — 2aça2) °° + 
+ (a; — 2403 + 2açui) 7 —... + (—1)" al. 
Par conséquent, l'équation qui nous intéresse s'écrit 
Q (y) = 40" + A1y° 7 + A2y +... + 4n = 0, 
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où 
Ao = &;, 
A; = ai — 2aç@2, 
A3 = 4; — 24,3 + 2aoui, 
An = 4}. 

Voici une écriture plus compacte: 
k 


An = a + 2 2: (— 1) an-sants (k=0,1,2,...,n), 


où l’on suppose que a, — 0 avec s 0 et s> n. 


Règle. Chaque coefficient de l'équation transformée par la 
quadratisation des racines est égal au carré de l'ancien coefficient moins 
le double du produit des coefficients, qui lui sont voisins, plus le double 
du produit des coefficients adjacents à ces derniers (respectivement 
à gauche et à droite), etc., les coefficients manquants étant considérés 
comme nuls, 


$ 9. Application de la méthode de Lobatchevski-Graeffe 
au cas des racines réelles distinctes 


Soient les racines z1, z», . . ., x, de l'équation de degré n à coef- 
ficients réels 
ao" +ar"l+...+a =0 (1) 
qui sont réelles et différentes en module. Rangeons-les dans l’ordre 
de décroissance des modules: 


Inl>iz1>...>lal 


En appliquant successivement le processus de quadratisation des 
racines, composons l'équation 


boy" + by" 1 +... + bn = 0, (2) 
dont les racines sont les nombres 
y = —x2? (614,2, n) (3) 


Si p est suffisamment grand, les racines y, y2,° ..., y, sont 
séparées et d’après les résultats du $ 7, elles peuvent être déterminées 
à partir de la chaîne des équations linéaires 


boys + bi = 0, 


bn -iYn + bh = 
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On en tire: 
LP PSE 
n=+V un Ve (=1,2,...,n); (4) 


les signes des racines x, sont déterminés par une approximation 
grossière lors de la substitution dans l'équation considérée ou d’après 
les relations entre les racines et les coefficients des équations. En géné- 
ral, le processus de quadratisation se poursuit tant que les doubles 
produits ne cessent d'intervenir dans les premiers termes principaux 
des coefficients de l'équation transformée. 


Règle. Si par suite de l'annulation de doubles produits les 
coefficients d'une certaine équation transformée sont, dans les limites 
de la précision des calculs, égaux aux carrés des coefficients respectifs 
de l'équation transformée précédente, le processus de quadratisation des 
racines doit être arrêté. 


En effet, si l'équation transformée correspondant au 2P*l-jème 
degré est de la forme 
Coz" +214... +ce =0 
et que les relations 
Cn = bi (k—=0,1,2,...,n), 


soient observées, on a évidemment: 


2PH p—  P 
[zx |= V4 = Wa. 
Ch-1 bx-1 
Ainsi, dans ces conditions nous ne pouvons pas améliorer la préci- 
sion du calcul des racines. 

Puisque dans le cas de l’application de la méthode de Lobatchev- 
ski-Graeffe les coefficients des équations transformées croissent 
en général rapidement, il est utile de dégager leurs ordres en notant 
les coefficients sous forme normalisée & «10, où | «| << 10 et m est 
un entier. Dans les calculs imposant une précision élevée, on utilise 
avantageusement les logarithmes (cf. [5l). 


Exemple. Calculer par la méthode de Lobatchevski-Graeffe 
les racines de l'équation 


2 — 3x + 1 = 0. (5) 
Solution. Les résultats des calculs avec quatre chiffres 


significatifs sont portés sur le tableau 8. 
En s'’arrêtant à la 64-ième puissance des racines, on a 


— 2" + 3,445 A0! = 0, 
— 3,445 AO .z%t + 2,486 10% — O, 
— 2,486 10% 2% + 4 = 0. 


12° 
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Tableau 8 
Calcul des racines réelles par la méthode de Lobatchevski-Graeffe 
Puissances xs x° | x | x0 
4 1 0 —3 1 
0 9 
6 | 0 
: 36 si | 
—18 | —12 | 
4 1 18 69 1 
3,24-102 | 4,761 -103 
—1,38-107 f —0,036. 10% | 
8 1 1,86-102 4,725-103 1 
3,460-104 2,233-107 
—0,945-10 | () 
16 1 2,515- 101 2,233-107 1 
6,325-.108 | 4,986-1011] 
—0,447-108 0 j 
32 1 5,878: 108 4,986. 1011 1 
3,455. “1017 ) 2 486.107? 
—0,010-1017 0 | 
64 1 3,445-1017 2,486-1029 1 
1,187: Re ee 
128 1 1 re 1035 6,180- 1058 1 


Il en résulte 
n=+)3,445.10", 


es 2,486 12 
Nine Li | 
64 
—29 
Te + | 3x TE 107. 


En prenant les logarithmes : 
g|r|= 21758719 — 0,27402, 
lg 4"11,85831 — 0,18528, 


8] zs| =g"(—29,39550) — 1,54070, 
et, par conséquent 
x = +1,879; 
Lo — +1,932 ; 
La — 0,347. 
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Pour établir les signes des racines, notons que d’après la règle 
de Descartes, l'équation (5) a une racine négative et deux racines 
positives *, de plus 

Zi + T2 + zs = 0. (6) 


Donc la racine de module maximal doit être négative et on a fihale- 
ment 


TZ = — 1,879, 
To —= 1,532, 
Ta — 0,347, 


la relation (6) étant respectée dans les limites de la précision imposée. 
A titre de comparaison, donnons les valeurs des racines fournies 
par la formule de Cardan: 

z, = 2 cos 160° = — 1,87938 ; 

z: = 2 cos 40° — 1,53208 ; 

zs = 2 cos 80° = 0,34730. 


Remarquons que dans notre cas le calcul des racines est un peu 
simplifié, car les coefficients extrêmes de l'équation sont égaux à 1. 
En général, pour appliquer la méthode de Lobatchevski-Graeffe 
on recommande de transformer au préalable l’équation de façon 
à rendre le coefficient du terme principal égal à un et le terme cons- 
tant à +1 (cf. (5). 


$ 10. Méthode de Lobatchevski-Graeffe pour le cas 
des racines complexes 


Généralisons maintenant la notion de séparation des racines. 
Soit les racines 21, Z2, . .., 7, de l'équation 


Got" + li+... +a, =0 (1) 
qui satisfont aux conditions 


Iul2lz12>... 2l2ml D ITmtil > lImp2l>... > la 
(2) 
Autrement dit, on suppose que les racines de l’équation (1) puissent 
être rangées en deux catégories (groupes) : 
Lis Toy + es Tm (m <n) 
et 
Tm+1s Tm+ 2 ss Tr 


* On tient compte du fait que l'équation P (x) == 2° — 3r + 1 — 0 a des 
racines positives puisque P (0) > 0 et P (1) € 0. 
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de façon que les modules des racines de la première catégorie soient 
très grands par rapport à ceux des racines de la deuxième catégorie 
(cf. ‘ig. 45 où les racines se situent dans des domaines hachurés, 
alors que l’intérieur de l'anneau circulaire non hachuré est privé 
de racines). 

Ecrivons les m premières relations entre les racines et les coeffi- 
cients de (1): 


: a 
TH tot + Zm + (mis + +an)= +, 


&s 
LiLo + Lilas +... + Tm-1Tm + (ZmEmai + +. + Tn-1Tn) es , 


. ee 0e 0 ee ee ee ee ee 


—(—qy 

—(—1) Pr 
Si l’on néglige dans les dernières égalités les termes entre parenthèses 
relativement petits en module, on obtient les relations approchées 


Titre t... Lim ——, 


[2] 
TaLo L Tita + ... + Tmu1Tm—=—?, 
1T2 + Lits + + Tm-1Tm rs (3) 


Am 
Lilo eue Em=(—1)" ——. 
12 2 + Em = (— 1)" 28 | 
On en déduit que les racines x,, x, 
. + Im de la première catégorie (aux 
grands modules) sont les racines 
approchées de l'équation 


Fig. 45. aol" + ar" l+...+am —=0. (4) 


Les nr — m relations restante: entre les racines et les coefficients 
de” l'équation (1) donnent: | 


Lilo... Tm(TImw FF Tma2 +... + Zn) + 

+ Lots ee TmpiEmi2 + ee + En-mEn-my + En = — 1) “EL 
LiT2 o.. Tm(TmyTim42 + LÉ Tn-1ln) + 

ÉTiTss se nudnistinss usa limits tn= (1) “ne : 


n An 
Lilo see Talmat eos Tan =(—1) ri. 
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Eliminons dans les dernières égalités les termes relativement petits 
en module pour obtenir des relations approchées 


a 
LiTo - +. Tm (Tm+1 FT Tm+2 + ++. FT) =(—1)"* EE. 


t a es 
TiTo ++ Zm (ImHTmi2 + +. + Tnln) = (— 1) a: 


a 
Tao . Tmlm+i CRC 2 De 


On en tire en utilisant la dernière relation donnée par les formu- 


les (3): 


Am+1 
Tm+2 FTm+s + -.. Hin = — 2. 
Am+2 
Tm+1Tm+2 + . + Zn-1Tn = a. , { (5) 


ni An 


Par conséquent, les racines Zmi1, Æm+2s + - «, Zn de la deuxième 


calégorie (aux modules petits) sont approximativement les racines 
de l'équation 


GT PR Gr EE sb. = 0: (6) 
Dans les conditions considérées, l'équation (1) se décompose ainsi 
en deux équations de degrés inférieurs, dont chacune définit appro- 
ximativement les racines appartenant à l’une des catégories. 
Un raisonnement par analogie conduit à la conclusion que si 
les racines de (1) peuvent former p catégories 
Lio Lo) ss Im: ) 


Tmi+1) Tmi+2) sy Tme) 


Tm p—1+1 1 Tmp-1+2: se, Tmp 
(Ms + Mo + . +-Mp ="), 


telles qu'elles vérifient la condition 
[nl>12l>... >] 2m | D mil | mp2] > +. 
> 12m D |Tmpiti| >] Tmpst2 > +. >] Tmpl. 


qui, pour les modules des racines de plus bas rangs, consiste à dépasser 
nettement en module les racines de rangs plus élévés (ce qui nous auto- 
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rise de dire que ces racines sont séparées au sens de groupe), alors les 
racines de chaque catégorie peuvent être déterminées approximative- 
ment d apres les équations correspondantes 


dpt arm it... Lam —<0, \ 


Am,T72 + Emy+12 72 Î + . + Tmitme — 0, 


Gmitmet. tmp TP + Emme... tmp TP LL. 


ce. + Amitmet. mp =0, ; 


dont les degrés sont respectivement m,, m2, . . ., mp. En particulier, 
si les racines de (1) sont complètement séparées, les équations (7) 
sont linéaires ; en l'absence des racines de même module, à un couple 
de racines complexes correspond dans l'ensemble des équations (7) 
une équation quadratique, etc. 

Nous allons nous borner ici à l'examen des cas les plus simples 
où l'équation (1), dont les coefficients sont considérés comme réels, 
comporte un couple de racines complexes ou deux couples de racines 
complexes aux modules différents, les modules des racines réelles 
étant différents et autres que les modules des racines complexes. 
Des cas plus généraux sont décrits dans les ouvrages de Krylov [5] 
et de Scarborough [6]. 


$ 11. Cas d’un couple de racines complexes 
Soit 
Tm = U + EV, | 


(1) 


Tm+1 = U — iv | 
(u et v sont réels, v # 0) les racines complexes de l'équation (1) 


du $ 10, toute autre racine x, (k =£ m, k == m + 1) de cette équation 
étant réelle et vérifiant la condition 


IHI>Iæl>...>l2ml=l2mnml>...>lazl. (2) 
Appliquons le processus de quadratisation pour composer l'équation 
boy" + by" +... +, = 0, 

dont les racines sont 
Yn= 2 (k—1,2,...,n). 


Avec un p naturel suffisamment grand, les racines réelles y, . .. 
o..) Ym-ir Ym+2: + + <> Yn SerOnt séparées avec une grande précision 
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et pourront être déterminées à partir des équations linéaires 
boyi + bi = 0, 


bn-2/m-1 + bn: _—— 0, 
bm+iYm+2 + Omt2 = 0, 


bn-1Yn + ba = (. 
Il en résulte 


FF | 
m=+ . (km, km i-1). 


Le processus de quadratisation des racines prend fin lorsque 
l'étape successive fait disparaître, dans les limites de la précision 
imposée, les doubles produits dans les coefficients b,, . .., bn, 
bni1, - - -, bn. Quant au coefficient b,,, les doubles produits à dis- 
paraître en général n'en font pas partie. Il se peut même que ces 
produits soient supérieurs au carré et le signe du coefficient b,, 
soit variable. Cette circonstance est le critère de la présence des 
racines complexes ou des racines égales en module dans l'équation (1) 
du $ 10, le coefficient b,, à comportement irrégulier montrant la 
place de telles racines dans la suite des modules (2). 

Notons que si le coefficient b,, change de signe, l'équation con- 
sidérée a des racines complexes, car dans le cas de toutes les racines 
réelles les coefficients des équations transformées sont évidemment 
non négatifs. 

En vertu de la théorie générale, les racines y,, et Ym41, associées 
aux racines complexes Zm et Zm+1, vérifient approximativement 
l'équation quadratique 


Drn-19* + my + Omy1 = 0. 
Retenons que le coefficient b,, est le coefficient m é d i a n. Comme 


Znthys = WF = Tr, 


r= lt | =|Zr4l 
est le module commun des racines complexes, et 
YmYm+1 — SHARE — (ZxTh41)2? = (r2)#, 
la propriété des racines d’une équation quadratique entraîne 


P _ bm 
du + 
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On en tire le carré du inodule des racines complexes 
2P 


2 bm+1 : 
Fr ——— . s) 
bin-1 


La partie réelle z des racines complexes s'obtient le plus simplement 
à partir de la relation 


Tito t... + Zm-1 + (Tm + Lm+1) + Tm+2 + Fin = =, 


ao 
Il en résulte 
a # 
2U = Tm + TmH = — D Tk 
km 
k£m+i 
et, par conséquent, 
a! | ". 
REmM 
Rm+1 


Le module commun r des racines complexes donné par la formule (3) 
permet de trouver le coefficient v de leur partie imaginaire 


v—Vr—u. (5) 
Les formules (4) et (5) donnent les racines complexes “herchées 
Tm e m+1 —= LU + LU. 


Les racines complexes peuvent être également recherchees sous 
une forme trigonométrique 


Tm. m+1t = 7 (COS P Æ i sin p). 
Exemple. Déterminer les racines de :’équation [7] 
28 + 2$ — 101? — 34x — 26 = 0. (6) 


Solution. Les résultats du calcul avec quatre chiffres signi- 
ficatifs sont donnés par le tableau 9. 

Le tableau 9 montre que les racines réelles z, et x, (dans l’ordre 
des modules décroissants) de la cinquième équation transformée 
(puissance des racines 25 — 32) sont séparées. Ces racines s’obtien- 
nent à partir des équations binômes: 


—z® + 2,005 10% = 0, 
—_2,704 10%7% + 1,901 10% = 0, 


n=+tÿ 2008.00, z=+ j/ pe 10°. 


d'où 
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Tableau 9 
Calcul des racines complexes par la méthode de Lobatchevski-Graeffe 


FAESQRE sé x3 x? | x | x0 
1 4 1 —10 —_ 34 —26 
1 100 1156 
20 68 — 520 
— 52 
2 1 21 116 6 676 
441 4,346.101 4,045. 105 
—239 —2,671.101 | —1,568. 105 
0,135-101 
4 1 209 —41,190.104 2,477:105 4,570. 105 
4,368. 104 41,416.108 6,135-41010 } 
2,380.404 f|—1,035-108 | 1,088-1010 
0,009. 108 
8 1 6,748. 104 3,90.107 7,223-41010 2.088.104 
4,554 .109 4,521.1015 5,216-1021 
—0,078.109 nd | —0,016.1021 
16 1 4,476-109  |-—8,227.1015 5,200. 1021 4,360: 1022 
2,003-1019 6,768-1051 2,704-1013 
0,002.1019 f | —4,655. 1051 0 
0 
32 4 2,005-1019 2,113.1031 2,704 - 1043 1,901 -1045 
4,020. 1038 4,465. 1062 7,312.1085 
0 —1.08:108 | 0 
0 
64 1 4,020. 1038 —6,38.41082 7,312. 1088 3,614. 1090 


En trouvant les logarithmes, on a: 


le |z]= 35° 19,30214 — 0,60319 ; 


lg|z|= 3"(2,27898—0,43201) — 0,05772. 
Par conséquent, 


ZT = +4,010; zx, = +1,142. 


Une approximation grossière montre que la racine x, est positive 
et la racine x, négative. Ainsi, on a finalement: 
z = 4,010; zx, = — 1,142, 


Le coefficient transformé affecté à z° changeant de sign , les racines 
complexes de l'équation considérée x = x: et x — x; sont définies 
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par l'équation trinôme 
2,005 -101%y° + 2,113 -10%1y + 2,704 408 = O0, 


RS 


D'après la théorie générale, le module des racines 


où 


r=|zl=1|z| 


est fourni par la formule (3) 


2,704 a 
= 27%.10% 10F*. 


Il vient 
lg = 2. (24,43201 —0,30211) = 0,75406 
et donc 
r° — 5,6763. 
En posant 


To = U+HIV, Z3a—=Uu — iv, 
la relation 
. Ti + TL + Ts + TU = — 
entraine 


u=+(—1—4,010+ 1,142) = — 1,934. 


Le coefficient de la partie imaginaire v est défini d'après la formule 


v—Vr—u=)5,6763—3,7404 — V 1,9359 — 1,395. 


Par conséquent, 
Lo,3 = — 1,934 + 1,395i. 


Constatons que les racines zx, et z; peuvent être également déter- 
minées par les relations entre les racines et les coefficients de l'équa- 
tion (6), et notamment 

Li + T2 + Ta + Ti = —1À, 

LiToTaeTy = — 26. 
Par suite, en utilisant les valeurs z, et x; obtenues dans ce qui pré- 
cède, on obtient: 
Los — 5,677. 

C'est pourquoi x et zs peuvent être trouvées comme racines d'une 
équation quadratique 

zx? + 3,869x + 5,677 = 0, 
dont la solution donne: 

Lo,s = — 1,934 + 1,391i. 
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8 12. Cas de deux couples de racines complexes 


Soit l'équation (1) du $ 10 qui admet deux couples de racines 
complexes : 
Th = Uy + y,  Tngs = Uy — is 
et 


> Tm = Us + os  Tm+i = Ur — Liz 


de modules différents (ui, t1, u2, v2 réels el , = 0, v2 3 0), toutes 
les autres racines x; (jÆk, jÆk +1, jm, j == m + 1) élant 
réelles, différentes entre elles en valeur absolue, non nulles * et 
de module différent par rapport aux racines complexes, 


[nl>ilml>...>œlmul>linl=lmul>.. > laml = 
=> SE (Ô 


En procédant suivant l'usage à la réduction des racines jusqu'à 
une certaine puissance 2? on obtient une équation transforinée 


boy" + by" +... +b, = 0, 


dont les racines sont les nombres 
»P 


Yj= —T; (j=1, 2, ..) n). 


1 


Avec un p naturel suffisamment grand on découvre qu'en passant 
à la puissance 2r*}, certains coeilficients c; de la nouvelle équation 
transformée 


Co” + 17 "ER + . ee « + Cn — 0 


représenteront, dans les limites de la précision imposée, les carrées 
des coefficients correspondants b; de l'équation transformée préct- 
dente. Sous l'hypothèse (1) on a finalement: 


cy = bi avec j = 0,1, 2, ..., k — 1, k +1, 


aom—1,m+iÂ,....n 


Ch 7 bf et Cm F bin. 


Cette circonstance permet de déterminer la place des racines com- 
plexes. Remarquons qu'un changement de signes des coefficients b, 
et b, au cours du processus décrit pour les exposants différents 
2P est une condition suffisante de l'existence de deux couples de 
racines complexes de l'équation (1) du $ 10. 

Les racines réelles x; de l'équation considérée se déterminent 
à partir des équations binômes 


—b-12%" + b; =0. (2) 


ot 


* Les racines nulles peuvent être mises en évidence au préalable. 
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Par suite 


bj 


2P 
Tj= + TE GÆk, j £k+1, jm, j mt). 


Les racines complexes zx, Ti+1 @t Tm: Tm+1 SOnt déterminées respecti- 
vement à partir des équations trinômes 


bn 227 — by x + bass — 0 2°} 
et 

dm" — bmx? + bmys = 0. (2"} 
Introduisons les notations: 


Ti = |T] = | Try | 
et 


F2 =] Tml = | %Zm#s |. 
En prenant en considération que 


Ti —= ThTh+1 
et 
r, —— Tmlm+!) 


les équations (2') et (2°) permettent de calculer les carrés des modules 
des racines complexes 


Pour déterminer les parties réelles u, et u, des racines complexes, on 
utilise les relations entre les racines et les coefficients de (1) du $ 10, 
et notamment 


1] En-1 
Los ... Tn + Tils HT ... + Lilo Zn =(—1) ur 
et 
_ n On 
Lilo... In =(—1) a. 


Divisant la première égalité par la deuxième on obtient : 


be CAT an 
En outre, 
a 
Titres 2. 


On en tire, en tenant compte des relations 
Zh + Tati + Tm + TmH = 2 + 2u2 
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et 


a 1 | 
Uitu= —5 50, | 
k (3) 
u Us Ans À 9’ | 
r Ur 24n 2 ” 


où © est la somme des racines réelles et o” la somme de leurs gran- 
deurs inverses: 


O — ÿ T'j 
JÆk, k+1,m, m+1 


, 1 . 
OC — ÿ z;° 


25h, R+1, m, m+1 


et 


Après avoir calculé u, et u: à partir du système (3), on détermine 

e e. e e e e e L % 
les coefficients v, et v des parties imaginaires des racines d après 
les formules 


vi Vri ui, w=Vr—ui. 
Ainsi, on a finalement : 


Lh,h+41 = Us: il 
et 


Exemple. Résoudre par la méthode de Lobatchevski-Graeffe 
l'équation [7] 
M + 4° — 3x + 3 = 0. (4) 


Solution. Appliquons la méthode de quadratisation jusqu’à 
la puissance 16 et effectuons le calcul avec quatre chiffres signifi- 
catifs exacts pour obtenir les résultats fournis par le tableau 10. 

On voit sans peine que dans la transformation suivante le coeffi- 
cient médian sera égal au carré de sa valeur antérieure. On arrête 
donc le processus. Puisque parmi les coefficients de l'équation 
transformée il y a, dans le cas de la puissance 16, deux coefficients 
négatifs, l'équation (4) admet deux co1:ples de racines complexes : 


Ti.2 = U HE iv 
et 


Za.4 —= Uo Æ io, 
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Tableau 10 


Calcul de deux couples de racines complexes par la méthode 
de Lobatchevski-Graeîffe 


Puissan- 


4 
ces ; 


1 


2,924.101 
—4,2%4.104 


_—_1,320.104 6,561 103 
moe et 1,743.108 \ 
—_15/128.101J 0,00 | oi 
_1,359.105 | 5,720. _8,154.108 4,305.107 


qui satisfont respectivement aux équations trinômes 
2 + 1,559 -105.a19 + 5,720 .1089 — 0 
et 
5,720 «10° -z%* + 8,184 -108 -x16 + 4,305 107 = 0. 


On en tire les carrés des modules de ces racines: 


r° = Ÿ 9,120- 10? — 4,072 


et 
2. 4 Un 
Es — V 575y" 10 —= 0,7367. 
Puisque 
upon: =135%; 
ri r5 


en vertu du système (3) on obtient le système 
U, + Us — 0, 
0,2456u, + 1,3574u2 — 0,9, 
qui permet de rechercher les parties réelles u, et u: des racines. 
Il en résulte que 
u, — —0,4497; 
Uo — 0,4497. 
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Utilisant les carrés des modules r° et r° des racines, on détermine 
les coefficients v, et v2 des parties imaginaires des racines: 
Vi =Vr; —u; = 1,967 ; 
vo Vr:—u—0,731. 
Donc les racines de l'équation (4) sont de la forme 
LZi.o = — 0,450 + 1,967: 


et 
Za.4 = 0,450 + 0,731i. 
$ 13. Méthode de Bernoulli 
Soit l'équation algébrique 
at" +ar"l+...+a =0 (a #0), (1) 
dont les racines Zi, Z:, . . ., Z, sont différentes. 


Utilisons les coefficients ay (4 = 0, 1, ..., n) pour construire 
ce qu'on appelle équation aux différences finies 


GoYn+i + Œn+i1 + + + + + AnYÿi = Ù GG —0,1,2,...), (2) 


qui est une relation de récurrence associant z + 1 termes consécutifs 
quelconques d’une suite infinie 


Yos Yis Yzs ee er Yis + + (3) 


La suite (3) y; = f (i) (i = 0, 1, 2, ...) dont les termes satisfont 
à l'équation aux différences finies (2) est dite solution de cette équa- 
tion. Pour construire une solution y;, il suffit de donner 7 de ses 
valeurs initiales Yo, Yi - - +: Yn_13 les autres termes Yn; Yn+1r » - 
peuvent être trouvés de proche en proche d'après l'équation (2. 
La théorie des différences finies [8] montre que si les racines 
Zi Toy + + + Tn d'une équation algébrique (1) sont distinctes, toute 
solution de l'équation aux différences finies (2) est de la forme 


yi= Cri Cox +... +Cnri (i=0, À, 2, ...), (4) 

OÙ Ci, Cns - + + Cn Sont des constantes arbitraires. Ainsi (1) est une 

équation caractéristique par rapport à (2). Les constantes Ci, Ca, . .. 

... Ch peuvent être déterminées d'après des conditions initiales 
yo=Ci+Crt ee. +Cns 

— Cixi L Cote + .….. + Cnln: 
Vis = Cr CAES CRT 

Théorème. Soit une équation algébrique (1) possédant une 

seule racine x, mazrimale en module. Alors le rapport de deux termes 
13—01072 | 


(9) 
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consécutifs Yiz1 et y, d'une solution de l'équation aux différences 
finies (2) tend en général vers une limite égale à x: 


lim TE = z4. (6) 


Démonstration. Soit 
Iml>lz212>...2I|zl. (7) 


En supposant que les racines zx (4 = 1, 2,..., n) soient différentes, 
la formule (4) entraîne: ; 


n=a[e+c(a)+..+c (2) 


et 
Yu = '[Gi+ Ca (=)7"+. + Ca ( «|: 
D'où — 
ie. ete (e) Vestes GET nie A A) (8) 
FL Ci+Ca (Æ) +..+0 (=) 


Si Ci Æ 0, en passant à la limite dans la formule (8) pour i —+— 
et en tenant compte de ce que les inégalités (7) donnent lieu aux 
relations limites 

Lo î Tn À 
(=) — 0, ..., (=) — 0, 


on aura: 


Remarque 1. Si un mauvais choix de la solution entraîne 
que C1 = 0 et C2 0, la limite (6) sera égale à la racine suivante 
maximale en module de l'équation (1). 

Remarque 2. Si pour une solution y; le rapport 1 oscille 
sans tendre vers une limite, on peut supposer que (1) Pre des 
racines complexes maximales en module. 

Remarque 3. En effectuant dans (1) le changement de 
variable D 


1 
mr 


on peut obtenir par la méthode de Bernoulli la racine non nulle 
minimale en module. 


8 13.) MÉTHODE DE BERNOULLI 195 


Ainsi la recherche approchée de la racine x; maximale en module 
peut se faire d’après la formule 


ag Ji 
ET yire 
où à est suffisamment grand. 

Pour appliquer en pratique la méthode de Bernoulli, il faut 
donner les nombres arbitraires Yo, Yi, - « ., Yn-1 puis, en utilisant 
la formule 


1 ; 
Un+i — ag (anti + anis dersr GiYn+i-1) (ë =0, 1, 2, .. .), 


calculer la suite des nombres y}, Yn+is Yn+2, --. et les rapports 
Un.  Hnxt Yn+2 
Yn=1 7 Yn | Yntt 
tend à s’approcher d un certain nombre Ë, ce dernier est posé ol 
à la racine zx, de (1) maximale en module. Dans le cas contraire, 
il se peut très bien que l'équation (1) possède plusieurs racines 
maximales en module ou, ce qui est moins probable, dans le système 
initial des nombres ÿo, Yi, --., Yn-1 le coefficient C, = 0. 

Si l’on connaît une valeur grossière & de la racine zx, maximale 
en module, il faut poser: 


Yo = 1, Y—=A, ..., Uni = a"-1 


afin d'accélérer la convergence. 

Notons que la méthode de Bernoulli se ramène à la répétition 
des opérations semblables, il est donc commode de la réaliser sur des 
ordinateurs. 

Les valeurs initiales y; (i = 0, 1,..., nr — 1) peuvent en . 
être arbitraires. Dans les cas courants, on prend yo = y, = 

= Yn-o = 0; yn — 1 F. B. Hildebrand {9] a proposé de 
choisir y; de façon que tout coeîficient C; de la formule (4) soit égal 
à 1. Dans ce cas, s’il n'y a qu’une racine de (1) maximale en module, 


le processus a converge quand i —+ oo. 


Si, pour à croissant, le rapport TUE 


! 
La méthode de Bernoulli peut ètre appliquée également pour 
calculer les racines complexes de (1) [10]. 


Exemple. Trouver la racine x, maximale en module de 
l'équation 
x + 52 —5 = 0. 


Solution. L'équation aux différences finies correspondante 
est de la forme 


Yits = 9 (Yi —Yips) (= 0, 1, 2, ...). (9) 
Prenons arbitrairement les valeurs 
Yo = 0, y —=0, y2=0, ys3—=0, y, = 1. 
13% 
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Tableau 11 


Calcul des racines d’une équation algébrique 
par la méthode Fat ri - 


V} 
Vi 


—4 ,992 
—4,928 
—4 ,99196 
—4 ,991948 


Calculons d’après la formule (9) les valeurs de y, avec i > 5. Les 
valeurs obtenues sont portées sur le tableau 11. En s'’arrêtant 
à Yiz ON a: 


vis 1937500 
Ti DT 3812 — — 4,991948. 


I1 en résulte, compte tenu de y;2, qu'on peut poser approximative- 


ment : 
ty = — 4,99195. 


Notons en conclusion que ces dernières années sont apparues 
de nouvelles méthodes à schémas de calcul commodes (celles de Lin, 
de N. V. Pulover, etc.) [10]. 
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CHAPITRE VI 


AMÉLIORATION DE LA CONVERGENCE DES SÉRIES 


$ 1. Amélioration de la convergence des séries numériques 


On dit que la série 


GG Ha +... + +... (1) 


converge lentement si, pour obtenir sa somme avec une précision vou- 

lue, il faut prendre un très grand nombre de ses termes. Supposons, 
LE Lé e 

par exemple, quil faut trouver la somme de la série 


1 1 1 
S=r+sr+... ++... (2) 


à 10 près. L'estimation du n#-ième reste de la série s'écrit 


Par conséquent, la précision imposée ne peut être assurée que 
par la somme de 1 000 000 de termes, ce qui est pratiquement impos- 
sible. Dans la recherche de Ia solution du problème donné, la 
série (2) doit donc être considérée comme lentement convergente. 

Ainsi, l'obtention immédiate de la somme d'une telle série 
avec la précision imposée & est en général difficile et même pratique- 
ment impossible. C’est pourquoi les transformations des séries qui 
améliorent leur convergence acquièrent un intérêt particulier. 
Nous allons examiner la transformation de Kummer [3], [4] souvent 
utile pour la réalisation de la tâche imposée. 

Soient la série convergente (1) et sa somme À. Choisissons une 
série convergente auxiliaire 


b tb +... +0, +... (b, 5 0) (27) 
de somme B connue et telle qu'il existe une limite 
lim Fe =q%#0. (3) 


+00 
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On a alors une égalité évidente 


D An =q } bn + > (an —Qbn) 
n=i n=1 n=1 


ou 
A = qB + à (Gn — gb). (4) 


En particulier, si a, — b», on a g—=1 et 
A=B+ Ÿ (a; —b;). (47) 
n=i 


Par conséquent, la recherche de la somme de la série (1) est dans 
le cas général remplacée par la recherche de la somme de la série 


2 (Gn — ba). (9) 


Le reste de la série (5) À, peut se mettre sous la forme 


Ry = > (an — qdn) = > (1-9) An — > EnAn; 
n=N+1 n=N+i n=N+1 


où En=1—9 2% +0 quand n—+ 00. 
n 


C'est pourquoi la série (5) converge en général plus vite que la 
série initiale (1). La difficulté principale de l'application de la 
transformation de Kummer consiste à choisir la série auxiliaire (2°) 
convenable. 

Montrons l'application de cette transformation à une série (1) 
aux signes positifs et dont les termes a, sont des fonctions rationnelles 
d'une variable entière n 


An — Bon? + Bind-1+ nus + Pa 


(r = 1, 2, ...), (6) 


où p et q sont des entiers non négatifs et &o > 0, Bo > 0. Pour 
assurer la convergence de la série du terme général (6), il faut et 
il suffit que l'inégalité 

g>p+2 
ait lieu. 
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Dans ce cas 
| S 
(au moins!) 


Considérons les séries auxiliaires 


m) _ ES SEE _ 
S' “à TER EC EE (m—1,2, ...). (7) 
Etant donné que 
1 
n(n<+1) ... (n+m) 
ne en — mr | 
_ mln(n+i)...(n+m—1) (n+41)(n+2) ... (n+m) J? 
il vient 
| 1 
(m) __ = 
SN a: n(n+1)...(n+m) 


1 1 1 


mm ER WOW 
Par conséquent, 
m : m 1 
SP = lim SN = nr - (8) 
En utilisant l’idée de Stirling, le terme général de la série défini 


par la formule (6) est mis sous la forme d’une somme finie des facto- 
rielles inverses 


A: À A2 __Am 1 am) 
n(n+1) T7 n(n+1)(n+2) Per n(n+1)...(n+m) Ta 
OÙ A4, A2, . . ., Am Sont les coefficients indéterminés et af” est le 
reste. Choisissons les coefficients À, (à = 1, 2, ..., m) de sorte que 


am) = 0 (= )- 


n2+m 


An = 


* On dit que &, estun infiniment petit au moins d'ordre m par rapport à _ 3 


1 
Zn — (>) ’ 


n-+00 (+ Li 
r) 
Si en outre c -£ O, a, est un infiniment petit exactement d’ordre m par rapport 
1 


LD] 
à —. 


si 
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A cet effet il suffit de définir successivement les coefficients À; 
d'après les formules 


À; = Lu n(n—<+i)a,, 


m— { 


. À; jh; 
Am = lim [ an — ÿ on Je +1) PR (n + m). 
i=1 


Conformément au schéma général, on prend pour série auxiliai- 


re (2): 


B= ÿ Dh = 
n= 1 
| A: Am 
=> ET + n (n +1) (n +2) LÉ RICE SE . (n+m) ]= 
€ om) A 22 Am 
ou Le LS = + + .…. alt (10) 
par ailleurs, il est clair que 
À 
et 
S= D ar-B+ Z ap. (11) 


La convergence rapide de la série auxiliaire Ÿ ah” ne se mani- 
n=]1 
festant en général que lorsque » est suffisamment grand, il est prati- 
quement commode de ne réaliser la transformation considérée qu'en 
partant d’un certain terme a»,, de la série. En posant 


P co 
S= Ÿ, an ÿ An = Sp + Ÿ Zn; 
n={ n=p+i n=p+1 
on a: 
S —=S p + 
Lee) 


Ai Am (m 
pLS à Es PET ENTES NE RES ED . (n+ mm) Ta m |= 
p+i 


sa À cie 
n=p+{ 
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À À 1 
F2 ere lt. 


A 1 1 
om. 2 Etes .….(n+m—1)  (n=1)...(n+m) ]+ 


S 1 À: 1 
(m) — © + me Sc te 
era Sr A TET 2 GED EES 
A ’ oO 
DE EE ET PT UN 


n=p+ |! 
En particulier, pour m—-co et tenant compte de am 0, 
on obtient le développement de Stirling 


1 
Den Data tenant 


Am 1 
LR CE ICE ENTER 
Exemple. Trouver la somme de la série 


À 
n={ 
à 0,001 pres. 
Solution. Posons: 
1 7 À; A2 t2) 
ET nm) amthosdg 4%: 
On a: 


n°11 


{ __ (n—1)(n+2) 
Alim | TT PRINT 


Par conséquent, 


« _ 1 _ 1 … | = 
MCE ARRETE TC ICE 
_ RI+3n+2n—ni—2n—n—2—n—1 n:= 3 
_ n(n+1)(n+2) (n° +1) 7 n(n+f)(n+2) (n® +1) : 


Les formules (10) et (11) entraînent 


1 1 n—3 , 
S=crtznt2 n(n+1)(n+2)(n2+1) (12) 
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Puisque avec n >3 on a 
n—3 £ 
n(n+1) (n+2) (n2+1) 


1 
né ? 


il vient 
n—3 C dr 1 1 
Pn = D n(n+1)(n+2) (n?+1) < | xt  3N3 <7 "0,001. 
n=N+1 N 


Il en résulte que le nombre suffisant de termes de la somme (12°) 
est N = 10; en outre, ces termes doivent être calculés avec quatre 
décimales au sens strict. Ainsi, on a: 


S 1,25 + (—0,1667) + (—0,0083) + 0 + 0,0005 + 0,0004 + 
+ 0,0002 + 0,0002 + 0,0004 + 0,0001 + 0,0001 = 1,0766, 


de plus, en retenant que la somme des quatre premiers termes est 
exacte, on obtient pour l'erreur absolue l'estimation 


A< — 10-3 + Te 10-41 0,7.10-. 


On en tire, en arrondissant, la quantité 
S = 1,077 
avec une borne d'erreur absolue 
A = 0,710 + 0,410 = 4,1 10. 


Constatons que l'estimation du reste de la série (12) s'écrit 


<<< 
N N 


D'où N >> 2000, donc pour obtenir la même précision sans trans- 
formation il faut environ 2000 termes de la série. 


Remarque. Pour calculer la somme approchée de la série (1) 
du terme général (6) on peut faire également appel aux séries 


A 2 o 1 s o s 

Fi de I 1 4 
Dar D 77 = : D er = 9 elc 
n=1 n= 1! n=!{ 


Q À (1 
D —r= 2 (2p)l 
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où B, (n = 1, 2,...) sont les nombres de Bernoulli [5], {6] définis 
par la formule symbolique 
(B +1) —B = 0, 


dans laquelle après le développement suivant le binôme de Newton 
on pose B" = B,. On a en particulier! 


1 1 
Br=—; D! 


(cf. chapitre XVI, $ 11). 


B, = — B:= 735: Be = ——>; B;0 — 


$ 2. Amélioration de la convergence des séries entières 
par la méthode d’'Euler-Abel 


Considérons la série entière convergente 


f(x) = 2 ant", (1) 


où f(x) est la somme de la série. 

Supposons que le rayon de convergence R de la série (1) soit fini 
et différent de zéro. Sans porter atteinte à la généralité du raisonne- 
ment on peut considérer que À = 1 *. 

Mettons la série (1) sous la forme suivante : 


| f () = 00 + 2 (x), 2) 
où 
(x) — 2 gai 2 An+1T” : (3) 


En multipliant les deux membres de l'égalité (3) par le binôme 
1 — zx, on obtient: 


(1— zx) p(z) = 2 AnT" — 2 An+1Z" 7. (4) 


En posant dans la deuxième somme 7 +1 —m et en tenant compte 
de ce que la somme ne dépend pas de la désignation de l'indice de 
sommation, on a: 


© 
> annart ti = 2 EmT” = ÿ Ant”. 


n=0 n=i 


* En effet, si 0 < R << © et R 1, en posant t — _. on obtient une sé- 


rie entière par rapport à la variable t de rayon de convergence p = 1. 
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Donc 


(1—z)p(z)= 2 Anh?" — 2 AnT" = 
n = n= 


œo oo 
û Q Te , n 
= do -F > (Gn+1 — An) 2° = @0 + à Aant”, 
n—=0 n=0 
où 


sont les différences premières des coefficients a, (pour plus de détail 
sur les différences finies cf. chapitre XIV, $ 1). Par conséquent, 
les formules (3) et (4) permettent de déduire: 


CO n 0 : 
(x) = D On = + —— » Aanz 


n=0 n=0 
et donc 
oO O0 
ns. aoz z n __ _49 ad n 
[= 0+ +7 D on = + 2 Aant”, 
n=0 n=0 
soit 
© 00 
n __ _49 +. NN n = 
D Ant = + 2 Aanz”. (5) 
n=0 n—=0 


La transformation considérée de la série entière s’appelle {rans- 
formation d'Euler-Abel. En appliquant d'une façon analogue la 


transformation d'Euler-Abel à la série entière ÿ Aasz", on trouve : 


n=0 
oO A oœ 
n __ 440, _T ° n 
Di Mat = +4 —— À Marx”, 
n=—0 n=0 


où 

Man = À (Aa) = Aasys — Am 
sont les différences secondes des coefficients a. On en tire en vertu 
de la formule (5): 


4— 7x 


© oc 
n__ 0 z Aa z ° n\ 
Dent (tr D Meur) = 
n=0 


n=0 
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En reprenant successivement p fois la transformation d'Euler-Abel 
on à 


zAao zP-IAP-lay 


Don = + Re + (5 


— ) > Afant”, 


n=0 
où 
APan = APlans—APTla, (n=0;:1;2;:::) 


sont les différences d'ordre p des coefficients a, et Afao (k = 0, 1, 
2, ...) les différences finies consécutives des coefficients a, avec 


— (0. Ainsi, 
p-1 
x" 
1G)= 5 Boo = | =) > APa,z”, (G) 
—=Ù 


où l'on a posé Aao = &@o. Si |’ ordre de décroissance des différences 
finies APa, pour nr —+ oo est supérieur à celui des coefficients a, 
il est plus avantageux d'employer la formule (6). Cette condition 


1 
se présente assez souvent. Par exemple, si a, — —s On obtient : 


ici, quand 2 —+ oc, Aa, diminue plus vite que @,. 

En particulier, si a, = P (n), où P (n) est un polynôme entier 
de degré p — 1, la formule (6) donne sous une forme finie la somme 
de la série 


co p—i 
D PUS DAPO—E— (Izl<1) (M 
n=0 R=0 


du fait que AFP (n) — 0. 
La formule (6) n’a pas de sens avec z = 1. Pour ce cas, la trans- 
formation d'Euler-Abel peut être modifiée. En posant x = —1{t,ona: 


f()= D an(—t) = , (—1)" ant" = 


N=0 n—=0 
P—1 ch 
= ÿ AFI(—1)" anln=0 pm À ( —) S AP[(—1}"a,]t". 


Rk=0 n=0 
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En revenant à l’ancienne variable, on obtient : 
P—1 
f(x) — D (— 1) A —AY an] ne) ——— 


R=0 


UE a+an À 


+) 2 1)"+P AP[(—1)"an]z". (8) 


La formule (8) a également un sens pour zx = 1. 
Exemple 1. Calculer à 0,001 près la somme de la série 
1@) 2 n+1 M®+2) () 
pour z = —1. 


Solution. Appliquons deux fois la transformation d'Euler 
(p = 2). On a: 
1 : 
DR 


Aan = nn —@n = EDEET — GENGTT = 


On —= 


2 
++ 2(n+3) ? 
sn — RE 
Van Banane 0 À FD DU TD 
6 
MIT EI ETC TR 


Par conséquent, 


1 - = 2 
La formule (6) entraine 
1 1 2 1 
1 —D=TS +555 "7 


1\? 6 n 
Li ue 1 él D 


a (0) 


La série (10) est une série alternée à termes décroissants en module. 
Par conséquent, si nous nous arrêtons au terme 


3 1 1 


2 "3024 2016 ? 
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le reste de la série R ne sera pas supérieur en module au premier 
terme négligé: 


[RI<S 30 = <3- +107. 


Ainsi, si l’on prend deux chiffres de réserve, on a: 
f (—1) = 0,25000 + 0,08333 + 0,06250 — 0,01250 + 0,00417 — 
— 0,00179 + 0,00089 — 0,00050 = 0,38610 
avec une erreur absolue 


A< 5.—. 10-5 + 3.103 4 .1074. 


En arrondissant le nombre obtenu à trois chiffres, on obtient la 
valeur approchée de f (—1) — 0,386 avec une borne d'erreur absolue 


A < 410714110742 5.107. 
La valeur exacte de la somme est: 
f(—1) = 21n2 —1 = 0,38630... 


Notons que si l'on applique la série (9) pour calculer directement 
Î (—1), la précision imposée ne peut s’obtenir qu'en prenant à peu 
près quarante cinq termes de cette série. 


Exemple 2. Trouver la somme de Ja série 


S(x)= Di(n?+n+ti)z. 
n=0 
Solution. Soit 
P(n)=nr +n+ti. 


Composons le tableau 12. 
Tableau 12 


Tableau des différences finies 


P{(n) AP (n) | A2P (n) 


La formule (7) amène: 
2r2 
S (x) = 


As di = FA ({— z)3 
avec |z| <1, 
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$ 3. Estimations des coefficients de Fourier 


On appelle série trigonométrique ou série de Fourier d'une fonc- 
tion donnée f(x) (—n <z<n)* la série 
++ >, (an cosnx !-b, sinnr), (1) 


n=1 


dont les coefficients a,, b, (coefficients de Fourier de la fonction f (x)) 
se calculent d’après les formules 


an = | f(x)cosnzdr (n—=0,1,...), (2) 
bn =— { f(x)sinnrzdz (n—1,2, ...). (27) 


La condition suffisante de l'existence d'une série de Fourier de 
f (x) est l’intégrabilité de cette fonction sur le segment [—x, xl. 
Dans ce cas les coefficients de Fourier (2) et (2) ont des valeurs 
finies déterminées. 

Il se peut que la série de Fourier obtenue diverge ou converge 
vers une autre fonction. Donnons sans démonstration les conditions 
suffisantes de convergence de la série trigonométrique vers la fonc- 
tion f (x) en tout point de continuité de cette dernière [1], [7]. 


Théorème de convergence. Si la fonction f (x) est 
continue par morceaux et dérivable par morceaux sur le segment [| —x, x], 
sa série de Fourier converge sur l'axe numérique tout entier et sa som- 
me S(x) est une fonction 2n-périodique égale à 


S (to) = LE D EE Co EN (3) 


en tout point zo E (—n, njetS (x) — 2-1[f(—1n + 0) + f(x — 0)]. 
En particulier, S (xo) = f (to) si en zx = x, la fonction est con- 
tinue, c'est-à-dire si f (zo — 0) = f (xo + 0) = f (xo). 
Si, en outre, la fonction f (x) est 2r-périodique, sa série de Fourier 
converge pour toute valeur de x, et sa somme est donnée par (3). 
Si les conditions du théorème de convergence sont respectées, il 
est clair que a, —+ 0 et b, —— 0 quand xz — 0. Nous donnerons des 
estimations plus précises des coefficients de Fourier qui s’obtiennent 


* Pour abréger les énoncés nous considérons la fonction définie sur le 
<egment [—:, x). Le cas général d’une fonction o (t) définie sur le segment 
{a, b] peut être ramené au cas considéré à l’aide de la substitution linéaire 

__ b+a b—a 
SR LE 


Te 
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en soumettant le comportement de la fonction f (x) à certaines 
restrictions. 


Définition. On dit qu'une fonction f (x) définie sur le seg- 
ment [—n, x] appartient à la classe de périodicité C'" si 

1) f (x) et ses dérivées jusqu'à l'ordre m-ième y compris sont con- 
tinues sur le segment [—x, xl; 

2) FO (—n +0) = f(x —0) pour k—=0, 1, 2, ..., m, 
c'est-à-dire les valeurs de la fonction f (x) et de ses m premières dérivées 
coïincident ‘aux extrémités du segment [—n, xl. 

11 s'ensuit des conditions {) et 2) que le prolongement périodique 
de la fonction f (x) appartient à la classe C (—o, + co). 


Lemme. Si la fonction f (x) appartient à la classe de périodicité 
C sur Le segment [—x, x] (en abrégé, f (x) EC (x, xl), ses 
coefficients de Fourier a, et b, sont pour n —+ © des infiniment petits 


« 


Lé e L.] 1 » LJ 
d'ordre supérieur à m par rapport à —S c'est-à-dire 


an =0 (5) : bn=0 (+) 


Démonstration. Intégrons par parties m fois les deuxiè- 
mes membres des égalités suivantes: 


an = | f(z)cosnrdr (n—0,1,...), (4) 
bn = + [ f{x)sinnrdr (n—1,2,...) (4) 


Si l’on pose u = f(x) et dv = cos nx dr, on obtient du = 
= f" (x) dr et v — L sin rz. Par conséquent, la formule d’intégra- 
tion par parties conduit à: 


T 
An =? sine [ex | f'(z)sinnr dr = 
7 


= ( f' (x)cos (5 +nz) dr. 


* La notation a, —0 (=) signifie que lim en ]7° 
nn 


14—01072 
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En procédant encore une fois à l'intégration par parties et en 
prenant en considération que f’ (—x) = f” (x), on obtient: 


en=—{[+ jf’ (x) sin (++) : + 


DL 


1 


A (r (x) cos (52+nz) az |} = 


7 
= f” (x) cos (+-2+ux) dr, 


etc. 
Après m intégrations par parties, les formules (4) et (4”) entraînent 


an = Î ft") (x) cos (5-m+nz) dz. 


_ 


D'une façon analogue 


1 4 
bh = + Î fe") (x) sin (5m + nz) dx. 
—#ñ 


Les intégrales 


m=+ [se (x) cos (S-m+nz) dx 
et 
T 
En + | ft") (x) sin (Sm+ nx) dx 


nt 1 


sont au signe près les coefficients de Fourier de la fonction f(” (x) 
continue par hypothèse. On sait qu ‘indépendamment de la con- 
vergence ou de la divergence de la série de Fourier, les coefficients 
de Fourier d’une fonction continue tendent vers zéro lorsque leur 
rang tend vers l'infini *. Il en résulte que 


en—>0 et En—>0 quand n— 00. 


* Ilen est ainsi du fait que toute ee continue par morceaux f (x) à 
coefficients de Fourier a, et bn (n = 0, 1,2 n. vérifie l'inégalité de Bessel [7] 


R+ > (a+ D?) < 2 F2 (x) dr. 


Par conséquent, la série S (a2+b2?) converge et a +0; b, +0 quand 
n=1 
n —+ CO. 
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Or 


En 


An on et bn — 


9 
En 
nm ? 


donc les coefficients de Fourier a, et b, de la fonction f (x) sont 
des infiniment petits d'ordre supérieur par rapport à Le 
nm 


mmo(k), meo() 


Ce résultat a été utilisé par A. Krylov qui l’a mis à la base de sa 
méthode d'amélioration de la convergence des séries de Fourier. 


Remarque. Si f(” (x) satisfait aux conditions du théorème 
de convergence, on montre sans peine que 


4 ; { 
Dans ce cas l’estimation des coefficients de Fourier est bien meilleure : 


an=O(-r) et m=0(—). 


$ 4. Amélioration de la convergence des séries de Fourier 
par la méthode de A. Krylov 


Soient une fonction f (r) continue par morceaux sur le segment 
[—x, x] et ses dérivées continues par morceaux ft? (x) (i — 1,2,... 
.., m) jusqu'à l’ordre m-ième y compris. En vertu du théorème 
de la convergence ($ 3), la fonction f (x) peut être représentée en tout 
point de continuité par la série trigonométrique de Fourier 


f()= + N (a\ cos nx + b, sin nr), (1) 


n= 


où a, et b, sont les coefficients de Fourier définis par les formu- 
les (2) et (2”) du $ 3. Dans le cas général, les coefficients a, et b, 
tendent vers zéro lentement et il est pratiquement difficile d'utiliser 
la série (1); il est d'autant plus inadmissible de dériver la série (1} 
terme à terme, opération quelquefois imposée par la résolution de 
certains problèmes, en particulier par l’application de la méthode 
de Fourier. 

La méthode de Krylov [8] consiste à extraire de la fonction f (x) 
une fonction élémentaire g (x) (qui est en général une fonction 
polynomiale par morceaux) de mêmes discontinuités que la fonc- 
tion f (x), les dérivées g% (x) (i — 1, 2, ..., m) jusqu'à l’ordre 
m-ième y compris possédant les mêmes discontinuités que les dérivées: 
correspondantes f(? (x) de la fonction considérée f (x) et de plus 


14? 
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la fonction g (rx) étant telle que 
fH(—a+0)—g?(—1+0)= 
= fO(a—0)—gô(x—0) (i=0, 1,2, ..., 1m). 
Dans ce cas, la différence 
p (x) = f (&) — £ (x) 


appartient à la classe de périodicité C‘". 


Fig. 46. 


En désignant par &, et B, (nr = 0, 1, 2, ...) les coefficients de 
Fourier de la fonction (x), on aura: 


f{@)=e(@)+[$+ TS (ancosnz+fnsinnz)], (2) 
n=i 
où æ, et B, sont des infiniment petits d'ordre supérieur à m par 


rapport à — quand 7 —+ o, c'est-à-dire en général la série (2) 
converge rapidement. Cette série peut être dérivée terme à terme 
au moins m —2 fois. 

Montrons comment en pratique on construit la fonction auxiliaire 
g (x) à partir de la fonction donnée f (x) [9]. Construisons à cet effet 
par la méthode de récurrence sur le segment [ —2x, 2x] la suite des 
fonctions Oo (x), O1 (x), - - ., Om (t), qui jouissent de la propriété 
suivante : 

6 (+0)—0o(—0)= 1 (3) 

(k = 0, 1, 2, ..., m), et de plus telles que les dérivées 09? (x) (j = 
= 0, 1, ..., k — 1) soient continues sur le segment [—2x, 2x]. 

La fonction o, (x) est définie de la façon suivante: 


3 — pour —2r7<r<0, 


Co (x) = = pour 0O<r<2n, (4) 


0 pour xz——2x, 0, 2n. 
Sa courbe est représentée sur la figure 46. C'est une fonction impaire, 
sa série de Fourier ne contient donc que les sinus des arcs mul- 
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| tiples: 
Gotr)= À. vsinnz, 
n=! 
où 
2 bd 
T—xz . Ts 
bn=+ | ;—Sinnxur= 
U 
za 
=i(-e Se Mg | cosnrdr) = 
T 2 n 0 27 
(L 
= D gr sinne| }=+ 
ne LT 2n 2 2 ni ° 
Par suite 
sin z sin 2r sin nr 
Co (a) = ++ + (5) 


[Il est évident que la fonction ©, (x) comporte une discontinuité 
au point x = 0 avec un saut égal à x: 


Co(+0)—00(—0)=5—(—+) =. 
C'est pourquoi la fonction 
Ÿd (x) = Oo (ZT — Zo) (—r LILI 1 KZ A) 
fait en zo le même saut que la fonction © (x): 
Ÿ (Zo + 0) —% (xo — 0) = x, 


le point de discontinuité étant unique sur le segment [ —x, nl]. 
Définissons la fonction 6, (rx) par la formule 


ir) = + | Co(x) dx, (6) 
0 


où c, est une certaine constante. 
Intégrons terme à terme la série (5) pour obtenir: 


©Q0 


E « œ Lee) 
sin nz Î 
a(r=a+ | 5 Ea-g+Y n2 
U n=1 


n=— | 


n= 


Choisissons la constante c; de façon que le terme constant de la 
série (7) soit nul 


IL vient 
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00 


1 
u=—D x. 
LES | 
O0 


# e 1 # æ . 
La série >, — est égale évidemment au terme constant de la 
n=1 


série de Fourier de la fonction 


ES 
| s (zx) dr. On en tire en utilisant 
U 


la formule (4): 


X 


co bi 10 
1 4 | _ 1 a° (ax — zx)" 2 
Ser=r [dr otr)dr=e (1 ]dz= 
n=1 0 Ù U 
NES | Sd _# 
nr: TT) 6 
C'est pourquoi 
x° 
Ci —= pe 
Donc 
cos nz 
HORDE (8) 
n=1 
en outre, 
< 
( A—z EL EL Se (x — 7) 
| 5 dt = — z avec 0Lzr<2r, 
G(D=i ._ 
| Lo ri LÉ GT juge —2n<r<0. 
rd 


La courbe de la fonction 0, (x) est représentée sur la figure 47. 
La fonction 0, (x) est continue sur le segment [—2x, 2x], alors 
que sa dérivée 6; (x) = 0, (x) admet une discontinuité en x = 0; 


de plus 
0, (+0) — 05 (—0) = nr. 
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On définit de la même façon: les fonctions suivantes 


O2(z)= | o(z)dr +; 


Om(xz) = | Om-1 (TZ) AZ + Cm 
0 


où les constantes arbitraires C4, C2, « . .; Cm Sont choisies de façon 
que le terme constant de la série de Fourier correspondante soit nul, 
c'est-à-dire que les constantes ©, (k = 1, 2, ..., m) s'obtiennent 
successivement d'après les conditions 


x 


[ cu + | On-1 (X) az | dx —0(. 
0 


0 


Les fonctions 64 (x) (4 = 1, 2, ..., m) et toutes les dérivées 


jusqu'à l'ordre (4 — 1) y compris sont continues sur le segment 


[—2x, 2x]. Par ailleurs, comme of” (x) = oo (x), il vient 


OM (+0)—0M(—0)=n (k=1,2,...,m), 
donc la dérivée k-ième de la fonction 6, (x) a une discontinuité 
en z = 0 avec un saut égal à x. Il en résulte que la fonction 4; (x) = 


= Op (z — to) (—r  z L A), obtenue par translation de la fonction 
On (x), n’a une discontinuité que de la dérivée k-ième au point z = 2: 


A (0 + 0) — 4 (20 — 0) = 7. 
Soient maintenant 
z{0), x), ..., x{0) les points de discontinuité de f(x): 
(0, x69, ...,x(! les points de discontinuité de f(x); 


certains de ces points pouvant se répéter. 
Pour les sauts correspondants de la fonction et de ses dérivées 
introduisons les notations 


fo (r0 — 0) — f) (x —0) = ho 
(£=0, 1. M, 1=1, 2; es k:). 
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Définissons la fonction g (x) (fonction des sauts) par la formule 


8#=ho PAUL s=k; htD 
g(r)= D <= o0(r—as )+ D or) 
s=] s=1 
km htm) 
+ D) ——Om(z—15). (9) 
s=1 


La fonction g(x) jouit des propriétés suivantes: 

1) aux points z/°,x,”, ..., x la fonction g (x) est discontinue, 
les sauts en ces points étant égaux aux sauts de la fonction f (zx) 
en points correspondants: 


(0) 


k; 
(x +0) —g (x —0) = —— [00 (x —2x; -- 0) — 


his 
— Cor; —z-0)] = —1r=h} ; 


2) la dérivée g( (x) (1=1, 2, ..., m) est discontinue aux points 
xD, 230, ...,20 ; de plus 
CS l 


g0 (29 +0) — #0 (x —0) = 
(2) (2) 
ms [or (x — 70 + 0) — 047 (x — 7 — 0)] — Les n = h{), 
TT ñ 2 
c'est-à-dire 
gO (z3 +0) —g0 (x; —0) = 0 (x; +0) — F0 (x; — 0); 


3) pour zx + 20 la fonction g (x) possède des dérivées continues 
de tous ordres. 
Soit 


p (x) = f (2) — 8 (2). (10) 
En vertu de ia première et la deuxième propriété on a: 
"qu (x +0) — pO (x — 0) =0 (1—=0,1,2,...,m), 
ou 


P (x) Een [ — À; a]. 


Ainsi, pour développer la fonction f (x) on peut faire appel à la 
série de Fourier (2) à convergence rapide. Remarquons que les déve- 
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loppements 
sin n (r— zx(0)) 
to») __ Le 
gts sfes Se RE, 
n=! 
© 
cos n (x— xt) 
Gi (&— x") ses > nè , 
n=}i 
d% 
, sin n (z—z(®) 
C2(z — 1?) — — D ma ; 
UE 


permettent de développer aisément la fonction g (x) en série de 
Fourier. On a finalement que la série de Fourier de la fonction f (x) 
est composée: a) de la partie lentement convergente dont la somme 
est évidemment la fonction g (x) et b) du reste à convergence rapide 


qui est une série de Fourier de la fonction (x) € CU [— x, x]. 
Remarque. Si aux extrémités du segment [— x, x] les 


valeurs limites de la fonction f (x) ou de ses dérivées j (x), . 
., f(x) (kLm) ne coïncident pas, c’est-à-dire si 


fO(—n+0)Æf0(x—0) (1=0, 1,2, ..., k), 


les points z = — x et z = n doivent être considérés comme points 
de discontinuité de la fonction f (x) ou respectivement des dérivées 
JO (2). 

En supposant que la fonction f (x) soit prolongée périodiquement 
hors du segment [—x, x] de période 2x on obtient que le saut des 
dérivées en z = — x et z — x est le même et égal à 


hb = f(x +0)—f (x —0). 
Par suite de la périodicité de la fonction 0,(x), on a: 
Oz +7) = (x —n), 
la fonction 0!° (x + x) sur le segment [—x, x] admettant deux 
points de discontinuité (x = — net x = x) de même saut égal à x. 
C'est pourquoi il faut inclure dans la formule (9) un seul point 


extrême, par exemple z — —n. En effet, d'après la formule (9), 
le saut de la dérivée g‘” (zx) au point z — —17x est égal à 


80 (—n+0)— 80 (—n—0)= À [ot (+0) — ot (—0)] =". 


La périodicité de g‘°” (x) fait que à saut de cette dérivée est égale- 
ment le même pour zx = x. Donc, en formant la différence 


f (2) —8 (a) = 9 (à), 
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où on ne tient compte que du point z = —7", on supprime la dis- 

continuité de la l-ième dérivée de la fonction @ (x) en zx = — x, 
A L 

de même quen z = 7. 


Exemple. Améliorer par la méthode de Krylov la conver- 
cence de la série de Fourier de la fonction (fig. 48a) 


rt +4Â ave —rn<r<0, 

Fe z? avec 0<xr<n. 
Solution. D'après la remarque, la fonction f (x) a sur le 
segment [— x, x] pour points de discontinuité x, = —n; z2 =0; 


Fig. 48a. Fig. 48b. 
zs = ñ. La calcul des coefficients de Fourier donne 
) 
2x2 4 ——— pour x impair ; 
d=1+——); an =—5(—1)"; —{ fn P P 


O0 pour nr pair. 


Par suite, la série de Fourier de la fonction f (x) s'écrit 
1, x? Et (—1Y 2e 1 . 
fG)=5+ +4 D CT cos nT —— > gt Si (2k + 1)z. (11) 
n=1 k—0 


La convergence de la série (11) est mauvaise du fait que les 
coefficients b, = O (< décroissent lentement. Extrayons de la 


fonction f(x) la fonction des sauts g (x) de façon que œ (x) — 
= [f(2) —g (2) ECM TI n, x]. 
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Calculons les sauts R$” aux points x; (j = 1, 2, «A 
RO —=f(—n+0)— f(x —0)= (7? +1) — n° = 
h =f(+0)—f(—0)=0—1—= —1; 
RS =h; = 1. 


En vertu de la formule (9) et en tenant compte de la remarque, 
on obtient 


g(z)=<-0o(z +7) —<e0o(x) 


ou 


- 4 7—(z+1x) 4 n+z 1 
avec —rxa<r<0et 
1 n—(r+n) 
1 RS 


| 
8 (x) = Tr 2 7 
avec 0 <Kr <<. 
En retranchant de la fonction f (x) la fonction des sauts g (x), 
on obtient la fonction 


P (z) = T° 9 ? 
continue sur le segment [— x, n] (fig. 48b). Etant donné que 


sin nx 
Go (x) = > à 


n—=1 
et que 
Go(z+n)= RrErS > LT IV sin rx, 
n= { 
il vient 
ptet S ann + S Léans= 
n= 1 n=1 
CA SO CAP 2 & sin(2k+1)z 
=— à 7 Sinnz= —— » IT 
n=1{ Rk=0 
Donc 
fa)= gx) +++ +4 2€ " cosnz, 
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l’ordre de décroissance des coefficients de la série de Fourier trans- 
formée étant O(5). 


Remarquons que si l’on extrait de la fonction f (x) la fonction 
des sauts g (x) en prenant en considération les discontinuités de la 
dérivée, le reste sera identiquement nul, on obtient donc la somme 
exacte de la série (10). 


Remarque. La méthode de Krylov est également appli- 
cable aux séries de Fourier de période T = 21. En effet, soit la 
fonction f (x) définie sur le domaine essentiel a — [ Lx <a + I. 
Après avoir effectué la transformation linéaire 


z=a+ Lt, 


on obtient la fonction F(t) = f ( a + _ t) 2n-périodique définie 
dans le domaine normalisé —n <t <n. 


$ 5. Sommation approchée des séries trisonométriques 


Soit la série trigonométrique convergente 
© (ancosnz +b,sinnr)—S(x), (1) 
fem 


dont la somme S (x) est inconnue. Il faut calculer la valeur approchce 
de cette somme avec une précision donnée à l'avance. 

Il est évident que plus vite les coefficients a, et b, de la série (1) 
tendent vers zéro, moins il faut prendre de termes de la série pour 
assurer la précision imposée. Pour cette raison avant de commencer 
le calcul, il convient d’améliorer la convergence de la série. A cette 
fin on recourt en général à l’artifice suivant : on extrait de la série 
donnée une certaine série trigonométrique dont la somme g (x) est 
connue pour que la série restante 


© 


D (ancosnz+fhsinnz) (2) 


næ0 


ait une convergence plus rapide que la série initiale. 
Si 


g(z)= Ÿ (en cos nr +0, sin nr), 
n=0 


il vient 
le «] 


S(z)=g(x)+ > (an cos nzx + f, sin nr), (5) 


n—=0 
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LL 


où 
Un = An — 4 (A =0, 1, 2,...). 


Dans les cas les plus simples, pour construire les fonctions g (x) 
on peut utiliser les développements décrits dans ce qui précède: 


© 
sin nz T—ZI 
D ———=00(1)=—— (0<rz<21); 
n= 1! 
D cos = —0(7 Tr (0O<r< 27); 
PR 
Re 2r—3nr2 + r3 
ME on (2) = EE (0OLr< 2n); 
n= 1 


Parfois il est utile également de faire appel aux développements [71 


© 


D = - —In (2sin +) (0<x< 2x); 
n=] 
DEEE | In (2sin Far (0<z<2x); 
n= !{ 0 
5 LE _ | dr | In (2 sin) dx + D _ (0O<zr< 27), 
fh—1 Ù 0 Ai 
où D —--1,202056903 … 
n= 1 


Exemple. Trouver la somme de la série 


S (x) = ÿ rpy sinnz 
n=1 
à 0,001 près. 
Solution. L'ordre de décroissance des coefficients de la 
ci Â : ’ | 5 
série D, = mi est O (=) puisque lim (e. : —) = 1. Amé- 


liorons la convergence de la série proposée. Il est clair que 
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où 
___n LÀ 1 
PET nn TD 
Alors, 
[se [se =) O0 [se] 
Q n . … sin nz . sinnr 
D ET Sinnz= ?, — Pi ar + D Ynsin rx. 
n=}] n=| n— | n— | 
Mais 
Led e é . 
sin nz Sin nz 
>, RE = O9 (x) et D F3 = — O2 (x). 
Donc 
S(z) = 00(x)+02(7)+ Y ynsinnz, 
n=1 
- 1 1 
OÙ Yn= rtf — 0 (5) 


Soit N le nombre de termes de la série ©, yAsinnz qu'il faut 
=: 


= 
prendre pour que le reste R}y vérifie l'inégalité 
LRy|=] D yasinnxz|< 0,001. 
N+1 


Trouvons le nombre V. On a: 


oo i | O0 { © 
| > Porn sel < D<| im. 
N+1 N+1 N 
— <0,001 on voit qu'il suffit de 


prendre N = 5. Donc, on a avec la précision imposée: 


En résolvant l'inégalité 


5 
— ZI 2n2r—31r2+ 7 D sin nz 
12 ZA n3(n2+14) 
n=1 


(O<Lrz<n). 
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CHAPITRE VIl 


ALGÈBRE DES MATRICES 


$S 1. Généralités 


Un ensemble de mn nombres (réels ou complexes) rangés dans un 
tableau rectangulaire de m lignes et x colonnes 


Œyy y yg eee Ain 


A = dy An d23 ns on (1) 


Ami m2 ms ... mn 


s'appelle matrice (numérique). 

Les nombres a;;(i—=1,2,...,m;j—=1,2,...,n) qui compo- 
sent la matrice donnée se nomment ses éléments. Le premier indice 
i désigne ici le numéro de la ligne de l'élément, et le deuxième j le 
numéro de la colonne. 

La matrice (1) s'écrit souvent sous une forme condensée 


A=lasl Gsi,2,::4 ml=ti,2,::50) 
ou 
A = [a;jlh.n. 


On dit alors que la matrice est d'ordre m X n. 

Si m = n la matrice s'appelle carrée d'ordre n. Mais sim n, 
on dit que la matrice (1) est rectangulaire. En particulier, lorsqu'elle 
est d'ordre 1 X x on lui donne le nom de vecteur ligne, et de vecteur 
colonne si elle est d'ordre m X 1. Un nombre (scalaire) peut être 
considéré comme une matrice 4 X 1. Une matrice carrée 


a O0 0...0 
A 0 he ds sé (2) 
0 0 O0 Un 


s'appelle matrice diagonale et sa notation abrégée est la suivante: 
[œi, En. Un]. 


te 
LS 
LE 
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Si GG —=1(i=1,2,...,n), la matrice (2) s'appelle matrice 
unité et on la désigne généralement par le symbole Æ 


100...0 
010...0 


En introduisant le symbole de Kronecker 
’ & _f0, si iæj; 
HT 14, si i=j, 
on peut écrire 
E= [ô: 5). 

Une matrice dont tous les éléments sont nuls est dite nulle: 
on la désigne par 0. Si l’on veut renseigner encore sur le nombre 
de ses lignes et de ses colonnes, on écrit 0... 

À la matrice carrée À = [a;;l, n est liée la notion du déterminant 


ii Ai --- Ain 


a Œnn (4 
det A = 21 — on 
ni Un? nn 


Il ne faut pas identifier ces deux notions: une matrice est un 
ensemble ordonné de nombres mis sous la forme d'un 
tableau rectangulaire, alors que son déterminant det À est un 
nombre, défini par les règles bien connues, et notamment 


det A= D  (—1)*ara220s : + Anans (3) 


(@s, Œgr &n) 


où la somme s'étend à toutes les permutations possibles (œ&:, &2, ... 
. + + An) des éléments 1, 2, ..., n et, par suite, compte 7! termes, 
de plus x —0 si la permutation est paire et x = 1 si elle est 
impaire. 


8 2. Opérations sur les matrices 
À. Egalité des matrices 


Deux matrices À = [a;;] et B — {b;;] sont considérées comme 
égales: À — B si elles sont de même type, c'est-à-dire si elles ont 
le même nombre de lignes et de colonnes et si leurs éléments respec- 
tifs sont égaux: 

ais = bi. 
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B. Somme et différence 


On appelle somme de deux matrices À = [a;;l] et B — {b;;] 
de même ordre une matrice € = {c;;] de même ordre également dont 
les éléments c;; sont égaux aux sommes des éléments respectifs 
a;; Cet b;; des matrices À et B: c;ÿ = a;j + bij. Ainsi 

Qis Dis Gi bye -.. Gin + Din 
a Dos oo FDs9 ... on + Ve 
A + B = au + 21 20 + 22 on + on 


Ami + Dr: Eine + Orne ... Emn + Ümn 


La définition de la somme des matrices entraîne immédiatement 
les propriétés suivantes: 

1) A+(B+C)=(4 +8) +0: 

2) A+B=B + À; 

3) À +0 = A. 


La différence des matrices se définit d'une façon analogue 


A—B— Gag — Das Œn2 — Doo cé à Gon — Von 


Ami — Om, Ame — Dme ... mn —Ümn 
C. Produit dune matrice par un nombre 


Le produit d'une matrice A = [a;;] par un nombre @& (ou le produit 
d'un nombre & par une matrice À) est une matrice dont les éléments 
s'obtiennent par multiplication de tous les éléments de la matrice À 
par le nombre «&, soit 


Œüm: Qlmo ee Llmn 


La définition du produit d'un nombre par une matrice rend 
immédiates les propriétés suivantes: 


1) 14 = À; 

2) 04 = 0; 

35) « (BA) = (af) À; 

4) (œ + B) À = «A + BA; 
o) a(A +B)=aA +aB 


(ici À et B sont des matrices, & et B des nombres). 


15—0109%2 
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Remarquons que si la matrice À est une matrice carrée d'ordre n, 


det a A — a" det À. 
La matrice 
— À = (—1) A4 


se nomme matrice opposée. On voit sans peine que si les matrices À 
et B sont de même ordre, il vient 


A —B=A+(—B). 


D. Multiplication des matrices 


Soient 


En D 
Ami me mn 
et 
bis Dis Dia 
nt Mes 


deux matrices respectivement m xX n et p X q. Si le nombre de 
colonnes de la matrice À est égal au nombre de lignes de la matrice B, 
c'est-à-dire si 

n — P; (1) 


on définit pour ces matrices la matrice C m X gqg dite produit des 
matrices initiales : 


Cyt Co Ciq 
Ca Cana C 

C _ 1 22 2Q k 
Cmt Cmo Cma 


où 
Cij = Gidij + Gode; +... + Ainbn 
(GG = 1, 2, CCE TX | m; j = 1, 2: . + 3 q). 
Cette définition entraîne la règle suivante de multiplication des 
matrices : l'élément de la i-ème ligne et de la j-ième colonne du produit 
de deux matrices s'obtient en multipliant les éléments de la i-ème ligne 


de la première matrice par les éléments respectifs de la j-ième colonne 
de la deuxième matrice et en additionnant les produits obtenus. 
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Le produit AB a un sens si ét seulement si les lignes de la matri- 
ce À comptent autant d'éléments que les colonnes de la matrice B. 
En particulier, on ne peut multiplier que les matrices carrées de 
même ordre. 


Exemple 1. 
3 281 

a-[ —4 s|: 

2 —1 

1 —3 
B=!o 1 

3 1 

AB = 


3-242.1+8.0+1.3  3-(—1)+2-(—3) -8-1+1.1 
STEP EEE 1-(—1)+(—4).(—3)+0.1 ai 


11 0 
CT 44: 


Exemple 2. 
1 23 1 1-1 +2. un. 3 14 
‘ 5 2)- 4.1-:5.2+:6.3 Le 
789 3 1.1+8: 249. 3 50 


Un produit matriciel jouit des propriétés suivantes: 

1) À (BC) = (AB)C; 3) (A + B)C = AC + BC; 

2) a (AB) = (aA)B; 4) C (A + B) = CA + CB 
(4, B, C sont des matrices, & est un nombre). 

Les égalités 1) à 4) sont entendues dans le sens que si l'un 
de leurs membres existe, l'autre membre existe également et les 
deux membres sont égaux entre eux. 


Le produit de deux matrices n'est pas commutatif, c “est-à-dire, 
en général, AB = BA. Pour s'en assurer il suffit d'examiner les 
Exemple 3. 


exemples qui suivent. 
: 1 2 o 6 
7 [3 4] =|, . 


… u 22 23 34 
= 143 50 | : pa=|, m2 


c'est-à-dire ici AB — BA. 


et donc 


15° 
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Bien plus, il se peut que le produit de deux matrices prises dans 


un certain ordre ait un sens, alors que le produit de ces mèmes matri- 
e Ÿ e 
ces prises dans l’ordre inverse n'en a aucun. 


Il en est ainsi, par exemple, lorsque 


DHUDCHE 
4 5 6 430 
du fait que 


19 13 7 i . 
B= 46 34 49» lors que BA n'existe pas 


Dans les cas particuliers où AB = BA, les matrices À et B 
sont dites commutables. Ainsi on voit aisément que la matrice unité 
E est commutable avec n'importe quelle matrice carrée À de même 
ordre, et en outre 


AE = EA = A. 
Ainsi, dans la multiplication, la matrice unité Æ joue le rôle 
de l'unité. 
Si À et B sont des matrices du même ordre, 
det (AB) = det (BA) = det À -det B. 


minants. 
Pour les matrices de l'exemple 3, on a notamment 


19 221 |1 21156 
43 50| 13 41178 
23 341 11 2115 6 
Dé aie à 7 8|° 


$ 3. Matrice transposée 
En remplaçant dans la matrice mXn 


Cette formule se déduit de la règle de multiplication des déter- 


et 


dis is Gin 

(4 À Goo ... Gon 
À _ 21 

Ami m2 mn 
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les lignes par les colonnes respectives, on obtient une matrice 
dite transposée n Xm 


Gi oi Am: 
AT AT L Œjo Ans m2 
in on mn 


En particulier, pour le vecteur ligne 
a = {a a ... æl, 


la matrice transposée est le vecteur colonne 


KE 


Une matrice transposée jouit des propriétés suivantes: 
1) une matrice transposée deux fois se confond avec la matrice 
initiale 
À n = (4°) = À ; 
2) la matrice transposée d’une somme est égale à la somme des 
matrices transposées des termes de l'addition 


(A + B) = A' +8B'; 


3) la matrice transposée d'un produit est égale au produit des 
matrices transposées des facteurs pris dans l'ordre inverse 


(AB) = B'A!'. 


En effet, l'élément de la i-ème ligne et de la j-ième colonne 
de la matrice (AB) est égal à l’élément de la j-ième ligne et de 
la i-ème colonne de la matrice AB, soit 


Gjidss + Qjodas + . . . + Gjndni. 


Cette dernière expression est évidemment la somme des produits 
des éléments de la i-ème ligne de la matrice B” par les éléments cor- 
respondants de la j-ième colonne de la matrice 4”, c'est-à-dire elle 
est égale à l'élément généralisé de la matrice B’4’. 

Si la matrice À est carrée, il est évident que 


det À’ = det À. 


La matrice À = [a;;] s'appelle symétrique si elle coïncide avec 
sa transposée, c'est-à-dire si 


A'= A. (1) 


530 ALGÈÊBRE DES MATRICES [CH. VI! 


Il résulte de l'égalité (1) que 1) une matrice symétrique est une 
matrice carrée (m —= n) et 2) ses éléments, symétriques par rapport 
à la diagonale principale, sont égaux entre eux 
ji — dij. 
Le produit 
C = AA 


est, naturellement, une matrice symétrique, puisque 
C' = (A4) = (4°) A’ = AA’ = CC. 
Par exemple, 


è 2 À Le 12422 +32 41.4412.513.61 [14 32 
456] |5 21 Lat+s2+es 4+s 4e ÊE nn 


$ 4. Matrice inverse 


Définition 1. On appelle matrice inverse par rapport à la 
matrice donnée une matrice qui étant multipliée à droite ou à gauche 
par la matrice initiale donne la matrice unité. 

Désignons par À”! la matrice inverse de la matrice À. On a alors 
par définition: 

AA = AA = E, : (1) 


où E est la matrice unité. 


La recherche de l'inverse d'une matrice donnée est dite inversion 
de cette matrice. 


Définition 2. Une matrice carrée se nomme régulière 
si son déterminant est différent du zéro. 
Dans le cas contraire elle est dite singulière. 


Théorème. Toute matrice régulière possède une matrice inverse. 
Démonstration. Soit une matrice régulière d'ordre n: 
&i: Œjio ee Gin 


où det À = A #0. 
Composons pour la matrice À ce qu'on appelle une matrice 
adjointe 
Aiy Au -.. An 


A Aie A2 -.. An (2) 
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où À;; sont les cofacteurs (mineurs avec leurs signes) des éléments 
correspondants a;j (i,j = 1, 2, ...,n). 

Remarquons que les cofacteurs des éléments des lignes s’ s inscrivent 
dans les colonnes correspondantes en effectuant ainsi une opération 
de transposition. 


Divisons tous les éléments de la dernière matrice par le détermi- 
nant de la matrice À, c'est-à-dire par A: 


A11 A3: An: 
A À A 
A2 A2 An2 
A*=| 4 A ‘°° & |, (3) 
Ain An Ann 
A °° A 


Montrons que la matrice ÀA* est la matrice inverse cherchée: 
A*.= A"? 

On sait que 1) la somme des produits des éléments d’une certaine 
ligne ou colonne du déterminant par les cofacteurs de ces éléments 
est égale au déterminant et 2) la somme des produits des éléments 
d'une certaine ligne ou colonne du déterminant par les cofacteurs 
des éléments respectifs d’une autre ligne ou colonne correspondante, 
est nulle, c'est-à-dire 


à Gin À jn — ÔijA (4) 


et 
n 


D aniAny = OA, (4) 


s 1 pour i=}j, 
HT TO pour iÆij. 
En vertu de ces propriétés, la formation du produit AA4* donne 
Ais Au A1 


dy yo + Ain a Es . 
À;2 dd À, 
AA* = Goy on +. on À À À Le 
Ani Gn2 Œan Ain An Ann 
A A A 
1 0...0 
0 1...0 
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Ainsi, AA* = E. 
L'écriture de la formule (5) peut être bien plus compacte si 
l'on utilise les notations abrégées 


A = [ay] et a [#2 |. 


Si l’on tient compte de la relation (4), on obtient: 
7t A 
AA* — [ à Œih +. | —= [ôy] =#. 
hk=1 


D'une façon analogue on peut prouver que A*A — E. 
Par conséquent, AÀA* — A”, c'est-à-dire 


AT = _ (Ai), (6) 


a vec 
À = det À. 


Remarque 1. Pour la matrice donnée À il-n’existe qu’une 
seule matrice inverse A-!. Bien plus même, toute matrice inverse 
à droite (inverse à gauche) de la matrice À coïncide avec son inverse 
A”! (si cette dernière existe). 

En effet, si 


AB — E, 

en prémultipliant cette égalité par A1, on obtient: 

A'AB = A''E 

ou 

B = A’. 
D'une façon analogue on montre que si 

CA = E, 

alors C = A1. 


C'est pourquoi une seule égalité suffit pour vérifier la rela- 
tion (1). 

Remarque 2. Une matrice carrée singulière ne possède 
pas de matrice inverse. En effet, la matrice À étant une matrice 
singulière, 

det À = 0. 
L'égalité (1) implique 
det À -det A7! = det E = 1, 
0 = 1?! 


ce qui est impossible. La proposition est ainsi démontrée. 


soit 
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Exemple. Trouver l'inverse de là matrice 


* 4 2 3 fs 
a-|— —4 | CU -t 1 
3 5 6 a 


Solution. Le déterminant étant 


| 1 2 3 1 2 3 
A=|—2 —4 —51—-10 0 11-120, 
3 5 6] |0 —1 —3 
la matrice À est régulière. en 
Composons la matrice adjointe 41-25-07 

1 3 2 
A=|—3 —3 —1 
2 1 0 


Divisons tous les éléments de la matrice À par À = 1 pour 
obtenir 


= 


1 3 2 
a) 3 — 3 1] . 
2 1 0 


Il est recommandé de vérifier que réellement 
AA”! = E. 


Voici certaines propriétés fondamentales d'une matrice inverse. 
1. Le déterminant d'une matrice inverse est égal à la grandeur 
inverse du déterminant de la matrice initiale. En effet, soit 


AA = E. 


Constatant que le déterminant du produit de deux matrices carrées 
est égal au produit des déterminants de ces matrices, on a: 


det A”! det À = det £ = 1. 
Par suite, 
1 


NES 
det À = - 


2. L'inverse du produit de deux matrices carrées est égale au produit 
des inverses des matrices facteurs pris dans l'ordre opposé, soit 


(AB)"1 = B-1A"T, 
En effet, 
AB (B-1A”1) — À (BB”1) Art — AEAT1 = AA =E 
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(B-14-1) AB = B-1(A-1A) B = B-1EB = BB = E. 


Donc B-'A-t est l'inverse de AB. 
Plus généralement : 


(A4 ... Ap)1= A51A51, ... AT 


3. La transposée de l'inverse d'une matrice est égale à l'inverse 
de la transposée de la matrice donnée: 


(47) = (42, 


En effet, en transposant la relation principale A-'A = E, on 
oblient : 
(47-14) = A'(A 1) = E" = E. 


On en tire en prémultipliant cette dernière égalité par la matri- 
ce (4”)7! 
(4)71 4° (4-1) = (AYTE 
(47) = (42, 


ce qu'il fallait démontrer. 


ou 


Remarque. Une matrice inverse rend plus facile la résolu- 
tion des équations matricielles 


AX =B et YA = B. 


En effet, si det À Æ 0, il vient: 
X = A-iB et Y = BA-1. 


$ 5. Puissance d'une matrice 


Soit À une matrice carrée. Si p est un nombre naturel, on pose: 


AA ... A = A?. 


Ve, mm” 
p fois 


On convient de plus que 4° = E, où E est une matrice unité. Si la 
matrice À est régulière, on peut introduire une puissance négative 
en la définissant par la relation 


ATP = (A71ÿ. 
Les puissances d'une matrice aux exposants entiers observent 
les règles usuelles : 
1) APAT = AP#; 
2) (AP) = AP. 
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Il est évident qu'il est impossible d'élever à une puissance une 
matrice rectangulaire non carrée. 


Exemple 1. Soit 


a 0 ... 0 
_— 0 Oo ... 0 
0 O0 ...n 


Il vient 


Exemple 2. Trouver 


AP — 3 
0 O0 ...a 


0 10 07? 

0010 

0001 

0000 
Solution. On a: 
01007 F01001F0100 0010 
0010 0010110010 0001 
00011 100011100011 10000 
0000 0000010000 0 O Of0 


Si À et B sont des matrices carrées de même ordre et si en outre 
AB = BA, on a la formule du binôme de Newton 


D 
(A+ B}P= > CiA*Br*. 
Rh=0 


$ 6. Fonctions rationnelles d’une matrice 
Soit 


Lni Ln2 ee. Lnn 


une matrice carrée arbitraire d'ordre ». Par analogie avec les formules 
|] « Ld Ld e Ppe e. e A 
de l'algèbre élémentaire on définit les fonctions polynômes de la 
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matrice À: 
P (X) = AoX7 + AXT-1 +... + AnE (polynôme droit); 
P (X) = X"A0 + X"-1A, +... + EAn (polynôme gauche), 


où A(v = 0, 1,..., m) sont les matrices m X r ou respectivement 
n x m et E la matrice unité d'ordre n. 

D'une façon générale, P (X) = P (X). 

On peut introduire également des fonctions rationnelles de la 
matrice X en les définissant par les formules 


R; (X) = P (X) IQ (X))]”! 
et 
R: (X) = (Q (X)1°? P (X) 
avec P (X) et Q (X) des polynômes matriciels et det [Q (X)] Æ 0. 
Exemple. Soit 


1 —1 0 1 
PRo=x+| x, . 


0 0 
où X est une matrice variable d’ordre deux. Trouver P | { si : 


Solution. On a: 
p( 0 0 0 0% F1 —11[10 0 0 1 
1 0]/= [10] [1 1]l1 0] {1 0] 
0 0 —1 0 0 1 — 1 —1 
=[oo]* ol ol o ol: 
$ 7. Valeur absolue et norme d'une matrice 
L'inégalité 
A<B (1) 
entre les matrices À = [a;;l et B = ([b,;] de même ordre signifie que 
a; < bij: | (2) 


Dans ce sens toutes deux matrices ne sont pas comparables entre 
elles. 

Par valeur absolue (module) d’une matrice À = {a;;] on entend 
la matrice 


lAl={la;ll, 


où |a;;l| sont les modules des éléments de la matrice À. 
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Si À et B sont des matrices pour lesquelles les opérations A+ B 
et AB ont un sens, il vient 


a) |A + BI<1AÏ+121; 
b) | ABI<]A1Ï:1B1]; 
c) Ia4]=lall| AI 
€ est un nombre). 
En particulier, on obtient: 
| API<TAI? 
{p est un nombre naturel). 


Par norme d'une matrice À = {a;;l on entend un nombre réel 
{| AI] qui satisfait aux conditions: 


a) [| A|| > 0, de plus || A|| = 0 si et seulement si À =0; 


b) -aA|| = |æ&]|| A]| (&œ est un nombre) et, en particulier, 
I —AI = A1; 


c) I À + BI HW AIN +1 BI; 
d) I ABI <I AI: BI 


(A et B sont des matrices pour lesquelles les opérations correspon- 
dantes ont un sens). Pour une matrice carrée on a notamment: 


I API SIT AP, 


où p est un nombre naturel. 
Notons encore une inégalité importante des normes des matri- 
ces À et B de même ordre. En appliquant la condition c) on a: 


NBI =11 À + (B — 4) I AI +1 B — A. 
D'où 
1 À —B1l= 128 — AI 2NB1 —1N A. 

D'une manière analogue 

IA — BI I AN —1 BI. 
Par conséquent, 

I À — BI ZI BI —N ANT: 

Appelons une norme canonique, si elle vérifie les conditions 


supplémentaires : 
e) si À = [a;jl, on a 


Fast SI AÏ, 


en outre, pour une matrice scalaire À = [ail on a || A|| = | @, |; 
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f) l'inégalité | A| <]|B]| (A et B sont des matrices) conduit 
à l'inégalité 


Il À | I BI: 
En particulier, || A] =/||| À {||. 
Dans ce qui suit, pour la matrice À = |a;;] d'ordre quelconque 


nous considérerons essentiellement trois normes facilement calcula- 
bles : 


1) IA Im = max à |ai;| (m-norme) ; 
À 3 


2) [Al = max >|; (l-norme); 
D î 


3) Il Alk=Y Ya; (k-norme). 


1,7 
Exemple. Soit 
123 
a-[i 5 1 , 
789 
On a: 
Il À Ilm= max (1+2+3, 4+5+6, 7+8+9)- max(6, 15, 24) = 24; 
A | = max (1+4+47,2+5+8,3+6+9)— max (12, 15, 18) = 18 ; 
NAIR=VR+Z+S TA TES E6 +7 +89 — 


=V154+9+16+ 25-36-1490 64 + 81 — V 285 > 16,9. 


En particulier, pour le vecteur 


Zn 
ces normes ont les valeurs suivantes: 
Ia lin = max ze; 
Ia = fril+ tel + ee +lants 
œil [el =Vlaf ++... +laf 


(ou module du vecteur). Si les composantes du vecteur sont réelles, 
on a simplement 


Icin=Vr+r+... +. 
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Vérifions pour les normes |A{l», || All: et || Allx l'observation 
des conditions a) à d). 

On voit immédiatement que les conditions a) et b) sont observées. 

Voyons si ces normes satisfont également à la condition c). 
Soient À = {a;;l et B — [b;;] deux matrices de même ordre. On a: 


114 8 Im = max Dai + bi; max (D aisl+ Dlbi|)< 
ci 3 U 2 J 
< max > |[@;|+ max À |bi;|= || À Im + || B Im 
î J L U 


D'une façon analogue, 


I À + B | < 11 À |: +11 B |. 
Ensuite 


IA+B1k=} D ais tb < 
, 1, 7 
SV Dial + D lb +2 D laut lol. 
2,2 1,2 4,7 
En appliquant l'inégalité connue de Cauchy *, 
PAL LES ONE ALTIS 
2,9) 3,7 2,9 
* Voici la démonstration de l'inégalité de Cauchy: 
ñn n LC 
| D abs P<Y LA | b4|?, 
s=1 s— 1 s—1 


où a, et b, (s—1, 2, ..., n) sont des nombres complexes arbitraires. Soit À 
une variable réelle. Considérons l'inégalité évidente 


n 
D'lash+béeis > 0, CK) 
s—1 
où œ, sont des nombres réels. En désignant par a, et b, les nombres conju- 
gués à a, et b,, on a: 
a+ bei [2 (ah + béeÏ9s) (aç1 + be i9s) = 
= aa 2 + (asbse” se agbseivs) À + bbs= 
—|a, [2 À2+2 Re (a,bée" 19) 1 +] 0, [2. 


L'inégalité (x) prend alors la forme 
n LU n 
2 S'la,l2+24 D Re(abe%)+ 5 |b,[2> 0. 
s= s— 1 s=1 


Si l’on pose 
ps—arg (abs), 
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ON «a 


A+ Bla <Ÿ DlasP +) 2115 = A x +1 B ln. 
1,9 ?, 


Ainsi la condition c) est remplie pour toutes les trois normes. 

Vérifions maintenant l'observation de la condition d). Soient 
la matrice À = [a:5] d'ordre m’ X n° et la matrice B = {b;;] d'ordre 
m” xX n°”. Pour que la multiplication de la première matrice par 
la deuxième soit possible, il faut que m” = n'. La matrice AB sera 
dordre m XR7. 

On a: 


[AB Il = max > LA aida “max ( Ÿ > aie] 16,51} = 
= max È jeu] Ÿ [ds |} < max È [aix|+ 118 Im = 


= max {2 1 a |} 11 B Im 11 À ll B Um: 


il vient 
Re (a be” ie) = Re {]a,b, | ei #"F(R6bs) ei are (asba), 


mRe{|asbs|} = asbl = | asbl, 
par suite, 


A? > [as |?+22 2 | abs + Ÿ [8 [> 


s=1{ smi 


Le premier membre de la dernière inégalité étant non uégatif par suite de 
l'inégalité initiale (*) quels que soient À réels, l' équation quadratique correspon- 
dante ne peut posséder de racines réelles distinctes. C’est pourquoi le discrimi- 
nant de l’équation est tel que 


(D 10, 1 Del Se, P<O, 


CES | 
c'est-a-dire 


D | Ssbs Fee. S | b, [2 


s=i 
D'où à plus forte raison 


n n 
LS ab <{S 1ab,1)? <ÿ | a 2 ÿ | be [2 
s—=1 s—1 


_ 


Si les nombres a, et b, sont réels, on obtient simplement 


(San <S ei. D 0 


s— 1 s=i s=1 
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D'une façon analogue 


m’ n° m’ n° 
I AB Ii = max 2 | 2 aibs;| << max | à 2 lais| |Bes|} = 
i=1 s— J i=1s= 
= max (2 lbs] 2 laiell <max (2 1be 1-11 À Il) = 


= Alhemex 2 [be] = 1 Ale-1l 8 Île 


Ensuite 


MR R m’ n°” n° 
|| AB => DAPETTIES PAPA LTELTIIE 
1=1J=1 s=1 1=1 2—=1 s=1 


En appliquant l'inégalité de Cauchy et en tenant compte du fait 
que m” = n', on a 


nage VS SE leur. Soul) = 


i 


> D lou =VIAIÉ-NIBIÉ= | AIR 2 re 


m” n°” 
t=1 


m' n° 
=) 3 Dia. 
i=1 s—1 


Les normes considérées vérifient donc la condition dj). 

Montrons que les normes || All», || All: || A|l: sont canoniques. 

Si pq est l'élément le plus grand en module de la matrice À = 
= [a;;] d'ordre m’ X n', on a évidemment 


IL@ [Im >1@pil + ++ +Ta@pgl + +. + [an >] pal: 
Il À [> [aol + . L]apal+ -.. + |amal >| nl 


| m’ n° 
Al = à 2 la F >] ap l. 
1=1 7= 


al STapgl KA Îls (s = m, 1, k). 
Par ailleurs, si À = [ail], il vient 
Il Am =1 41h = AÎk = au. 
Ensuite, si | A| <]|B|, où À = [a;jl et B = [b;;], on a alors 


la; S1b:;l. De la définition des normes || All, [| All et || Allr 
‘il apparaît que les inégalités 


I AÎls SI BP] (s = m, L, À) 


j=1 


et 


Ainsi 


ont lieu. 
16—01072 
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On a en outre pour chacune de ces normes 
IA =HT AI  (s=m, L k). 


La condition f) est donc vérifiée elle aussi. 
Ainsi, nous avons donc démontré que les normes || Ah, || A} 
et || Al} sont canoniques. 
Notons que si la matrice £ est une matrice unité d'ordre n, 
on a 
I El = El = 1 
et 


IE llk=Vn. 


$ 8. Rang d'une matrice 


Soit une matrice rectangulaire 
TE dis ee... Œin 
A — ny so. . + on 


Ami Ame CEE] Amn 


Si dans cette matrice on choisit d'une façon arbitraire k lignes 
et k colonnes, où # < min (m, n), les éléments disposés à l’inter- 
section de ces lignes et de ces colonnes forment une matrice carrée 
d'ordre 4. Le déterminant de cette matrice s’appelle mineur d'ordre Æ 
de la matrice À. 


Définition. On appelle rang d'une matrice l'ordre maximal 
de son mineur non nul. Autrement dit, le rang d’une matrice À 
est r si 

1) au moins un de ses mineurs d'ordre r est non nul; 

2) tous les mineurs d'ordre r + {1 et d'ordres plus grands sont 
nuls. 

Le rang d’une matrice nulle, c'est-à-dire composée de zéros, 
est considéré comme nul. La différence entre le plus petit des nombres 
met net le rang de la matrice s'appelle défaut d'une matrice. Si le 
défaut est nul, le rang de la matrice est maximal pour les matrices 
de l’ordre considéré. 

Pour obtenir le rang d'une matrice il est utile d'observer les règles 
suivantes : 

1) passer des mineurs d'ordres inférieurs (à partir des mineurs 
du premier ordre, © "est-à-dire des éléments de la matrice) aux 
mineurs d'ordres plus grands ; 

2) supposons qu ‘on ait trouvé le mineur D d'ordre r non nul; 
il reste alors à calculer les mineurs d'ordre (r + 4) qui encadrent 
le mineur D. Si tous ces mineurs sont nuls, le rang de la matrice 
est r; mais si au moins l’un d'eux est non nul, il faut reprendre 
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l'opération pour ce dernier; dans ce cas le rang de la matrice est 
évidemment toujours bien supérieur à r. 


E xemple. Chercher le rang de la matrice 
2 —4 3 1 0 
1 —2 1 —42 
(0 1 —1 3 1 
4 —7T 4 —4S5 


Solution. Le mineur d'ordre deux en haut à gauche de cette 
matrice est nul. Toutefois la matrice contient également d’autres 
mineurs non nuls d'ordre deux, par exemple 


—4 3 | 
nn + ES 
le mineur d'ordre trois qui l’encadre 
2 —4 J 
D'=-|1 —2 1|—1 
0 1 —1 


et les deux mineurs de quatrième ordre, qui encadrent le mineur D”, 
sont nuls: 


| 


2 _4 3 A 2 —4 0 
1 —2 1 —4 1 —2 2 
o 11 31% | 4 1 1170. 
h =7 O4 à 4 —7 45 


Le rang de la matrice est donc égal à trois et son défaut est 
4 —3 = 1. 


$ 9. Limite d'une matrice 
Soit une suite de matrices à 
Ar = (a! (k—1, 2, ...) (4) 
de même ordre mXn(i—=1,2,...,m; j —1,2,...,n). Par 
limite de la suite de matrices À, on entend la matrice 
A=lim Ar = [lim a]. (2) 


k—00 
La suite de matrices qui possède une limite s'appelle convergente. 


Lemme 1. Pour qu'une suite de matrices A, (k = 1, 2, ...) 
converge vers une matrice À, il faut et il suffit que 


| À — 4, — 0 quand k— ©, (3) 
16% 
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où || A|l est une norme canonique quelconque de la matrice A. De plus, 


Lim || An || = 11 À |. 
En effet, si 
Ar — A={a;;], 
on a 


la;—aÿ|<e pour k>N(e). 
Il en résulte 
| À — À, | < el, 


où Z est une matrice m X nr dont tous les éléments sont égaux à 
e Ld s # Lé L 
l'unité. En vertu des propriétés d une norme, on a: 


Il À — 43 I <ellZ |] pour k> N (e), 
donc 
. Il À — 4:11 = 0. (4) 


Inversement, supposons que la condition (3) soit remplie. Alors 
on a avec 4 > N(e): 


lai —aÿ]<1lA — A1] <e 


et par suite 
lim af? = Gi}, 


R—00 
soit 
lim Ak == À. 


k-+00 
En outre, si À; — À, on a: 
[I AÏ—I A I<NA— Ar] 0 pour &—+ co. 
C'est pourquoi 
lim || 4x = 11 411. 


Corollaire. La suite A, 0 quand k — œ si et seule- 
ment si 


lim || Àk | —= 0, 
Rk—+00 
où || 4x || est une norme canonique quelconque. 
On montre aisément que si les limites 
lim A4: = À et lim B:—B, 


Rk+00 k—00 
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on aura 
a) lim (Ar + Brx)=A4+8B, 
R—+00 


b) lim(4:B») = AB, 
R—»00 
c) . Aï'= A1 (det À O0), 


sous l’hypothèse que les opérations correspondantes aient un sens. 
En particulier, si € est une matrice constante telle qu'elle rend 
possibles les produits CA, et A:C (k = 1, 2, ...), alors 


lim CA =CA 
R—00 

et 
lim AC = AC. 
R—00 


Lemme 2. Pour que la suite des matrices A, (k = 1, 2, ee) 
soit convergente, il faut et il suffit qu'on observe le critère généralisé 
de Cauchy, et notamment : pour tout & >> 0 il doit exister un nombre 
N = N (e) tel que pou ZX N, p>0 


Il Antp — An  <e, (5) 


avec || 4, || une norme canonique quelconque. 


En effet, si l'inégalité (5) est vérifiée, tout élément af? de la 
matrice Ak satisfait au critère de Cauchy (cf. chapitre III, $ 4) et, 
par conséquent, il existe une limite 


lim Ar = im a]. 
R—>00 


Inversement, s'il existe 
A=lim Ah; 


| R—00 
le lemme 1 conduit à 
1 — 4x 1]— 0 quand # —+ oo, 
et donc l'inégalité (5) a lieu. 


$ 10. Séries matricielles 


En utilisant la notion de limite d’une matrice on peut introduire 
dans la discussion les séries matricielles 


2 A, =lim Ÿ Ah, (1) 


N—00 k=1 


où À, sont les matrices de même ordre. 
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Si la limite (1) existe, la série matricielle s'appelle convergente 
et la matrice obtenue à la limite sera dite somme de cette série. Si 
la limite (1) n'existe pas, la série matricielle se nomme divergente 
et on ne lui affecte aucune somme. 

Condition nécessaire de convergence d’une série matricielle 


Théorème 1. Si la série matricielle (1) converge, la limite 


lim Ax =0. 
Rk—»+ 00 
Démonstration. Soit 
k 
Sx= Ÿ Àj. 
j=i 
Si la série (1) converge, il existe une limite finie 
S — lim S'y 
R—00 
On a 
_. An = Sn — Sh-1 
d où 


lim Ak — ]im Sr — ]im Sh-1 — $S —$S — 0. 


R—+00 R-+00 R-»00 
Si la série 
2: | 4x | (2) 
k=1 


converge, la série matricielle (1) se nomme absolument convergente. 
Théorème 2. Une série matricielle absolument convergente 
est convergente. 
Démonstration. Soit 
An={ta%) (k-=1,2, ...). 
Donc 


O0 
k 
D Al LS et. 
La série matricielle (2) étant convergente, toute série numéri- 
que : | af | (i=1,2,...,m; j—1,2,..., n) est par définition 


one conte. On en tire en vertu du théorème connu de la théorie 


oO 


des séries que toutes les séries 2 Gil ss Mme Id: 0) 


convergent également, c est idire. Qu ’il existe une limite 
N 


S=limS,-lim Ÿ Ar 


Nœ N-v00 k=1 
et, par suite, la série matricielle (1) converge. 


$ 10.] SÉÊRIES MATRICIELLES 247 


Pour une analyse grossière de la convergence de la série (1) on 
peut faire appel à la condition suffisante énoncée ci-dessous. 


Théorème 3. Si || À || est une norme canonique quelconque 
et la série numérique 


D 11 Au ll (3) 
h=1 
converge, la série matricielle (1) converge également et sa convergence 
est absolue. 
Démonstration. Soit 
l 
An =[a$}] (k—1, 2, ...). 
Considérons les séries numériques 


Ÿ a (4) 


= Î 
= ssmelI=t2 .., R). Puisque 
La |< II Au ||, 


toute série (4) converge, et sa convergence est absolue. Donc, par 
définition, la série matricielle 


Oo © 
D (R) 
D A=lD ai] 
R—1 k=1 
converge également et, qui plus est, sa convergence est absolue. 


Dans les applications une grande importance revient aux séries 
matricielles entières: droites 


> ArX" (9) 
:=0 

et gauches 
> X" An, (5”) 
R=Ù 


où X est une matrice carrée d'ordre nr. Dans le premier cas, les 4; 
sont des matrices m X n ou des nombres (par exemple, les À, peu- 
vent être des vecteurs lignes); dans le deuxième, les À, sont des 
matrices n X m ou des nombres (par exemple, les À, peuvent être 
des vecteurs colonnes). 


Théorème 4. Sir est le rayon de convergence d'une série 
scalaire entière 


D Alix", (6) 
Rk=0 
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où || An || (k = 0, 1, 2, ...) est une rforme canonique quelconque, 
les séries matricielles entières (5) et (5°) toujours convergent bien avec 


IX I <r. (7) 
En particulier, la série matricielle entière 
ÿ» ax X* 
k=—0 
aux constantes a, (4 = 0, 1, 2, ...) converge avec 
IA I <r, 


où r est le rayon de convergence de la série entière 
©œ 
21 |an|z*. 
k=0 
Démonstration. Etant donné que 


I ARX? 1 1142 IX IE, 


l’observation de l'inégalité (7) entraîne la convergence de la série 
2 11 AX* 1. 
k=0 


Par conséquent, en vertu du théorème 3, la série entière (5) converge 


également. 
Un raisonnement analogue est aussi valide pour la série (5°). 
La deuxième proposition du théorème se déduit du fait que si 


a, est un nombre, 


ar] = tal. 
Théorème 5. Les progressions géométriques 
A + AX + AX® +...+AX" +... (8) 
el 
A + XA + X?A +...+X"A +... (8’) 
dans lesquelles X est une matrice carrée, convergent si 
IX <1. (9) 
En outre, 
S AXF—A(E—X)1 
À=0 
et 


S X*A=(E—X) 14. 
R=0 
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En effet, en vertu de théorème 4 et de la condition (9) la pro- 
gression géométrique (8) converge, c'est-à-dire il existe une matrice 
S= ÿ, AX*. 
k=0 

Considérons l'identité 

A(E+X+X'+...+X")(E —X)=A(E —X"#). (10) 
En passant à la limite dans l'égalité (10) pour À — oo et compte tenu 
du fait qu'en vertu de la condition (9) 


X"#—0 quand k —+ oo, 
on a 


S (E — X) = AE = À. (11} 
En particulier, si l’on pose dans l'égalité (11) À = £, on obtient 
où 
Sy — >) x? 
k=0 


Il en résulte 
det S;-det (E — X) = det E = 1. 
On a donc 
det (£ — X) = 0 

et, par conséquent, la matrice E — X est régulière, c'est-à-dire 
(E — X)7! existe. 

En multipliant les deux membres de l'égalité (11) par (E — X)”7? 
on aura finalement 


S= ÿ, AX*'=A(E—X)1. 
k=0 
D'une façon analogue on montre que 
ÿ) X*A—(E—X)1A 
K=0 


pour 
IX I 1. 


Corollaire. Si || X || <1, il existe une matrice inverse 
(E—Xy1= À XÀ. 
k=0 
De plus, si [£E[|=1, on a 
-1 
EXT > IX =: 
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Remarque. Si [| X || <1, l'évaluation de la norme du 
reste d’une série matricielle (8) ne présente pas de difficulté. 
On a 


Ra = || A(E—-X)Y'—A(E+X+X2+...1X")|< 
<|| AI A4 XI AI (IX NÉ + 


X k+2 ee | ” e 
EE 1—|| X |] 


D'une manière analogue on a pour la série (8°): 


Ri IE —X)TA—(E + XXE. 449) 4 1 LIEU 


Les séries matricielles permettent de définir les fonctions trans- 
cendantes d'une matrice. On pose, par exemple, 


00 Xn 
= Yÿ Fr (12) 


et on peut démontrer que pour toute matrice carrée X la série (12) 
converge. 


$ 11. Matrices partitionnées 


Soit une certaine matrice À. Décomposons-la en matrices d'ordres 
inférieurs (sous-matrices: blocs ou parties) à l’aide de barres hori- 
zontales ou verticales. Par exemple 


di so | dis 
A=|Gx Go |ax3], 
dyy Ag | sa 
où les blocs sont constitués par les matrices 
dis 2 di3 
p_| «O0 — 5 R={as as]; S = [ass]. 
dry An dog 


La matrice À peut alors être considérée comme une matrice 
composée, dont les éléments sont les blocs: 


9] 


Une matrice décomposée en blocs est dite encore matrice partitionnée. 
Il est clair que la décomposition d'une matrice en blocs peut s’effec- 
tuer de façons différentes. Un cas particulier de matrices partition- 
nées est celui des matrices quasi diagonales ou presque diagonales 
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par blocs . 


dont les blocs À; (i = 1, . .., s) sont des matrices carrées, en géné- 
ral, d'ordres différents, alors que hors des blocs figurent des zéros. 
Constatons que 


det À = det À,... det A. 


Un autre cas important de matrices partitionnées est celui des 
matrices encadrées 


Ah = . 
où 
Qi aji2 °.. Ai, n-1 
do d os, n-2 
À n-1 me — 


An-1,1 An-1.2 +++ An-1, n-1 


est une matrice d'ordre nr — 1 ; 


di,n 
U,=|1"22 , une matrice colonne ; 
An-{.n 
V,=las., an.2.--@n.n-1], une matrice ligne et a; un nombre. 


Les matrices partitionnées de même ordre décomposées de la 
même façon s'appellent par convention conformes. La commodité 
des matrices partitionnées consiste dans le fait que les opérations 
dont elles sont l’objet se font formellement d’après les mêmes règles 
que celles relatives aux matrices ordinaires. 
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A. Addition et soustraction des matrices 
partitionnées 


Si les matrices partitionnées 
PEUT A2 ”.. A;q 
Al sessssses (1) 


et 


B=l (2) 
Br Br2 ... Br 


sont conformes, c'est-à-dire si p = r; q — set les blocs À;; et B;; 
sont de même ordre, il vient 


Ait Bis A0 + Bio ... Aig + Bia 


A + B — ee ee ee + + = © 
An + Bn À p2 + B p2. .. À pq + Bpq 


En effet, pour additionner les matrices À et B il faut addition- 
ner leurs éléments respectifs; or il est évident qu'on obtiendra le 
même résultat en additionnant les blocs respectifs de ces matrices. 

La soustraction des matrices partitionnées s'effectue d'une 
manière analogue. 

Si À est une matrice partitionnée (4) et &« un nombre, on a 


@Ay: GA; 5 à &Aiq 


B. Multiplication des matrices 
partitionnées 


Soient les matrices partitionnées À et B respectivement à struc- 
ture (1) et (2); de plus q = r. 

Supposons que tous les blocs À4;, et B;, (i = 1, 2,..., p; 
j—=1,2,...,g; k = 1, 2, ..., s) sont tels que le nombre de 
colonnes du bloc À;; est égal au nombre de lignes du bloc B }3. 
Dans le cas particulier, lorsque tous les blocs À;; et B;; sont carrés 
et sont de même ordre, cette hypothèse est bien vraie. On peut alors 
montrer que le produit des matrices À et B est une matrice parti- 
tionnée 


Ci Cie Cis 
= Co C2 C2s 
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OÙ Cin = AiBir + Ar2B2r +... + À; Ba (1, 2,5; D; 
k —1,2,...,s), c'est-à-dire la multip ication des matrices À 
et B se fait comme si à la place des blocs il y avait des nombres [2]. 


Exemp le. En multipliant les matrices partitionnées 


2-1 


2 P Q 


el 


on obtient une matrice de la forme 


| <— 1 — | —2— 


AB = 
2 |[PR+QT|PS+QU 


L'addition et la multiplication sont simples surtout lorsqu'il 
s'agit de matrices quasi diagonales. Si 
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et les matrices À;, B;(i— 1, 2, ..., s) sons de même ordre, on a 


évidemment 
a +8] 
sl | | 


À, Le B. 


et 


$ 12. Inversion des matrices par partition 


Supposons qu'il faille trouver pour une matrice numérique 
régulière À la matrice inverse A7}. Décomposons la matrice À en 
quatre blocs 


| Œ&u (r,r) œy(r,s) 


ne ut 


Ici entre parenthèses on indique les ordres des blocs correspon- 
dants ; en outre, r + s — n, où nr est l’ordre de la matrice A. Cher- 
chons la matrice inverse À -! également sous la forme d’une matrice 
à quatre blocs 


Ai ba (r,r) Baz(r, “| 
_ LButs;:r) Bas, s)]” 


Etant donné que AA = E, en multipliant ces matrices, on 
obtient quatre équations matricielles 


Brit -1- Biotas = Er, 
Buito -: Pise — 0, 
Bass —— Bros = 0, 
Baie ÉS BaoGoo = E,, 


(1) 
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où E, et E, sont des matrices uhités d'ordres correspondants. Après 
avoir résolu ce système, on détermine les blocs de la matrice À 1. 
æ D AE Le Vogue . . 
Pour résoudre le système (1) utilisons la méthode d élimination des 
inconnues. En multipliant à droite la première équation du système 
(1) par &;;&12 et en retranchant du produit la deuxième équation 
de ce système, on obtient: 
_ — =! 
Biz (Guide — G22) = dia. 
On en tire | 
— —1 1 1 
Pie = — Qi (Grz — QriG,;@2) 
et 
= pe 1 
Pis = Gi — Pit. 
D'une façon analogue la troisième et la quatrième équation du 
système (1) amènent 
22 — (&e2 — ananas)" 
et 


Bien sûr nous supposons ici que les opérations correspondantes 
aient un sens. Introduisons les matrices 


_] 0 —] 
— Qi, Lio, Ÿ = œnt;;, 


on = er S (2) 
P—ap—@ XX = — Y'a. J 


L'écriture des blocs B;; (i, j — 1, 2) peut être alors simplifiée: 
Bi —= a ce X6-1Y, 
Biz —æ —X0"?, 
Bas = — 07Y, Per = 077. 

Les formules (1) définissent les blocs de la matrice À! sous la 


condition que «;; et 0-! existent. Les calculs deviennent plus com- 
modes si on dresse le schéma suivant (4): 


Y' = ac; | 0 -- Ge — You 


nets | —X0"1 
LT 6" | 67 |: 
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L'application de cette méthode est utile si la matrice &, est 


facilement inversible. 
Exemple 1. Inverser la matrice 


1 0 3 —4 
() 1 5 6 
— 3 4 O0 2 
—9 —6 2 0 


Solution. Posons 


1 0 3 —4 
is — 0 ME 2 —= 5 LE 
—3 4 0 2 
Qi — —5 » A2 — 2 : . 


En appliquant le schéma donné dans ce qui précède, on a 


Il en résulte 


ri 3 —4 16 “| { HS 146 
7 44215  G||—47 —11| ! —202 104 |’ 


| 16 3411 —3 4 4 f[ —218 —140 
OT = 255 
7 | _à —11 ee ei 1422 496 —122 
| ES 


. ; 236 1461[—3 4 
AO Y = 12%] _202 1041| —5 —6 


|. 


») 


68 
86 — —) 


Pour vérifier, on calcule le produit X6-!Y suivant deux pro- 


cédés : 
X60-1Y — (X0-1)Y et YO0-!Y — X (0-17). 
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D'après le schéma général,’ on a 


— 16. — 236 —146 
A 86 n 202 —104 
_ 142 2148 140 16 34 
—196 4122| —47 —11 


Un cas particulier de la méthode exposée est ce qu'on appelle la 
méthode d'encadrement, dont voici le principe. Soit la matrice 


Composons la suite de matrices 


Si = [ass] ; 


jy 2 js S di3 
S3:=| y Az ax | — G2s |; 
ds, Gs2 ss Az, Ugo | ass 
dis 12 is ia dia 
Gr ze rs Au | S3 dos 
ar Gyy Gg2 Ass Aa | Asa |? 


As a2 Gas | ua 


etc. Chaque matrice suivante s'obtient de la précédente par enca- 
drement. L'inverse de la deuxième de ces matrices S°! s'obtient immé- 
diatement 


on ao 
S1— A A 
: Goy ay |? 
A 


À = Gjyiü22 — Gy20 21. 


En appliquant à Ss le schéma de calcul donné ci-dessus on peut 
obtenir à l’aide de la matrice S,' la matrice S:;', puis utiliser S°' 
pour obtenir d'une façon analogue S:' et enfin S3 = A”! 


17—01072 
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Si l’une des matrices intermédiaires S; est singulière, la méthode 
d'encadrement devient inefficace. Pour pallier à cet inconvénient, 
il faut permuter les lignes de la matrice [5]. 


Exemple 2. Trouver l'inverse de la matrice 


1 41 3 
0 —13 —1 
A=!3 10 2 
1 —25 1 


Solution. Ici 


Par conséquent, 


1 11 #5 
7 12 36 36 
1 _1} 1 
SJ. — & 12 12 |. 
1 11 1 
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Le calcul de S°' se fait d’après le schéma: 


4 
ne] 
x 2 
3 
Le 
9 
9 
es | Fr 
ô 22 
XO71Y — 
Donc 
_S 
44 
9 
ZZ 
SAR A D 2 AT 
44 44 44 22 
3 _A _T| 9 
44 44 44 22 


—5 15 19—8 
1 9 17 1 —12 
4) 4 10 —2 2 
3 —31 —7 18 
$ 13. Matrices triangulaires 
Définition. Une matrice carrée s'appelle triangulaire si 


ses éléments au-dessus ou au-dessous de la diagonale principale sont 
nuls. Par exemple, 


lisa di2 +. lin 
0 Lo ... bon 
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où #4 = 0 avec i > j, est une matrice triangulaire supérieure. D'une 
façon analogue 


ty O ... © 
la 
rss OL 
lni lno tan 


où #y = 0 pour j > i, est une matrice triangulaire inférieure. 

Une matrice diagonale est un cas particulier d'une matrice 
supérieure ou inférieure. Le déterminant d’une matrice triangulaire 
est égal au produit de ses éléments diagonaux, et notamment: si 

= [t;;) + une matrice triangulaire, il est clair que det T — 
—= Ligloo + + : lan. Aussi une matrice triangulaire n'est-elle régulière 
que lorsque ses éléments diagonaux ne sont pas tous nuls. 

On peut montrer que {) la somme et le produit des matrices 
triangulaires de même ordre et de même structure, c'est-à-dire 
seulement des matrices supérieures ou seulement des matrices infé- 
rieures, sont également une matrice triangulaire de même ordre et 
de même structure ; 2) l'inverse d’une matrice triangulaire régulière 
est également une matrice triangulaire de même ordre et de même 
structure. Cette dernière circonstance rend facile l'inversion d'une 
matrice triangulaire. 


Exemple 1. Inverser la matrice 
1 00 
A=1120 
123 
Solution. Posons 
ty O O0 
A"t:- toy too 0 
lai 32 las 
Le produit des matrices À et A4”! donne: 
li = 1, dis + 22 + Stss — 0, 
lis + 2ta = 0, 2122 + l3e = 0, 
2tr = 1, Ils — 


On en tire successivement : 


1 

lui; di=—5; l2= 
Le 
3 
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Donc | 
{ O0 0 
4 | 
At=|l—7 70 
4 1 
0-3 


Le théorème qui suit [3] est très important. 
Théorème. Toute matrice carrée 


Any An2 - + nn 
aux mineurs diagonaux principaux non nuls 
dis Go 
di An 


peut être mise sous la forme d'un produit de deux matrices triangulaires 
de structures différentes (inférieure ou supérieure), cette décomposition 
étant unique si l’on fire à l'avance les éléments diagonaux de l'une des 
matrices triangulaires (si on les pose, par exemple, égaux à un). 
Sans démontrer le théorème, bornons-nous seulement à indiquer 
le moyen d'obtenir les éléments des matrices triangulaires. Soit 


M=a1#0; A:— 


Æ0; ...; A,-—|4[#0 


où 

T, 7 [b;;], b;; = ( pour fl > it, (2) 
est une matrice triangulaire inférieure d’ordre x; 

T; — [c;;}, Cij —= 0 pour > }, (3) 


est une matrice triangulaire supérieure d'ordre nr. D'après la for- 
mule (1), le produit de ces matrices donne 


2 bixehs = Qi (LJ=1,2; san); (4) 
Les conditions (2) et (3) mettent le système (4) sous la forme 


ul 
à bincrs = @i5 pour i>j K(j—1,2,...,n) (4°) 
et 


2 binchy == @iy pour i<j (i=1,2,...,n—1). (4°) 
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Par suite de leur structure particulière, les systèmes (4”) et 
(4”) se résolvent facilement aux éléments diagonaux b;, et cu près. 


Pour rendre la solution plus concrète, on peut poser c;; = 1 (i — 
— 1; 2, , N). 


Exemple 2. Mettre la matrice 


1 —1 2 
| 5) 1 
2 4 14 


sous la forme d'un produit de deux matrices triangulaires Ti et T2. 
Solution. À = T;{To+ Cherchons T, et T: sous la forme 


= | la | et r-| 1 | 


las Lao ss 0 O 1 
On a 
1 —1 2 UTAUTUT TUE 
—1 5 4 |— | to loir too laura + faores : 
2 4 14 Lai Ésiri2 + la lail1s + fsoT2s + lss 
d'où 
ty = 1; trio = —1; tirs = 2; 
lus = —1; larie + 22 = 9; lair1s + las = 4; 


tu = 2; trie Hs = 4;  laris + larres + ss = 14. 
La résolution du système amène 


lu =1; ty = —1; ts =2; 
lp =4; ts2 =6 ; t33 = 1 ; 
ry= —1; rys=2; ra = +. 
Ainsi 
100 
Ti=1-140 
261 
et 
1 —1 2 
T,= £ 
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En appliquant la représentation d'une matrice carrée À (det À 
=£ 0) sous la forme d’un produit de deux matrices triangulaires, on 
peut indiquer encore un procédé de calcul d’une matrice inverse À“, 
et notamment, si 


A —_— TT, 
il vient 
AT et 


Nous avons vu dans ce qui précède que le calcul des inverses 
des matrices triangulaires est relativement simple. 


$ 14. Transformations élémentaires des matrices 


Les transformations suivantes s'appellent transformations élé- 
mentaires : 

1) permutation de deux lignes ou de deux colonnes; 

2) multiplication de tous les éléments d’une ligne (colonne) 
par le même nombre non nul; 

8) addition aux éléments d’une ligne (colonne) des produits 
d'éléments correspondants d’une autre ligne (colonne) par un même 
nombre. 

Deux matrices se nomment équivalentes si l'une s'obtient de 
l’autre à la suite d’un nombre fini de transformations élémentaires. 
Ces matrices ne sont pas en général égales entre elles, mais on peut 
démontrer qu'elles ont le même rang (61. 

On voit aisément que chaque transformation élémentaire d'une 
matrice carrée À est équivalente au produit de cette dernière par 
une certaine matrice régulière. En outre, si la transformation porte 
sur les lignes (colonnes) de la matrice À, le multiplicateur doit être 
à gauche (à droite) et constituer le résultat d'une application de la 
transformation élémentaire correspondante à la matrice unité (6). 
Par exemple, en permutant dans la matrice 


di io is 
A= | An An 
Zgy Ag Css 


la deuxième et la troisième ligne, on obtient une matrice équiva- 
lente 


: Gi1 Ai Gis 
A= | y App Us |. 


Us An Us 
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Cette même matrice À s'obtient si dans la matrice unité 


4 00 
E=1010 
001 


on permute la deuxième et la troisième ligne pour multiplier à 
gauche la matrice ainsi obtenue 


100 
£É=1001 
010 


par la matrice À, c'est-à-dire À — ËA. 

Les autres transformations élémentaires s'effectuent d'une façon 
analogue. Remarquons que si dans l'égalité AA-1 — E on réalise 
des transformations identiques des lignes des matrices À et E tant 
que la matrice À ne se transforme en matrice unité, on aboutira à 
EAA”1= E, où E est la transformée de la matrice unité. Puisque 
ÉA = E,onen tire que A7? = £, c'est-à-dire que la matrice inverse 
Al est la transformée de la matrice unité. Ce principe est à la base 


du calcul d’une matrice inverse à l’aide de la transformation des 
lignes (41. 


$ 15. Calcul des déterminants 


Les transformations élémentaires d’une matrice fournissent le 
moyen le plus commode pour calculer son déterminant. Soit, par 
exemple 


diyy Ayo din 
a Go + + + Go 

Ah ——= . à : (1) 
An. no nn 


s | Lio . + Gin 
21 a 
22 2n 
_— a 
An . Gi L) 5 8 + ee ee ee + ee 7 
An1 
n2 nn 


ai1 


D'où en retranchant des éléments a;; de la j-ième colonne (j > 2) 
es éléments respectifs de la première colonne, multipliés par a:;, 
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on obtient 
À 0 0 
2: at 1) 
T 92 din 
An — ii 8 + ee ee ee ee ee ee ee = GyAn-1, 
Gn1 (1) (1) 
c a 
Cr n2 nn 
où 
(1) (1) 1) 
Us os en 
«d) «1) ‘1) 
(7 ds an 
Ay-== (2) 
«) €) 1) 
Zne ah; Œhn 
et 
a aj1d1} Se ne. 
Qi = ———— (i,j—=2,3,...,n). 


ai 
Procédons de même pour le déterminant À,_,. Si tout élément 
ai 1) £ 0 (=T, 2; 25h), 
on obtient finalement 


An = CRU Po er a. (3) 


Si l'élément supérieur gauche ai}, k+1 d'un déterminant inter- 
médiaire quelconque A,, s'annule, les lignes et les colonnes du 
déterminant A,-, doivent être permutées de façon que l'élément 
nécessaire soit non nul (ce qui est toujours possible si le déterminant 
A + 0). Il faut tenir compte, certes, de la variation du signe du 
déterminant A,-,. On peut établir une règle plus générale. Sup- 
posons que le déterminant À, = det [«;;] est transformé de façon 
que @pq = 1 (&pqg est le « pivot »), c'est-à-dire 


Il vient alors 


| An=(—1}7# À,., 
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où À» — det [a{?] est le déterminant d'ordre (nr —1) qui s'ob- 
tient de A, en itinent la p-ième ligne et la g-ième colonne avec 
la transformation ultérieure des éléments d'après la formule 


«1) 
Qij = Qi —Qiqapjs 


c'est-à-dire tout élément @;;j_du déterminant À, est égal à l'élément 
associé &;; du déterminant Es diminué d'un produit de ses « projec- 
tions » ia Et Gpj Sur la colonne et la ligne éliminées du déterminant 
initial. Cette proposition est démontrée facilement à partir des 
propriétés générales des déterminants [7]. 


Exemple. Calculer 


3 1—1 2 |1| 
=? 4 À & 3 
A6=| 1 4 2 3 1 
DD 5:41 


—1 1 23 2 


Solution. En prenant comme pivot &ç, = 1, on a 


As=(—1)%5 x 
L50:59.3 3—1.3 1—(—1).3  4—2.3 
1 —3.1 4—1.1 2—(—1).1  3—2.1 
X| 5 _3.(—14) —2—1.(—1) —3—(—1)(—1) 5—2.(—1)|7 
—1 —3.2 1—1.2 2—(—1)2  3—2.2 
41 O0 4 —2 
_|[—2 3 3 |1| 
sat 7 
7 À à 1 


Ensuite, en prenant pour pivot a, — 1 et en appliquant une 
transformation analogue, on obtient 


—15 6 10 —15 3 10 
A,=(—1} 22 —22 —25|_| 22 =, —25| _ 
—9 2 7 —9 [1] 7 
= 2.(— 1) — 446 
= 77 52 | 
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Constatons que le nombre ‘de multiplications et de divisions 
nécessaires pour calculer le déterminant d'ordre r est [8] 


n — 


3 : (n° +n +3). 
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CHAPITRE VIII 


SYSTÈMES D'ÉQUATIONS LINÉAIRES 


$ 1. Généralités sur les méthodes de résolution 


Les méthodes de résolution des systèmes d'équations linéaires 
peuvent être rangées en principe en deux groupes : 1) méthodes exactes 
qui sont des algorithmes finis de calcul des solutions du système 
(règle de Cramer, méthode de Gauss, méthode du pivot, méthode 
des racines carrées, etc.) et 2) méthodes itératives qui permettent 
d'obtenir les solutions des systèmes avec la précision imposée à 
l’aide des processus convergents infinis (méthode des approximations 
successives, méthode de Seidel, méthode de relaxation, etc.). 

Les approximations inévitables font que même les résultats des 
méthodes exactes sont approchés et, dans le cas général, 
l'estimation des erreurs des solutions est plutôt malaisée. L'utili- 
sation des processus itératifs donne lieu, en outre, à l'erreur de la 
méthode. 

Remarquons que l'efficacité de l'application des méthodes ité- 
ratives dépend dans une grande mesure du bon choix de l’approxi- 
mation initiale et de la rapidité de la convergence du processus. 


$ 2. Application de la matrice inverse à la résolution 
des systèmes. Formules de Cramer 


Soit le système de nr équations linéaires à r inconnues 


Qi1Ti + Œi2T2 +... +- ŒinTn — b4, 
GT + A2oto +... + GonTn = Do, 


a (1) 
AniTi + An2To + . . + + GnnTn = Dn. 
Désignons par 
ii Gi Gin 
= Aoy 22 -.- on (2) 
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la matrice des coefficients du système (1), par 


b=|. (3) 
bn 


Th 
la colonne des inconnues (vecteur recherché). Alors le 
système (1) peut être écrit en abrégé sous forme d'une équation 
matricielle 
Ax = 0. (9) 


L'ensemble des nombres x, Zoe, ..., z, (ou tout simplement 
le vecteur x) qui transforme le système (1) en une identité s'appelle 
solution de ce système et les nombres x; eux-mêmes, ses racines. 

Si la matrice À est régulière, c’est-à-dire si 


Gii Gi2 Zin 

sy € ... An à. 
det A=| “"|=A%Æ0, (6) 

An! Œn?, nn 


le système (1) ou l'équation matricielle équivalente (5) possède 
une solution unique. 


En effet, sous la condition det À 0, il existe une matrice 
inverse A1. En multipliant les deux membres de l'équation (5) 
à gauche par la matrice À“, on obtient 

A”lAx = Ad 
ou 
x = Ab. (7) 


Il est clair que la formule (7) fournit la solution de l'équation 


(5) et cette solution est unique, puisque chaque solution est de la 
forme (7). 


Exemple 1. Résoudre le système d'équations 
BTi— Ze = 9, 
— 2% + T2+ Ts =0, 
Ly— Lo + 4x3 = 15. 
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Solution. Mettons le système sous une forme matricielle 


3 —1 0 T! s) 
2 —1 4 La 19 


Le déterminant de la matrice À du système considéré 


3 —10 
2 —1 4 
Calculant la matrice inverse A” on obtient: 
" 4 { 
5 5 
; 12 31. 
A=les + 
| 1 
0e + 
D'où 
4 1 
x, . 5 5 5 2 
12 3 
| + 3 el-|:] 
T3 1 1 
0 + 


Done x = 2; 2 —1Â; z3 — 

La recherche directe de l'inverse A”! de la matrice À d'ordre 
n > 4 demande beaucoup de temps. C’est pourquoi il est rare que la 
formule (7) soit pratiquement employée. 

Utilisant la formule (7) il est facile d'obtenir les formules des 
inconnues du système (1). On sait que (chapitre VII, $ 4) 


est la matrice adjointe de À (les A;; sont les cofacteurs des élé- 
ments &a;,;). Donc 


4 — 
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ou 
Ti Ai 
To 1 | à 
ae 1 (8) 
de Ah 
avec 
di 2:95 ai, i-101@1, i+1 DÉINEE din 
n 
Az --. A,i-10elr,ity +. Gon 
À; = > À jib; = 


Any --- Un, i-10nAn, it4 ++ nn 
qui sont les déterminants déduits du déterminant A {formule (6)] 
en substituant à son i-ième colonne la colonne des termes constants 
du système (1). L'égalité (8) conduit aux formules de. Cramer 


A À A 
=) T2 A cs Ln — À . (9) 


Donc si le déterminant du système (1) À =£ 0, le système possède 
une solution unique x définie par la formule matricielle (7) ou par 
des formules scalaires équivalentes (9). 


Exemple 2. Résoudre le système d'équations linéaires 
27 T2— 925 + 7 =6, 
Zy— Itz2 — Gras = 9, 
2T2—Ta+27a = —5, 
Ti + 4xzs — Tzrs + Gr, — 0. 
Solution. Le déterminant de ce système 
2 4 —5 1 
1 —3 0 —6 
A — D 2 14 o|= 270. 
1 4 —7 ( 
En calculant les déterminants supplémentaires on obtient : 


8 1-5 1 
9 —3 0 —6 
ES 
0 4 —7 6 
2 85 1 
: 1 9 O0 —6 
A2 = 0 —5 —4 2 — — 108; 
4 0 —7 6 


to 
=) 
tn 
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2 1 8 1 
1 —3 9 —6 
SC 
1 4 0 6 
2 1—5 8 
at -3 0 9. 
Re D 
1 4 —7 O0 
D'où 
A 108 
Ra ne 0: 
= 1e , 
A 27 
9 
ri 


La résolution du système linéaire (1) à #7 inconnues se ramène 
ainsi au calcul de (7 + 1)-ième déterminant d'ordre ». Si le nombre 
n est grand, le calcul des déterminants est une opération délicate. 
Aussi pour le calcul des racines d’un système linéaire a-t-on établi 
des procédés directs. 


$ 3. Méthode de Gauss 


La méthode la plus usitée de résolution des systèmes d'équations 
linéaires est l'algorithme d'élimination successive des inconnues. 
Cette méthode s'appelle méthode de Gauss. Pour simplifier les rai- 
sonnements, bornons-nous à considérer un système de quatre équa- 
tions à quatre inconnues 


GyiTi + Gyolo + Gyss + GysTa = Gis, 
ÜniTi + GnoTo + A23Ta + G2aTs = Go, 
AsiTs + Ale À GssTs À Gsals = ss; 
Gti + arte + GasTs + GasTa = Gas. 


Soit a: 0 (élément générateur). Divisant les 
coefficients de la première équation du système (1) par &.,, on obtient 


pA 
Li + Diate + Dists + Diata = Dis, (2) 


(1) 


bu= nt  U>1). 


ai 
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En appliquant l'équation (2): on élimine facilement l’inconnue 
zx, du système ({). A cette fin il suffit de soustraire de la deuxième 
équation de (1) le produit de l'équation (2) par a21, de la troisième 
équation de (1) le produit de l’équation (2) par ay, etc. Il en résulte 
un système de trois équations 


ar + ar + az a, 
«1) 


«L) (D _,.b 

Au Le +33 Ts + lu T4 — Ass » (1°) 
«D | (D De __ nt 

Œsg To + Ass Ta + ag La — Gus : 


dont les coefficients a; (ë, j>2) se calculent d'après la formule 


ai} = Qi — Giibi; (ë, j > 2). 

Après avoir divisé ensuite les coefficients de la première équation . 

du système (1”) par l'élément générateur» a}, on 
a l'équation 

Lo + bios + bi Ta — 1 (2°) 


DJ 


ou 
ab 
«1) 2J 


2j 7 ap (> 2). 


Eliminons maintenant x, de la même façon que x, pour aboutir 
au système: 


2). (2) (2 
2 : 2) es 2 
ds Ts + Gi Ta = 4 
2) D DEL) CARE 
ai —a;; —dis0r (i, j>3). 
Les coefficients de la première équation de (1”) divisés par 


l'élément générateur» a donnent 


(2 » 
Ts + bits = by, (2°) 
où 
a 2 


= (U>3). 


En éliminant maintenant d’une façon analogue z, du système (17), 
on obtient : 


di Ta is (1) 


(3 ___h{2) (221L(2) ° ° 
ai} =a;; —d30s (i, j>4). 
18—01072 
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D'où 
ai = D, (2") 


Li—=— 5 ag 


Les autres inconnues sont données successivement par les équa- 
tions (2°), (2’) et (2): 
Ts =D —bszs, 
To = —Vi3ra— be Ts 
Li = Dis — Vi4Ta — DisTs — bite. 


Ainsi la procédure de résolution d'un système linéaire d' après 
la méthode de Gauss se ramène à la construction d’un système 
équivalent (2), (2’), (2°), (2”) à matrice triangulaire. La condition 
nécessaire et suffisante pour l'application de la méthode est que 
tous les «éléments générateurs» soient non nuls. Il 
est commode de ranger les résultats des calculs dans le tableau 13. 
Le schéma donné par ce tableau s'appelle schéma de division unique. 


La procédure de recherche des coefficients bi D qu système trian- 
gulaire s'appelle dans le cas général marche directe, celle d’obtention 
des valeurs des inconnues, marche inverse. 

La marche directe débute par l'inscription des coefficients du 
système, y compris des termes constants (section À). Sur la dernière 
ligne de la section À figure le résultat de la division de la première 
ligne de la section par l'eélément générateur» a... 
Les éléments a;} (i, j > 2) de la section suivante À, du schéma sont 
égaux aux éléments correspondants ai; de la section précédente 
diminués du produit de leurs « projections » par les colonnes de la 
section À qui portent l'élément 1 (c’est-à-dire par la première colonne 
et la dernière ligne). 

La dernière ligne de la section À, s'obtient en divisant la pre- 
mière ligne de la section par l'élément générateur» 
a. D'une façon analogue on construit les sections suivantes. La 
marche directe s'arrête lorsqu'on atteint la section composée d'’ une 
ligne, sans compter la ligne transformée (dans le cas concerné c'est 
la section À 3). 

La marche inverse ne fait appel qu'aux lignes des sections À; 
qui contiennent les unités (lignes marquées) en commençant par La 
dernière. L'élément bŸ de la section 4; figurant à l'intersection 
de la colonne des termes constants et de la ligne marquée de la sec- 
tion donne la valeur de z;. Ensuite, toutes les autres inconnues 2, 
(i = 3, 2, 1) se trouvent de proche en proche en retranchant du 
terme constant de la ligne marquée la somme des produits de ses 
coefficients par les valeurs correspondantes des inconnues trouvées 
auparavant. Les valeurs des inconnues sont portées successivement 
sur la dernière section B, Les unités qui y figurent aident à trouver 
pour zx; les coefficients respectifs dans les lignes marquées. 


8 3.) 


x1 


l' 


Schéma de division unique 


X3 


MÉTHODE 


X4 


DE GAVSS 


Termes 
constants 


a15 
Gos 
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Tableau 13 


Sections 
du schéma 


> 
CS 


À; 


À3 


s 


Pour vérifier les calculs on utilise ce qu'on appelle les « sommes 
de contrôle » 


5 
a À ai: (i= 1, 2, .., O}s 


(3) 


portées sur la colonne à et qui constituent la somme des éléments 
des lignes de la matrice du système initial (4), y compris les termes 


constants. 


Admettons que &;4 sont les nouveaux termes constants du système 
(1), alors le système linéaire transformé 


2 it} = die 
j=1 


(i= 1, 2, 3, 4) 


(4) 
18° 


276 SYSTÈMES D'ÉQUATIONS LINÉAIRES (CH. VIII 


aura des inconnues z; associées aux inconnues précédentes x; par 
les relations 


En effet, en portant les formules (5) dans l’équation (4) on obtient, 
en vertu Es système (1) et des formules (3), l'identité 


à Gijtj + 


En général, si on effectue sur les sommes de contrôle dans chaque 
ligne les mêmes opérations que sur tous les autres éléments de cette 
ligne, en l'absence d'erreurs de calcul, les éléments de la colonne 
Z sont égaux aux sommes des éléments des lignes transformées 
correspondantes, ce qui permet de vérifier la marche directe. La 
marche inverse est vérifiée par la recherche des nombres x; qui 
doivent coïncider avec les nombres x; + 1. 


Exemple. Résoudre le système 
7,9x; + 5,670 + 5,113 —7,2x4 = 6,68 ; 
8,92, — 4,822 + 0,8x3 + 3,923 = 9,95 ; 
&,3z, + 4,22 — 3,273 +9,32, = 8,6 : (6) 
3,27 — 1,417 —8,973 + 3,373 — 1. 


5 
= » dij = dis (j = 1, à, 3, 4). 


31 1= 


ne 


Solution. Portons sur la section À du tableau 14 la matrice 
des coefficients du système, ses termes constants et les sommes de 
contrôle. Inscrivons ensuite la dernière (cinquième) ligne de la 
section À en divisant la première ligne par 7,9 (par &u:1). 

Passons maintenant à la section À, du tableau. Prenons un élé- 
ment quelconque de la section À (absent dans la première ligne) 
et retranchons le produit du premier élément de sa ligne par le 
dernier élément de sa colonne pour inscrire le résultat dans la case 
correspondante de la section À; du schéma. Par exemple, en choisis- 
sant 4,3 — —8,9, on aura: 


a, = ya — au1013 — — 8,9 — 3,2 - 0,72152 — —11,20886. 


Pour obtenir la dernière ligne de la section À;, divisons tous les 
éléments de la première ligne de cette section par af} — —10,82531. 
Par exemple, 


On remplit d'une façon analogue les autres sections du tableau. 
Par exemple, 


a = a gb 2 6,21645 — ( —3,66835)-( — 1,03894) — 2,40525. 
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Tableau 14 
Résolution d'un système d’après le schéma de division unique 


Termes 
constants 


—0,91139 | 0,84557 | 2,36456 


2,76265 | —2,14876 
4 ,96405 13,03239 
—1,70582 | —10,36658 
—_0,25520 |  0,19849 
| 14,41573 5,25801 12 ,80374 
2,40525 | —2,64198 | —9,63845 
—0,76536 | —1,86372 
—9,83768 | — 27 ,16062 

0,56790 | 

0,56790 

0,42630 


0,12480 
0,96710 


Pour trouver les inconnues considérons les lignes contenant les 
unités (lignes marquées) en commençant par la dernière. L’inconnue 
z, est le terme constant de la dernière ligne de la section 4;: 

Za= 0, —0,56790. 


Les valeurs des autres inconnues Z3, Z+, x, s'obtiennent succes- 
sivement en retranchant des termes constants figurant sur les lignes 


marquées la somme des produits des coefficients respectifs bi) par 


les valeurs des inconnues trouvées auparavant. 
On a: 


23= DE — br, — —0,76536 — (— 2,09836)-0,56790 — 0,42630 ; 
Lo = bi ae bLrs = br, = ee 
= 0 25520 — (-—1 03894) -0,56790 — 0,49263 .0,42630 — 0,12480 ; 
24 = bis — biara — bists — biote = 0,84557 —(—0,91139)-0,56790 — 
—0,72152-0,42630 — 0,70886 -0,12480 = 0,96710. 
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Ainsi 
Zi —= 0,96710; zx» — 0,12480; xs — 0,42630; zx; — 0,56790. 


La vérification courante des calculs s'effectue à l'aide de la 
colonne Z soumise aux mêmes opérations que les autres colonnes. 
Il en résulte que 1) la somme des éléments de chaque ligne du 
schéma (absents dans la colonne Z) doit être égale à l'élément de 


cette ligne figurant dans la colonne Z ; 2) les nombres x, dans la 
colonne Z doivent être supérieurs d’une unité aux racines respectives 
de la solution du système. 

A propos, si l’on tient compte des unités figurant dans la sec- 
tion B, on obtient encore que dans cette section les éléments de la 
colonne Z sont les sommes des éléments des lignes qui leur corres- 
pondent. Dans le cas concerné, la première et la deuxième condition 
sont observées à une unité du dernier rang près. Par conséquent, il 
est presque certain que les calculs sont corrects. 

Constatons que si la matrice du système est symétrique, les 
parties respectives des sections À, À:, A2, . .. du schéma de divi- 
sion unique sont symétriques elles aussi. Cette circonstance peut 
être mise à profit pour simplifier le tableau. 

L’estimation du nombre N d’ opérations arithmétiques néces- 
saires pour résoudre un système linéaire à 7 inconnues par la méthode 
de Gauss [5] (sans tenir compte de la vérification) ne présente aucune 
difficulté. Le nombre de multiplications et de divisions nécessai- 
res pour la marche directe est 


n(n+1)+t(n—{)r+...4+1.2- 
= (12425... +n)+(1+2+ …+n) = CHIC, 


c'est aussi le nombre de soustractions. Pour la marche inverse il 
faut “rD multiplications et divisions et le même nombre de sous- 


Re Avec nr > 7, le nombre total d'opérations arithmétiques 
imposées par la méthode de Gauss est donc 


N = MOHIUEI &n(n—1)<ns. 


Ainsi le temps nécessaire pour résoudre un système linéaire par 
la méthode de Gauss est à peu près proportionnel au cube du nombre 
d’inconnues. Par exemple, pour résoudre un système de 100 équations 
linéaires à 100 inconnues sur une machine rapide qui effectue 10% 
opérations par seconde, il faut 

T = 10-104 = 100 s. 

Le temps machine réel sera beaucoup plus grand par suite de la 

présence dans le programme d'opérations autres que les opérations 


arithmétiques (substitution d'adresse, opérations logiques, trans- 
ferts, mise en forme, etc.). 


$ 4.] AMÉLIORATION DE LA PRÉCISION DES RACINES 


to 
ee.) 
(4e) 


$ 4. Amélioration de la précision des racines 


Les solutions approchées obtenues par la méthode de Gauss 
peuvent être précisées. Montrons comment il faut procéder à cet effet 
si les corrections des racines sont petites en valeur absolue. 

Supposons qu'on ait trouvé pour le système 


Ax = db 
la solution approchée x. Posant 
X=X)+ 6, 
Ô4 
pour la correction Ê— [a | de la solution æ,, on a l'équation 
n 
A(x, +6) =0 
ou 
A Ô—e, 


£ —d — Ax, étant le résidu de la 
solution approchée x. Ainsi pour obtenir 6, il faut résoudre le sys- 
tème linéaire à matrice précédente À et au nouveau terme constant 


(A 
£ — FA . À cet effet il suffit d'ajouter au schéma de calcul prin- 
En 


cipal la colonne £& des termes constants et la transformer d'après 
les règles générales. Suivant l'usage, les corrections ô4, Ô2, . . ., Ôn 
sont déterminées à partir des lignes marquées, les coefficients de 
ces corrections inconnues étant déjà fournis par le tableau. Notons 
qu'on peut ne pas préciser les coefficients transformés de la matrice 
À, car dans le cas de faibles résidus l'ordre de petitesse des erreurs 
respectives est plus grand. 


Exemple. Résoudre par la méthode de Gauss avec trois 
chiffres (avec une règle de calcul, par exemple, ou à la main) le 
système 

Gz, — Ze — x3 — 11,33; 
— Zi + Gro— Ze — 32; (1) 
— L; — Lo — Gras — 49, 


— 


En utilisant les valeurs obtenues comme des approximations ini- 
tiales, améliorer la précision des racines jusqu’à 10. 
Solution. En appliquant le schéma usuel de la division 
unique (tableau 15), on effectue toutes les opérations avec trois 
chiffres significatifs. 
On a les solutions approchées: 


20 =4,67; 2—=7,02; z1°—9,05. 
En portant ces nombres dans le système (1), on calcule les résidus 


correspondants (c'est-à-dire les différences entre le premier et le 
deuxième membre du système (1)) 


e— 0,02; e—=0; eÿ — —0,01. 
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Tableau 15 


Amélioration de la précision des solutions calculées 
par la méthode de Gauss 


Termes 
constants 


11,33 
2 


Utilisons ces valeurs comme termes constants (tableau 15) pour 
obtenir la correction des solutions 


6 — —0,0039; 6, — —0,0011; 65°” — —0,0025. 


On en tire les solutions précisées 
z1 = 4,6661; ze — 7,6189; zx; — 9,0475, 


les résidus étant égaux à 
Ôs = —2 10 ; Ôo — 2-10-*: Ô: = (,. 


Parfois il faut déterminer une erreur éventuelle Ax de la solution 
x d'un système linéaire d'après les petites erreurs connues A4 et 
Ab de la matrice À du système et de son terme constant b. 

On a: 
Ax = d (2) 
et 
(A + AA) (x + Ax) = b + Ab. 


Il en résulte si l’on néglige le petit terme AA -Ax 
Ax + AAx + Adx =d + Ab (3) 
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ou ; 
Aâx = Ab — AAœ. (4) 


Ainsi, lors de la recherche approchée de Ax, on peut utiliser 
le schéma de Gauss pour le système principal (2) en complétant 
ce schéma par une nouvelle colonne de termes constants Ab — AAx. 


$ 5. Méthode du pivot 


Soit le système linéaire 


AysTs + Gate + +. + Ginn = Gi. n4ts 
Gps + Ale +... À GonTn = A2, n+1s 


AnsT1 + En2l2 + + + AnnEn = An, n+1- 


Considérons la matrice rectangulaire étendue des coefficients du 
système et de ses termes constants 


(1) 


dis ie dij diq Ain Gi, n+1 
Guy Au dj d2q Gin 2. nH 
jy is ... Qi} Œiq din i,n+1 
SR . 
pi Gp2 ŒpJj Zpq Œpn Gp.nH 


Gn: An2 .. Anj .. Gnq .. nn nn, n+1 


Choisissons l'élément non nul a, de la matrice W en général 
le plus grand en module et n'appartenant pas à la colonne des ter- 
mes constants (q  n + 1) qu’on appelle pivot et calculons les 
facteurs 


M = — 
pq 
pour tout i # p. 

La ligne affectée de numéro p de la matrice /, qui contient le 
pivot, s'appelle ligne du pivot. En poursuivant on effectue l'opé- 
ration suivante: ajoutons à chaque ligne sans pivot le produit de 
la ligne du pivot par le facteur correspondant m; de cette ligne. 
Il en résulte une nouvelle matrice dont la g-ième colonne est com- 
posée de zéros. En rejetant cette colonne et la p-ième ligne du pivot, 
on obtient une nouvelle matrice M‘ avec le nombre de lignes et 
de colonnes diminué d’une unité. 


282 SYSTÈMES D'ÉQUATIONS LINÉAIRES [CH. VIII 


Reprenant les mêmes opérations avec la matrice M‘, on obtient 
la matrice M%, etc. On construit ainsi une suite des matrices 


M, M®,..., MU, 


dont la dernière est une matrice ligne à deux termes; considérons-la 
également comme ligne du pivot. 

Pour déterminer les inconnues x; associons en un système toutes 
les lignes du pivot à partir de la dernière qui appartient à la matrice 
MM), 

Après avoir dûment changé la numérotation des inconnues, on 
obtient un système à matrice triangulaire qui permet de calculer 
sans peine de proche en proche les inconnues du système (1) donné. 
La méthode du pivot peut toujours être appliquée si le déterminant 
du système 


ni .… nn 


Notons que la méthode de Gauss est un cas particulier de la 
méthode du pivot et le schéma de la méthode de Gauss s'obtient 
si l’on choisit toujours comme pivot l'élément supérieur gauche 
de la matrice correspondante. 


$ 6. Application de la méthode de Gauss au calcul 


des déterminants 
Soit 
diy Ge - Ain 
À Az Goo Œsn (1) 
ni Uno Ann 
et 
À = det À. (2) 
Considérons le système linéaire 
Ax = 0. (3) 


En résolvant le système (3) par la méthode de Gauss, nous avons 
remplacé la matrice À par la matrice triangulaire B composée 
d'éléments des lignes marquées 
À Dis Dig oo. Vin 
0 1 b? CE) bn 


0 O0 O0 ... 1 


B— 
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Il en a résulté un système équivalent 


Les éléments de la matrice B s’obtenaient successivement à 
partir des éléments de la matrice À et des matrices auxiliaires ulté- 
rieures A1, À, - - .» An-1 à l’aide des transformations élémentaires 
suivantes : 

4) division par les éléments « générateurs » &s1, a, .. ., ann V 
supposés différents de zéro, et 

2) soustraction aux lignes de la matrice À et aux matrices inter- 
médiaires À (à = 1, 2, ..., rR —1) des nombres proportionnels 
aux éléments des lignes génératrices correspondantes. Dans la 
première opération le déterminant de la matrice est de même divisé 
par l'élément « générateur » correspondant, dans la deuxième ce 
déterminant reste inchangé. C'est pourquoi 


, det À 
MB SAT. en 
Par conséquent, 
A = det À — aa ... ati, (5) 


c'est-à-dire le déterminant est égal au produit des éléments « géné- 
rateurs » du schéma de Gauss correspondant. On en déduit que le 
schéma de division unique du $ 3 peut être utilisé pour le calcul 
des déterminants en rejetant la colonne des termes constants comme 
inutile. 

Notons que si à une étape quelconque l'élément af!) = 0 
ou voisin de zéro (ce qui entraîne l’altération de la précision du 
calcul), il convient de réaliser la permutation appropriée des lignes 
et des colonnes de la matrice. 


Exemple. Calculer le déterminant 


7,4 2,2 —38 0,7 
1,6 4,8 —8,5 4,5 
4,7 7,0 —6,0  6,6|° 
5,9 2,7 4,9 —5,3 
Solution. Utilisons les éléments du déterminant A pour 


composer le schéma de division unique (tableau 16). 
En multipliant entre eux les éléments « générateurs » (encadrés) 


on obtient : 
À = 7,4.4,32434 .6,11331 -(—7,58393) — —1483,61867. 


Insistons sur la circonstance suivante. Pour résoudre un système 
de r équations linéaires à z inconnues d' après les formules de Cra- 
mer, il faut calculer x + 1 déterminants d'ordre n. Or pour cal- 
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Tableau 16 
Calcul du déterminant par la méthode de Gauss 
{-ère 2e 3-e he | & 
colonne colonne colonne colonne _ 
7.4 2,2 —3 ,1 0,7 7,2 
1,6 4,8 —8,5 4,5 2,4 
4,7 7,0 —6,0 6,6 12,3 
5,9 2,7 4,9 —5,3 8,2 À 
1 | 0,29729 | —0,41891 | 0,09459 0,97297 
[4.324384 | —7,82974 4,34866 0,8:326 
5,60274 —4,03112 6,15543 7,12105 A; 
.-0:94599 _| _7.37157 | 5.858058 | ____2.459%8 
1 | —1.81062 |  1,00562 | 0,19500 
| 6,11331 | 0,52120 6,63451 
9,08440 | —6,80939 2,21501 A2 


culer un seul déterminant d'ordre n suivant le schéma de division 
unique il faut réaliser presque le même travail que dans le cas de la 
résolution complète d’un système d'équations. Donc, en général, 
dans le cas de calcul numérique d’un système linéaire avec nr > 3, 
les formules de Cramer ne présentent aucun avantage. 


$ 7. Calcul d’une matrice inverse par la méthode 
de Gauss 


Soit la matrice régulière 
A = (a; ;l (ë, j = 4, 2, . ee) n). (1) 
Pour trouver son inverse 


Al — [z;;] (2) 
on utilise la relation principale 
AA”! = E, (3) 


où E est une matrice unité. 


£1090'I 02680 ‘0 — €LS10‘0 €L89r ‘0 C£SE0' 0 — ] 
608901 G88617 0 — ÿÿ600 0 — L09ÿ0'0 00€ ‘0 
A — 
LE88E 0 — | 


0929L°0 966920 8297 0 €009ÿ 0 — Fra 0 — 
| 


| 0 ES LE YCv060— | 180L8‘G— 
| | 


YEI8L'9— } L 
GOYIL ‘62 0 J GETLG'9— | 26006 1— | 26670 GI LSGEL" LI 
| 
_Lwe0'o— | 7 0 [____o__f oféz'o | gworo— | 6708607 | 62708077 | __ 1 
OLLLL'9— } 0 (0) YGGCO‘— | vyr6L'O— | G88E9 S— | 68882 0— 
(AAA ALT 0 } 0 16GG0‘y— | GGGOF OI O68ET'1— | OFFIG'EZ 
 0ÿ?70 0 — 0 0 F G888E 0 — PHI9C'1— | Gecsg' a — | SLLLS'E 
ETter T — | | 0GG6GG'0 966c0'z— | G888€'0 II — } 
OF — } 0 (1) 0 L'y— 6y— €‘ y— | 61 
AA 0 } 0 0 6°y— L'] F8 C'L 
9° 0 0 } 0 8°z— 9° — l'e L'O 
0‘y— 0 0 0 } A ot L'O g'£— | 8° 


ssnur 9p opojjiu U[ AUd 9S1DAU, 90[IJU UT 9P [NOU) 


PAUL CO UUX! 
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En multipliant les matrices À et À “lon obtient n systèmes d’équa- 
tions par rapport à n° inconnues z:; 


2 Gintns = O1, Jl=t 24320); 


8 1 si i—}, 
HT T0 si is j. 
Les n systèmes d'équations linéaires obtenus pour j = 1, 2, ... 


.., nr ayant la même matrice À et des termes constants différents 
peuvent être résolus simultanément par la méthode de Gauss. 


Exemple. Trouver l'inverse A-! de la matrice 
1,8 —3,8 0,1 —3,7 
0,7 2,1 —2,6 —2,8 
7,3 8,1 1,1 —4,9 
1,9 —4,3 —4,9 —4,7 
Solution. Composons le schéma de division unique. Nous 
aurons quatre colonnes de termes constants (tableau 17). Notons 
que les éléments des lignes de la matrice inverse s’obtiennent dans 


l’ordre inverse. 
Les résultats du tableau 17 conduisent à 


—0,21121 —0,46003  0,16284  0,26956 
—0,03533  0,16873  0,01573 —0,08920 

0,23030  0,04607 —0,00944 —0,19885 
—0,29316 —0,38837  0,06128  0,18513 


Ai 


Pour vérifier, composons le produit 
1,8 —3,8 0,7 —3,7 
0,7 2,1 —2,6 —2,8 
7,3 8,1 1,7 —4,9 
1,9 —4,3 —4,9 —4,7 

__0,21121 —0,46003  0,16284  0,26956 
__0,03533  0,16873 0,01573 —0,08920 

X | 0,23030  0,04607 —0.00944 —0,19885 | 
__0,29316 —0,38837  0,06128  0,18513 


AA”1— X 
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0,99997  0,00000 -—-0,00001 0,00000 
—0,00025  0,99997 --0,00002 —0,00039 
—0,00808 —0,01017  0,99982  0,00009 1 
0,90000 0,00000  0,00000 1,00048 
0,03 0,00 0,01 0,00 
0,25 0,03 0,02 0,39 
8,08 10,17 0,18 —0,09 
0,00 0,00 0,00 —0,48 
On voit que par suite de l'arrondissement la matrice inverse 
obtenue n'est pas tout à fait exacte. Nous allons indiquer ci-dessous 
(cf. $ 15) une méthode de correction des éléments d’une matrice in- 
verse approchée. 


= E—10" 


$S 8. Méthode des racines carrées 
Soit le système linéaire 
Ax = b, (1) 
où À = [a;;l est une matrice symétrique, c'est-à-dire À’ = [a;;] — 


— A. On peut alors mettre la matrice À sous forme d'un produit de 
deux matrices triangulaires telles que l’une soit transposée de l’autre: 


A = T'T, (2) 
où 
lin Lio lin ty 0 0 
T = O fr lon et T'— lia La2 0 
0 0 CCE Lin lin bn .. lnn 


Pour trouver les éléments f;, de la matrice T, on obtient les équa- 
tions suivantes en multipliant les matrices T7” et T': 


liilag + toiles +. Hililiy=ig (<j}, | 
+ tn + …. +}, = ii. 
On en tire successivement : 


tu = Van, li = L (> 1), 


ii = au À ti (1 Ti< n), 
1—1 (3) 
ajj— > thith} 
Lij= = (è< j), 


tri 
t:;; —=0 pour i> j. 
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Si t O0 (i = 1,2, ..., n), le système (1) possède une solu- 

tion unique définie, du fait que 
det À = det T” -det T = (det T}° = (tit20 o « « tnn)* # 0. 

Les coefficients de la matrice 7 seront réels si f, > 0. Dans ce 
qui suit nous ne supposerons pas en général que cette dernière con- 
dition est respectée. 

Lorsque la relation (2) est vérifiée, l'équation (1) est équivalente 
aux deux équations 

T'y=6 et Tx= 1Yy, 


ou sous une forme développée 
tiyi — bi, 
lies + looÿa = Do, 


(4) 
linYs ns bonYo : ….. : LinUn == bh 
et 
Lists + diode + 0. + linZn — Yi 
l29T2 + 44. + lonTn = Ya, (5) 
lanTn = Un. 
On en déduit successivement : 
b; 
Yi ti ’ 
à 6 
bi— ©, tnivh (@) 
k=— ; 
Re je 
et 
__ Un 
"Te: | 
£ è 7 
Yi— > LihTh () 
hk=i+1 : 
Li = ———, (i< n). 


La méthode exposée de résolution d’un système linéaire s'appelle 
méthode des racines carrées. À étant une matrice symétrique et T 
une matrice triangulaire supérieure, on ne peut inscrire sur le schéma 


de calcul numérique que - (n + 1) coefficients supérieurs a;; et 


t;, ( > j). La vérification usuelle se fait à l'aide des sommes, la 
composition des sommes rendant compte de tous les coefficients 
de la ligne correspondante. 
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Remarquons que si pour une certaine s-ième ligne on a €, 0, 
les éléments respectifs {,; seront imaginaires. Dans ce cas-là encore 
la méthode est formellement applicable. 

L application pratique de la méthode des racines carrées con- 
siste à calculer successivement par marche directe d'après les for- 
mules (3) et (6) les coefficients Li, et y; (i = 1, 2, ..., n), puis 
à calculer par marche inverse d'après la formule (7) les inconnues z; 
G=n,n —1,...,1 


Exe m pP le. Résoudre par la méthode des racines carrées le 
système d'équations 


Li + De —2T3 —2:r,-:0,9; } 
Sly Ato—Dra La—31r; —=5,4; 
— 2x, — 5x2 !- Srs— 274 + 275 = 0,0; 
Lo — 2T3 +974 + 325 = 1,9; 
— 27, —3to + 273 + Ira- ts — 3,3. 


Solution. Inscrivons les coefficients a;; et les termes cons- 
tants bd; du système considéré dans la section initiale À du tableau 


Tableau 18 
Résolution d'un système linéaire par la méthode des racines carrées 


schéma 


I 0,5 
3 5,4 

=? 1,0 À 
0 1 9 3 : 14,5 

29 =9 2 4 1.3 


0,5 
3416il —1, TATAi —1,7471i 


_o 
.2361i |—0,4472il —0,4472i] —-1, 
1.5653il —7,5803i| —3.1081i B 
2 
0.8221 


0,8944i] 2,0125i 
3.0414 


2194 | —2,2928] 2,9679 
8221il 0,1643i] 0,955%4 


—6,0973 
— 0,0973 


—2,2016| —6,8011 


Fi C 
—1,2017 | —5,8004 


19—010 72 
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(tableau 18) et calculons la colonne Z. En appliquant les formules 
(3) et (6) et en passant successivement d’une ligne à l’autre, cal- 
culons les coefficients f;, et les nouveaux termes constants y; pour 
compléter de cette façcn la section B du tableau. 

Par exemple, 

__ 35 — Lygtgn — loglos 2—(—2)(—2)—(—0,4472i)(—1.3416i) ee , 
las La = TEA 1,5693i. 


Pour vérifier calculons la colonne Z. Calculons d'après les for- 
mules (7) les valeurs des inconnues z; et les grandeurs de contrôle 


z; = Z; + 1, en les portant sur la section C. Par exemple, 


._ _ Ya —ta5ts — l3sta 
Lg = = — << = 


L33 
__ —7,5803— 1,56525.0,1998— 2,0125i.(—0,8996) 
— OS DOS 6,801 1 e. 


S 9 Schéma de Khaletski 
Pour la commodité du raisonnement écrivons le système d'équa- 
tions linéaires sous une forme matricielle 
Ax = b, (1) 
où À = [a;;] est une matrice carrée d'ordre nr et 


Ti Gi, n+i 
X = : , b = 
Ln An,n+1 
sont des vecteurs colonnes. Mettons la matrice À sous forme d'un 


produit de la matrice triangulaire inférieure B = [b;;] et de la 
matrice triangulaire supérieure € = [c;;l à diagonale unité, c'est-à- 


dire 
A = BC, (2) 
où 
bi: 0 ...0 1 C19 Cin 
B - bo, Dos .…. 0 et C= 0 1 . Con 
b,: Dao .….. Dan 0 0 ss. | 


Les éléments b;; et c13 se définissent alors d’après les formules 


Di = dit, 


j—1 ” 
bij = ay À bincny (i>j>1) «°) 
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et 


a} 
CRT 


L 1 (4) 
dre (a u— 2 bincns) (<i< j). 


D'où le vecteur recherché x peut être calculé d’après la chaîne 
d'équations 
By = b, Cx=7y. (5) 


Les matrices B et C étant triangulaires, les systèmes (5) se résol- 
vent sans peine 


_ 1, n+i 
LCR TES 
i—{ (6) 
1 : 
Yi be (ai. nH— Y bixyn) (=> 1) 
Ra { 
et 
Tn — Yn; 


= 7 
Ti =Yi— > Cintn (in). (9) 
Rkh=it1 


Les formules (6) montrent qu'il est avantageux de calculer les nom- 
bres y, simultanément avec les coefficients c;;. Cette méthode a reçu 
le nom de schéma de Khaletski. Ce schéma fait appel au contrôle 
usuel à l’aide des sommes. 


Remarquons que si la matrice À est symétrique, c'est-à-dire 
S1 Gij—@ji 


bji . 
USE (ê < j). 


Le schéma de Khaletski est commode pour travailler sur des 
calculatrices électroniques, car dans ce cas les opérations de « mé- 


morisation » (3) et (4) peuvent se faire sans enregistrer les résultats 
intermédiaires. 


Exemple. Résoudre le système 
3T+ Z2— Zsr2rs=06; 
— Dry Zat 3x3 — 473 = — 12; 
2Zi+ Zs— 2s=1; 


T1 — DZo + IZg — ITA = 3. 


LY9999 0 | LELCEE 0 — | EELEEE' 0 


L99999'£| 


1 le c— € | c— | I 9% | Sto Wp Ep cp 1p 
g | ] | Fe | ] | 0 | z Sn | SEp “Ep ££p | Ep Ip 
LI | A | ,— | e | 1 | c— Op | So Y2p €2p | D | ep 
H} 9 z _—- ] e On | Sin Yp Ein ip Fin 
z tx Cx &x 1x z ?x x tx x 


6T nv91Q0J 


II] 


Il 
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Solution. (Cf. tableau 19). 

Ecrivons dans la première section du tableau 19 la matrice des 
coefficients du système, ses termes constants et les sommes de con- 
trôle. 

Ensuite, puisque b;, = a;, (i = 1, 2, 3, 4), la première colonne 
de la section I est reportée dans la première colonne de la section II. 

Pour obtenir la première ligne de la section II, divisons tous les 


éléments de la première ligne de la section I par l'élément a, — b,;, 
dans notre cas par 3. 
On a: 
1 
G2= 7 =0. (3); 


Complétons maintenant la deuxième colonne de la section II 
en partant de la deuxième ligne. En appliquant les formules (3) 
nous déterminons b,2: 


Dg2 = A2 — VaiCy2 = 1 — (—5. s } +2, 66 (6) ; 


El 
1 2 | 
bye = A2 —Vaicis = 0—2 = —7 = 0, (6) ; 
Die = Asa — bacs — —5—1.1- — 9 1 = — 3, (3). 


Ensuite, le calcul de c:; (j = 3, 4, 5, 6) d’après les formules (4) 
permet de composer la deuxième ligne de la section Il: 


en me) 
cu = pe (au bac) = | (— 4 —(— 5) 5] +; 
NN É 

= pu (ao —barcie) = & [(—17—(— 55] =. 


Passons à la troisième colonne et calculons ses éléments b33 et ba 
d'après les formules (3), etc., tant qu’on ne complète toute la sec- 
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tion II. Ainsi, la section II se forme en écrivant tour à tour colon- 
ne — ligne, colonne — ligne, etc. 

En se servant des formules (6) et (7), on détermine dans la sec- 
tion III y; et ZT; (à = 1, 2, d, 4 

La vérification courante s'effectue à l'aide de la colonne 2 
qui subit les mêmes opérations que la colonne des termes constants. 


$ 10. Méthode des approximations successives 


Lorsque le nombre des inconnues d’un système linéaire est grand, 
le schéma de la méthode de Gauss qui donne une solution exacte 
devient trop compliqué. Dans ces conditions il devient beaucoup 
plus commode de rechercher les racines du système par des méthodes 
numériques approchées. L'une d'elles, la méthode des approxima- 
tions successives dite aussi méthode des itérations, est exposée dans 
ce qui suit. 

Soit le système linéaire 


ŒyTi + Gioto +... + GinEn = bi, 


G21Ty + Apte +... + GonEn = De, 


(1) 


n1T: + An2To + ... + AnnTn = Da. 


Introduisons dans la discussion les matrices 


diy ie + -- Ain T; bi 
an à . Ge T2 ba 

A — : _ one , X — ? b — ? 
An: Gn2 .….. Enn Ln bh 


et mettons le système (1) sous forme d'une équation matricielle 
Ax = b. (1°) 
En supposant que les coefficients diagonaux 
au 5 0 (i=1,2,...,n), 


on résout la première équation du système (1) par rapport à x, 
la deuxième par rapport à 2, etc. On a alors le système équivalent 


La = Pi + Quote + Qists + ... + intn, 
T2 — Be + QosTi + Losls + ... + OonTn, (2) 


Tn = Pn + ŒniTi + Œn2Te +... + Œn,n-1Tn-1 
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B d œ our iÆ j 
— 2 = = œ—— | 
Ÿ ai “ a;i P J 


et ay =0 pou i=j(i, j—=1,2,...,n). 
Introduisons les matrices 


ii 2 + Lin Bi 
D Œoy Lon + Han ét B— Pe 
Œni Œno +. Ann Ba 


pour mettre le système (2) sous une forme matricielle 
x = B + ax. (2°) 


Cherchons la solution du système (2) par la méthode des approxi- 
mations successives. Prenons, par exemple, pour approximation 
initiale la colonne des termes constants æ(° = f. 

Puis construisons successivement les matrices colonnes 


(première approximation), 
a) = 8 + art) 


(deuxième approximation), etc. 
Toute (k + 1)!ème approximation se calcule en général d’après 
la formule 


2 +1) = $ + art) (e=0;: 12, 2) (3) 


Si la suite des approximations æ(°), æ(1), . .., th), . .. possède 
une limite 
x == lim x), 


R—00 


cette limite est une solution du système (2). En effet, en passant 
à la limite dans l'égalité (3), on a: 


lim æ%+1=8$+a lim x 


R—»00 k—00 


ou 
x =$+ax, 


c'est-à-dire le vecteur limite æ est une solution du système (2°) 
et par conséquent du système (1). 
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Ecrivons les formules des approximations sous une forme dé- 
veloppée : 


2 Fe Ba, 
S 
+ —= Be + air) (37) 
j=1 
(Gi=0;i=1;:::n; k=0;1,2,:::). 
Remarquons que parfois il est plus avantageux de ramener le 
système (1) au type (2) de façon à ne pas annuler les coefficients 


&;:. Il serait logique, par exemple, pour appliquer la méthode des 
approximations successives, d'écrire l'équation 


1,02xz, — 0,157: = 2,7 
Zi = 2,7 —0,02x, + 0,152. 


sous la forme 


En général, dans le cas du système 


> dijt; = bi (i= 1, 2, sin): 


= 
on peut poser : 


1 (2 
dii — af} — af®), 


avec a’; Æ 0. Le système en question est alors équivalent au système 


reduit 
n 


zi = B; + D Œijt) U==42, ST) 
ES | 


u 


| 17) a; 
Bi=2., Lii = — +, Gij = ——+ pour ij. 
ait aii ii 

C'est pourquoi, dans nos raisonnements nous ne supposons géné- 
ralement pas que &;; = (. 

La méthode des approximations successives définies par les 
formules (3) ou (3°) s’appelle également méthode ilérative. Le proces- 
sus itératif (3) converge bien, c’est-à-dire le nombre d'’approxima- 
tions nécessaires pour obtenir les solutions du système (1) avec la 
précision imposée n'est pas grand si les éléments de la matrice & 
sont petits en valeur absolue. Autrement dit, pour appliquer avec 
succès le processus itératif, il faut que les modules des coefficients 
diagonaux du système (1) soient grands par rapport aux modules 
des coefficients non diagonaux de ce système (les termes constants 
ne jouent alors aucun rôle). 


8 10.) MÊTHODE DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES 297 


Exemple 1. Résoudre: le système 
4x, + 0,242: — 0,0873 = 8, 
0,09zx, -- 3z2—0,15z73=9, (4) 
0,04; —0,08zx: + 4x3 — 20 


par la méthode des approximations successives. 


Solution. Les coefficients diagonaux 4; 3; 4 du système 
dominent nettement ici les autres coefficients des inconnues. En 
ramenant ce système à la forme normale (2), on a 


zx, = 2 —0,06x: + 0,02zx:, 
La = 3—0,03x,-+0,05zxs, (5) 
Zs = 9 —0,01z, + 0,027. 

Le système (5) peut s'écrire sous la forme matricielle : 


Ti 2 0 — 0,06 0,02 Zi 
Lo | — 3 L — 0,03 0 0,05 | Lo 
: 5 0,01 0,02 0 za 


Pour les approximations initiales de la solution de (4) on prend: 
m2 = 20): 


En portant ces valeurs dans les seconds membres de (5), on 
obtient les premières approximations de la solution 


20 = — 2—0,06-3-:-0.02-5 — 1,92; 
0 =3—0,03.2--0,05.5 = 3,19; 
PR D UN 


Ensuite, en portant ces approximations trouvées dans la for- 
mule (5), on obtient les deuxièmes approximations de la solution: 


22 —1,9094; 1° —3,1944; 79? =:5,0446. 


Après une nouvelle substitution, on obtient les troisièmes appro- 
ximations des solutions 
z—1,90923 z—3,19495, 29 — 5,04485, etc. 
Les résultats des calculs sont portés sur le tableau 20. 


Remarque. Lors de l'application de la méthode des appro- 
ximations successives (formule (3)) aucun besoin n'est de prendre 
la colonne des termes constants pour approximation initiale z(°). 
Nous allons montrer dans ce qui suit que la convergence du processus 
itératif ne dépend que des propriétés de la matrice &; de plus, cer- 
taines conditions étant observées, si ce processus converge pour un 
choix quelconque de l’approximation initiale, il convergera égale- 
ment vers le même vecteur limite pour tout autre choix dc cette 
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Tableau 20 


Résolution du système linéaire par la 
méthode des approximations successives 


approximation. C'est pourquoi dans le processus itératif le vecteur 
initial 2°) peut être arbitraire. Il est raisonnable de prendre 
comme vecteur initial une solution approchée du système établie 
par approximation grossière. 

Le processus itératif convergent jouit de la propriété importante 
d'autocorrection, qui fait qu'une erreur de calcul isolée 
n'entache pas le résultat final, une approximation erronée pouvant 
être considérée comme un nouveau vecteur initial. 

Constatons qu'il est parfois plus commode de calculer non pas 
les approximations elles-mêmes, mais leurs différences. En intro- 
duisant les notations 


Ag pt) (HO, 1, 2, ...), 
on obtient d'après la formule (3): 


a hr) = $p + œxth) (G) 
el 
at) — + œaxtt- 1), (7) 
D'où, en retranchant l'égalité (7) de l'égalité (6), 
AUD Lo (Ma — RD) = a AM, 


soit 
ARFD LAN (k=1, 2, ...). (8) 
On prend pour approximation initiale 
AD = 70) (9) 


alors la m-ième approximation s'écrit 


at = D AN. (10) 


Rk=0 
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Si l’on adopte comme d'ordinaire AU) — (0 — f, l'égalité (8) 
est vérifiée également avec À = 0. Dans le cas contraire, pour 4 = 0 
l'égalité (8) n'a pas lieu. On en déduit la méthode suivante de calcul 
de cette variante de l'itération: 


1) si AV =xr0 28, il vient 
AS QAË TN = ok (k=0, 1, 2, ...) 


et 


af ; 


NE 


R 
a) = > A = 
s=0 


2) si AV =>Y0L£$, on trouve 
AD = D) — 90) — ga0) + B— 10) 
pour poser 
AU GANT GTA (k=1, 2, 3, ...) 
Par conséquent 
k k 
ak) — ÿ A — g(0) + » as-1AG 
#=0 s=i 
Exemple 2. Résoudre le système 
2Ty— Lo + Ts = — 3, 
3x1 + 5XZo — 2za — 1, 
TZ: — 4% + 10z; = (. 


(11) 


Solution. Ramenons le système (11) à la forme (2): 
Zi= —1,9 +0,92: —0,973 ; 
Zo = 0,2—0,67, +0,4zxs; 
Za = —0,1r, + 0,472. 


0 0,5 —0,5 
[0 0 | 


—0,1 0,4 0 


— 1,5 
| 2 | | 
| 0 


et 
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Les formules (8) et (9) donnent : 


— 1,5 
AM=B—) 0.2 |; 
0 
0 0,5 —0,57 F —1,5 0,1 - 
AM=gAM= | —0,6 0 0,4 0,2[—|10,9 |: 
—0,1 0,4 O0 0 0,23 
0 0,5 —0,57 loO,1 0,335 
A = GA = | —0,6 0 0,4 | 10,9 |— 10,032 |, 


—0,1 0,4 0 0,23 0,350 


etc. Les résultats sont portés sur le tableau 21. 
Tableau 21 


Résolution du système linéaire par la 
méthode modifiée des approximations 
successives 


(méthode cumulative) 


| 
oOcytw 
28888 


+ D 


1 


0O 00000000 
© 


+ 


28882 


0 
1 
2 
3 
4 
5) 
6 
7 
8 
9 


+ 


C2 
a 
(Je) 


Ainsi, les solutions approchées sont: 
Ti, — —1 ,235 : Lo — 4,089 ; Ta — 0,560. 


L'inconvénient de cette variante de la méthode des approxi- 
mations successives est le cumul systématique des erreurs avec 
l'augmentation du nombre de termes, ce qui conduit éventuellement 
à des erreurs importantes dans les solutions cherchées. De plus, 
l'erreur de calcul influe sur le résultat final. La première variante 
de la méthode des approximations successives est donc plus sûre. 
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Remarques sur la précision ‘de calcul. Si tous les coefficients et 
termes constants du système donné sont des nombres exacts, sa 
résolution par la méthode des approximations successives peut s’ob- 
tenir avec n'importe quel nombre m de chiffres exacts, donné à 
l'avance. Dans les valeurs des approximations successives’ il faut 
retenir m + 1 chiffres et calculer les approximations successives 
tant qu'elles ne se confondent, après quoi le résultat est arrondi 
d'un chiffre. Si les coefficients et les termes constants du système 
considéré sont des nombres approchés écrits avec p chiffres, la réso- 
Intion de ce système se fait de même que dans le cas des nombres 
exacts avec m = p chiffres significatifs. 

Voici sans démonstration une condition suffisante de la conver- 
gence du processus itératif (la démonstration est donnée au cha- 
pitre IX, $ 1). 


Théorème. Si au moins une des conditions 
n 
1) DATES Ü =T, 2 un) 


1= 


Lo nd 


ou 
n 


2) D lai] <1 (j=1,2,...,n) 


i=! 


est vraie pour le système réduit (2), le processus itératif (3) converge 
vers la solution unique de ce système, quel que soit le choix de l'appro- 
zximation initiale. 


Corollaire. Pour le système 
n 
© auyr; =b: (11, 2, sel) 
j=i 
la méthode des approximations successives converge si les inéga- 
lités 
a 
jaul> 2 as] (=1,2,...,n) 
j21 


sont vérifiées, c'est-à-dire si pour toute équation du système le 
coefficient diagonal-est plus grand en module que la somme des 
modules de tous les autres coefficients (sans termes constants). 


$ 11. Réduction d'un système linéaire à la forme commode 
pour l'itération 


Le théorème de la convergence ($ 10) impose des conditions serrces 
aux coefficients du système linéaire considéré 


Ax = 0. (1) 
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Toutefois, si det À = 0, la combinaison linéaire des équations du 
système (15) permet toujours de remplacer ce dernier par un système 
équivalent 

x = B + ax, (2) 


tel que les conditions du théorème de convergence seront remplies. 
En effet, multiplions l'équation (1) par la matrice D = A1 — &, 
où e = [e;;] est une matrice à éléments petits en module. On a alors: 


(471 — e) Ax = Db 


ou 
x = f + ax, (3) 


avec & = eA et B = Db. Si |e;,| sont suffisamment petits, il est 
clair que le système (3) vérifie les conditions du théorème de con- 
vergence. 

La multiplication par la matrice D est équivalente à l’ensemble 
des transformations élémentaires sur les équations du système. La 
tâche consiste à aboutir au type standard (3) avec le moins d'efforts 
possible. 

En pratique on procède de la façon suivante. Dans le système 
concerné on prélève les équations dont les coefficients sont supé- 
rieurs en module à la somme des modules des autres coefficients de 
l'équation. Toute équation prélevée s'inscrit sur une ligne du nou- 
veau système de façon que le coefficient le plus grand en module 
soit diagonal. 

Les équations restantes et les équations prélevées du système 
sont associées en combinaisons linéaires linéairement indépendantes 
de sorte que soit observé le principe de complétation du nouveau 
système décrit ci-dessus et que toutes les lignes vides soient rem- 
plies. Il faut de plus prendre soin pour que toute équation non uti- 
lisée fasse partie au moins d’une combinaison linéaire qui consti- 
tue une équation du nouveau système. Donnons un exemple pour 
illustrer tout ce qui vient d'être dit. 


Exemple. Ramener le système 


(4) 273 3Xo—4ts+ z3—3—0, 
(8) Zi— 2x2 —5t3+ 14—2=0, 
(C) OT — Do “+ LZa— 4x3 —1 =0, 
(D) 107, + 2zo— 13273 +4 —0 


au type commode pour l'itération. 


Solution. Le coefficient de x; de l'équation (B) étant plus 
grand en module que la somme des modules des autres coefficients, 
on peut considérer cette équation comme la troisième équation d’un 
nouveau système. Dans l’équation (D) le coefficient de x; est égale- 
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ment plus grand que la somme des modules des autres coefficients; 
cette équation peut donc être prise pour la première équation du 
nouveau système. Par conséquent le nouveau système s'écrit: 


(1) 10x; + 2r2— 23 + 2r L4=0, 
(11) ND de So UT Dore 
(HT) TZi—2Xo—9X3 + LXa—2=0, 
(IV) DIN RDS TS es 


En analysant le système donné on voit sans peine que pour 
obtenir l'équation (II) au coefficient de x: maximal en module, il 
suffit de composer la différence (4) — (C): 


(ID) TL: + Dre + Za + Oxs — 1 = 0. 


Maintenant le nouveau système comprend les équations (4), 
(B) et (D); par suite l'équation (IV) contient nécéssairement l’équa- 
tion (C) du système donné. La sélection montre que pour l'équation 
(IV) on peut prendre la combinaison linéaire 2 (4) — (B) — 2 (C) — 
— (D), c'est-à-dire 


(IV) SZ + Oxo + Oxzs — 9x, — 10 = 0. 


Finalement on obtient le système transformé d'équations I-IV 
équivalent au système initial et vérifiant les conditions de conver- 
gence du processus itératif. La résolution de ce système par rapport 
aux inconnues diagonales conduit au système 


zx =- Or: —0,279 + 0,1r3—0,2r3 —0,4 ;: 
Zo— 0,273 +Ors —0,273+ 0Ors +0,2; 
Zs—=0,27 —0,417:+0xrs +0,27; —0,4; 
Za—=0,3337; +Or2 “—-Ors +Ors —1,111, 


auquel on peut appliquer la méthode des approximations successives. 


$ 12. Méthode de Seidel 


La méthode de Seidel est une modification de la méthode des 
approximations successives. Son idée maîtresse consiste à tenir 
compte, lors du calcul de la (4 + 1)-ième approximation de l’in- 
connue xz;, des (% + 1)-ièmes approximations des inconnues zx, 
Los + + + Li déjà établies. 

Soit le système linéaire réduit 


ñn 


a=fi+ 2 ŒijT; (i 1, 2, .... n). 
2= 
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Choisissons arbitrairement les approximations initiales de la 
solution 


(0 (0 (0 
Ti : L2 . 9 20), 


en prenant garde, certes, qu'elle correspond dans une certaine mesure 
aux inconnues cherchées 


Li Lo; . +. The 


Ensuite, en supposant que les X-ièmes approximations 2 
(i = 1,..., nr) sont connues, nous counstruisons suivant Seidel 
les (4 + ‘1}-ièmes approximations de la solution d’après les formules 
suivantes : 


“HS = fi Ni D ajr$) : ; 


got = fe 


R k (Qu 
a + 2, 5 QT" wi DL DETE ).. 


Notons que le théorème de convergence pour une itération simple 
douné au $ 10 reste vrai pour une itération suivant la méthode de 
Seidel (cf. chapitre IX, $$ 3 à 7). 

Dans les cas courants la méthode de Seidel assure une meilleure 
convergence que la méthode itérative simple, mais généralement 
son application est plus délicate. Le processus de Seidel peut con- 
verger même dans le cas où le processus itératif simple diverge. 
Cependant il n’en est pas toujours ainsi. Il arrive que le processus 
de Seidel converge plus lentement que le processus itératif simple. 
Bien plus, dans certains cas le processus itératif converge alors que le 
processus de Seidel est divergent [1] (cf. chapitre XI, $ 6). 


Exemple. Résoudre par la méthode de Seidel le système 
d'équations 


AOci+ za zxzs—=12; 
2x4 1072 + za — 13; 
2x, + 210 <- 1073 = 14. 
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Solution. Ramenons ce‘système à la forme commode pour 
l’itération 
Lo = 1,3—0,2r, —0,1z3 ; 
Z3—=1,4—0,27; —0,2z. 
Prenons pour approximations initiales 
20) — 1:2: 29) — 0; 20 — 0. 
En appliquant successivement le processus de Seidel, on a: 


29—41,2—0,1.0 —0,1.0 —1,2; | 


Ty — 1,2—0,1r:—0,1z; , 


299=1,3—0,2.1,2—0,1-.0 —1,06: 
20 —1,4—0,2.1,2—0,2.1,06 — 0,948 : 

2 412 0,1-1,06—0,1-0,948 — 0,9992 : | 
(IT) 


(D 


29 —1,3—0,2.0,9992—0,1-0,948 — 1,00536 ; 
29 = 1,4—0,2.0,9992—0,2.1,00536 — 0,999098, etc. 


Les résultats du calcul avec quatre décimales exactes sont portes 
sur le tableau 22. 


Tableau 22 


Recherche des racines d’un système 
linéaire par la méthode de Seidel 


La solution exacte est: x, — 1; 2x2 — 1; x: — 1. 


$ 13. Cas d'un système normal 


Définition 1. Un polynôme entier homogène du second 
degré de r variables s'appelle forme quadratique de ces variables. 
Dans le cas général, la forme quadratique s'écrit 
u (x; Los Zn) — GT} + Ao2T; + ... + 7 PRE + 


+ 2iotiTe + its +... + 2Gn 4 nTn1Tn) (1) 
20—01072 
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où ay (à, Ï = 1, 2, ..., n) sont des nombres constants; pour 
i =£ j, par souci de commodité, les coefficients respectifs sont pris 
pairs: 2a;,. En égalant u à la constante c, on obtient l'équation 
d’une quadrique à centre 


U (Ti, T2, es En) = C 


dans un espace de dimension ». 
Si l’on pose 
dj —= ji (2) 
c'est-à-dire 24;; = &;3 + aj, l'écriture de la formule (1) peut être 
abrégée : 


n n 
u(zy, 22, -.., 2n)= D à GijtiTy. (1°) 
= = 
La matrice 
A = [al (3) 


s'appelle matrice de la forme quadratique (1°). En vertu de la con- 
dition (2) la matrice À est symétrique, c'est-à-dire elle coïncide 
avec sa transposée. Inversement, pour toute matrice symétrique À = 
— [a;;) on peut construire une forme quadratique correspondante 


Définition 2. Une forme quadratique (1) est dite définie 
positive (négative) si elle prend des valeurs positives (négatives) et 
ne s’annule qu'avec 

=D =iii 2: "() 
Si u (Zi, Ze, - - +, ZA) est une forme quadratique définie positive, 
l'équation 
(ln Ds: sm) C (c > 0) 
est l'équation d'ellipsoïde. Notons que dans ce cas 
ai > 0 (= 1; 2; 2.30), 


au = u (1, 0, ET 0) > 0, 
dos = u (0, 1:  . 0) > 0, 


du fait que 


ds "4 (0, 02,320) 0: 
Définition 3 Le système linéaire 
2 T3 = bi (i= 1, 2, 0) (4) 
2= 


est dit normal si: 1) la matrice des coefficients À = [a;;] est symé- 
trique, c'est-à-dire si &;; = aj;, 2) la forme quadratique correspon- 
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dante 


u= » ; LRU) 
2= 


est définie positive. 

Les systèmes normaux se présentent dans la résolution de nom- 
breux problèmes, et, entre autres, dans la méthode des moindres 
carrés, la recherche de la direction des axes principaux d'un ellip- 
soide, etc. 

Ramenons le système normal (4) par le procédé usuel à la forme 
spéciale 


— à @izj + Bi, (4) 
fi 


aij 
ai; 


(GjÆi) et Bi = — 


Théorème 1. Si le système linéaire (4) est un système normal, 
le processus de Seidel du système réduit (4) équivalent est toujours 
convergent. 


60 RES Te 


Démonstration cf. chapitre XI, $ 5, ainsi que [2]. 
Le mode de réduction d’un système linéaire : à la forme normale 
est décrit par le théorème qui suit. 


Théorème 2. Si les deux membres d'un système linéaire 


Ax = b (9) 

à matrice régulière A = [a;;l sont multipliés à gauche par la trans- 
posée A’ = [a;;l, le nouveau système 

A'Ax = A'b (6) 


sera un système normal. 


Démonstration. Montrons d'abord que la matrice A’A 
est symétrique. En effet, on a: 


(A'4)' = A'A° = A'’A. 
Montrons maintenant que la forme quadratique associée à la ma- 


trice A’A est définie positive. Composons la forme quadratique à 
matrice A’À: 


UT: Los. En) = à à GhiGhJTiTj. 
J=i k= 
En changeant l’ordre de sommation, on obtient : 


u = Ÿ Ÿ D GhiTiQhiT; — È (> Ghiti” > an;zs) - 


R=1 i=1 j= 
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La valeur de la somme ne dépendant pas de la notation de l'indice 
de sommation, on a: 


n n 
u= DS aux) > 0. 
k=1 i=1 
Par hypothèse, det À = det [a;;] 0. Donc le système homogène 
n 
Ÿ arts =0 (k=14,2.:2:.5n) 
i=1 
n'admet que des solutions nulles. Par conséquent 
u (Zi, as - . ., Zn) > 0 pour Il +lzl+... +12, | #0. 
Le théorème est démontré. 


$ 14. Méthode de relaxation 
Soit le système d'équations linéaires 


GiaT4 À G2l2 + + + + GinTn = bi, 

A2yTi Ÿ 2e + - .. + AonTn = D, 

Ant! + Œnolo + . + AnnTn —= b,. 

Transformons ce système de la façon suivante: transposons les 

termes constants à gauche et divisons la première équation par 

— &y1, la deuxième par — a22, etc. On obtient ainsi un système prêt 
à subir la relaxation : 

— Li + biere +... + bintn +0 =0, 

Dit — Ze + ... + bontn + C2=0, 


buts + bn2t2 “+- ...—Ln + Ch = O, 


(1) 


(2) 


a; : ; b 
by = — (= j) et =. 


Soit æ°’—(x, x2%°,...,zn) l’approximation initiale de la 
résolution du système (2). En portant ces valeurs dans le système 
(2), on obtient les résidus 


ñn 
0) : N- CO) 
R = — 32; V2 bijti | 
2—= 


ñn 
? ( 
RS = cn + D bu, 
2—= 


542 


(3) 


, n—1 | 
RD —=cn—2% + 2 Dajzi”. ] 
2= 
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Si on donne à l’une des ‘inconnues x!” l'accroissement Ôx", 
le résidu correspondant R!°” diminue de la valeur ôx;”, alors que 
tous les autres résidus R$° (is) augmentent de la valeur b;.ôr:°. 
Ainsi, pour annuler le résidu successif R;”, il suffit de donner 
à la grandeur zx” l'accroissement 

OR. 
pour avoir : 
RP =0 
et 
REP — RE b;. 0x" avec iÆS. 


La méthode de relaxation [3], [4] dans sa forme la plus simple 
consiste à rendre nulle à chaque étape le résidu maximal en module 
en modifiant la valeur de la composante d'approximation corres- 
pondante. Le processus s'arrête lorsque tous les résidus du dernier 
système transformé s’annulent avec une précision imposée. Nous 
n'envisageons pas le problème de convergence de ce processus [4]. 


Exemple. Résoudre le système 
107, — 2275 — 2x3 — 6, 
— Zi + 1017: — 273 — 7, (4) 
— Ly — Lo + 1073 —8, 
par la méthode de relaxation [3] en effectuant les calculs avec deux 
décimales. 


Solution. Ramenons le système (4) à la forme commode pour 
la relaxation 


— T1 + 0,2x2 + 0,273 + 0,6 Re 0, 
— L2 +0,17; a 0,27; + 0,7 = (0, 
— Las +0,1x, + 0,122 + 0,8 — 0. 


En choisissant comme approximations initiales de la solution 


les valeurs nulles 
(0 


x! = x” = 1° 22 0, 
on trouve les résidus correspondants 
R;° =0,60; R°—0,70; R‘°—0,80. 
D'après la théorie générale on pose : 
Ôx” — 0,80. 
D'où l’on tire les résidus 
RP =R;"+0,2.0,8 = 0,60 + 0,16 = 0,76; 
R = R;" +0,2-0,8 = 0,70 + 0,16 — 0,86 ; 
RP = R9— 0,80 — 0. 
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Ensuite, on pose : 
ôx — 0,86, 


etc. Les résultats correspondants figurent sur le tableau 23. 
Tableau 23 


Résolution du système linéaire par la 
méthode de relaxation 


0,93 0 0,09 
0,93 | —0,93 0,09 ,09 
0 0,09 0,18 
0.04 0.04| 0,18 | —0.18 
0,04 0,13 0 
0,03| 0,13 | —0.13 0,01 
0,07 0 0,01 
0,07 | —0,07 0,0! 0,01 
0 0,01 0,02 
0 0 __| 0,02 | —0,02 
0 0,0! 0 
0 0,01 | —0.01 0 
0 0 0 
> 00 | 1,00 | 1,00 | 


En additionnant tous les accroissements 6% (i — 1, 2, 3; 
= 0, 1, ...), on obtient la solution 


Zi = 0 + 0,93 + 0,07 = 1,00; 
Ze = 0 + 0,86 + 0,13 + 0,01 = 1,00; 
Za = 0 + 0,80 + 0,18 + 0,02 = 1,00. 


__ Pour vérifier, portons les valeurs obtenues dans les équations 
initiales ; dans le cas considéré la solution du système (4) est exacte. 
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$ 15. Correction des éléments de la matrice 
inverse approchée 


Soit une matrice régulière À ; il faut trouver la matrice inverse 
A”. Supposons que nous avons obtenu une valeur approchée de 
l'inverse Do & A7! Pour améliorer la précision, on peut utiliser 
la méthode des approximations successives sous une forme spéciale. 
Utilisons comme mesure préalable de l'erreur la différence 

Fo — E — AD. 


Si Fo = 0, il est évident que Do — A”; donc, si les éléments 
de la matrice F, sont petits en module, les matrices A”! et D, sont 
voisines entre elles. Construisons les approximations successives 
d'après la formule 


Dy = Dys-+ DruFr (k = 1, 2, 3, ...); (1) 
l'erreur correspondante s'écrit 
F, = E — AD}. 
Evaluons la rapidité de la convergence des approximations 
successives. On a: 
Fi=E —AD,=E — A (Do + DoFo) = E — ADo(E + Fo) = 
= E —(E — Fo) (E + Fo) = E —(E —F} = Fi. 
D'une façon analogue | 
F:=F =F# 


et en général 
Fr=F#  (k=1,2,3,...). (2) 
Montrons que si 
Fo <q <1, (3) 


où || F, || est une norme canonique quelconque de la matrice Fo 
(chapitre VII, $ 7), le processus itératif (1) converge, c'est-à-dire 


lim D} = At, 
k—00 
En effet, la formule (2) entraîne 
IF <<". 

Donc 

lim I Fr] = 0 
et 
lim F,= lim(E — AD:)= 0 

R—+00 


k-—»00 
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ou 
E — À lim Dr = 0, 


R—00 


lim Dy — ATLE = A", 
R—+00 
Notre proposition est ainsi démontrée. 
En particulier, si les éléments de la matrice Fo = (f;;l vérifient 
l'inégalité 
Lf1<< ’ : 


où 7 est l’ordre de la matrice et 0 < qg <<1, l’utilisation de la m-nor- 
me (chapitre VII, $ 7) montre que 1e Le processus itératif (1) est bien 
convergent. 

Supposons respectée l'inégalité (3) pour évaluer l'erreur 


= = à ms oh 
= | 4% — D; | <TATIE— AD: 1] =] AIT: SIA 


Comme 
ADo=E—Fo, 
il vient 
AT=D (EE — Fo) =D (E + Fo+ Fi + ...). 
D'où 


MAIDEN +++ 2) = Doll Î EN +} 


Pour une m-norme ou une /-norme on a || E||—1, et c'est 
pourquoi 


" [| Doll 
INSEE 
Ainsi 
D 
DAT — Di < ol 1 7, 1 (4) 
ou 
NAT D, |< el ge, (5) 


où on entend par norme une m-norme ou une /-norme. La formule 
(4) entraîne que la convergence du processus (1) pour g < 1 est 
très rapide. 

En pratique, le processus de l'amélioration de la précision des 
éléments de la matrice inverse s'arrête dès qu'on vérifie l’inégalité 


Dr —Dri UK e, 


où æ& est la précision demandée. 


$ 15.) CORRECTION DES ÉLÉMENTS DE LA MATRICE INVERSE 313 


Exemple. Corriger les éléments de la matrice inverse appro- 
chée obtenue dans l'exemple du $ 7, p. 286. 


Solution. Pour la matrice 
1,8 —3,8 0,7 —3,7 
A=10,7 2,4 —2,6 —2,8 
7,3 8,1 1,7 —4,9 
1,9 —4,3 —49 —4,7 
on obtient par la méthode de Gauss l’inverse approchée 
—0,21121 —0,46003  0,16284  0,26956 
—0,03533  0,16873  0,01573 —0,08920 
Do 0,23030 0,04607 —0,009%4 —0,19885 
—0,29316 —0,38837 —0,06128  0,18513 


telle que 
0,03 0,00 0,01 0,00 
0,25 0,03 0,02 0,39 
AD E— 10 le 08 10,17 0,18 —0,09 
0,00 0,00 0,00 —0,48 
D'où 


0,03 0,00 0,01 0,00 
0,25 0,03 0,02 0,39 
8,08 10,17 0,18 —0,09 
0,00 0,00 0,00 —0,48 
Pour améliorer encore la précision des éléments de la matrice 
Do, on utilise le processus itératif | 
Day = Dr+ DiFr, Fh=E— AD; (k=0, 1, 2,...). 
Comme 


Fo = E — AD, = 10". 


q = || Foll = 1073.(0,03 + 10,17) — 1,02-10"2 & 1, 
le processus itératif converge rapidement. 
On a: 
—0,21121 —0,46003  0,16284  0,26956 
—0,03533  0,16873  0,01573 —0,08920 
0,23030  0,04607 —0,00944 —0,19885 | * 
—0,29316 —0,38837 —0,06128  0,18513 


DoFo = 
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0,03 0,00 0,01 0,00 

0,25 0,03 0,02 0,39 

8,08 10,17 0,18 —0,09 

0,00 0,00 0,00 —0,48 
119 1,64 0,02 —0,32 
0,17 0,16 0,01 0,11 

—0,06 —0,09 0,00 0,11 
0,39 0,61 0,00 —0,24 


X 1073. 


— 4073. 


D'où 
Di = Do + DoFo = 
__0,21121 —0,46003  0,16284  0,26956 
_0,03533 0,16873  0,01573 —0,08920 
023030  0,04607 —0,00944 —0,19885 À 
_0,29316 —0,38837  0,06128  0,18513 
149 1,64 0,02 —0,32 
pags] ST 016001 011 | 
__0,06 —0,09 0,00 0,11 | — 
0,39 0,61 0,00 —0,24 
__0,21002 —0,45839  0,16286  0,26924 
__0,03516  0,16889  0,01574 —0,08909 
0,23024 0,04598 —0,00944 —0,19874 
—_0,29277 —0,38776  0,06128  0,18489 
On peut considérer que 


Az D;, 
car 
2 —2 1 3 
0 2—10 
AD; = E —10". 3 4 _51 
1 0 01 
et 
2 —2 1 3 
0 2—10 
F;=E— AD, = 10". 3 4-51 
1 0 Of 
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La formule (4) conduit à l'estimation suivante de l'erreur 
A? — D; l<eolt Fi Île 
Puisque 
I Do: = 0,46003 + 0,16873 + 0,04607 + 0,38837 << 1,07 
et 
Fe = 10-524 24 4) =8-10"6, 
on a finalement : 


” 1,07 
FAT —-Dih< oo 
Remarque. Le choix d’une matrice inverse approchée 
peut se faire de façon différente. On utilise entre autres la méthode 
de partition des matrices en blocs décrite au chapitre VII, $ 12. 
En conclusion notons qu'il existe actuellement bien d’autres 
méthodes de résolution des systèmes linéaires d'équations algébri- 
ques (méthode de Purcell, d'escalade [6], de Richardson [7],etc.). 


+8-1075 < 9:1078. 
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CHAPITRE IX * 


CONVERGENCE DES PROCESSUS ITÉRATIFS 
DES SYSTÈMES D'ÉQUATIONS LINÉAIRES 


$ 1. Conditions suffisantes 
Soient le système linéaire réduit 


= ax + $, (1) 
la matrice 
Œ —= CP 


:] 
Ban 
donnés et le vecteur recherche 


] 


Théorème. Le processus itératif d'un système linéaire réduit 
(4) converge vers une solution unique si l’une quelconque des normes 
canoniques de la matrice «à est inférieure à l'unité, c’est-à-dire pour 
le processus itératif 


a) =$ +aœxt-1) (=; 2: 
(x étant arbitraire) la condition suffisante de convergence est 
ILAIRSE (2) 
Démonstration. En partant d'un vecteur arbitraire 
x), on construit la suite des approximations 
act) = $ + œx(0), 
22) = B + œxtt), 


JR) — p + aaxth—1). 


et le vecteur 


| 
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D'où s 
x =(E+a+a+...+ai-1)p+œ*x0). (3) 


Comme pour ||æ || <4Â on a [| a* [| —>0 quand # —+ oc, il vient 
(cf. chapitre VII, $ 10) 


lim a*—0 
R—+00 
et 
lim(E+a+ta+...+ar1)= S a =(E—a)1. 
k=+ 00 K=0 


Donc, en passant à la limite quand 4 —> o dans l'égalité (3), on a: 


x = limxW—(E— a) !tf$. (4) 
h—+00 


La convergence de l’itération est ainsi démontrée. De plus l'égalité 
(4) entraîne: 
(E — a) x = 


ou 
x = ax + , 


c’est-à-dire le vecteur limite x est une solution du système (1). La 
matrice du système (1) Æ£ — & étant régulière, la solution x est 
unique. 


Corollaire 1. Pour le système (1) le processus itératif 
converge si: 


” F 
a) 1 {Îm = max 2 [œs| <1; 
t 2= 
ou 
n 
NT 
b) Pœlh=max 2 last <1: 
2 1— 
ou encore 


c) lalk = } À | ALUIRSSE 


En particulier, le processus itératif est nécessairement conver- 
gent si les éléments de la matrice & vérifient l'inégalité 


. 1 
|œi [<< n ? 
où 7x est le nombre d'inconnues du système (1). 


En effet, a), b) et c) sont les normes canoniques les plus simples 
de la matrice «&. 
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Corollaire 2. Pour le système 


n 
> Git; = bi Ut 2; 30) (2) 
j=1 
le processus itératif converge si on a les inégalités 
n 
a) jail> à | &is | (i=1,2,:..,n) 
2= 
ou 
Le ? 
b) el> 2 laut (j=1,2,...,n), 
1= 


où l’apostrophe affectée au signe de sommation signifie qu’en som- 
mant on omet les valeurs i = j, c’est-à-dire la convergence a lieu 
si les modules des éléments diagonaux de la matrice À — [a;;l 
du système (1) dépassent pour chaque ligne la somme des modules 
des éléments non diagonaux de cette ligne, ou pour chaque colonne 
dépassent la somme des modules des éléments non diagonaux de 
cette colonne. 

En effet, si l'inégalité a’) a lieu, il est évident que l'inégalité 
correspondante a) du corollaire 1 est vérifiée. 

Pour démontrer la deuxième proposition posons dans le systè- 
me (5): 


Ti = - (i=1,2,...,n), 


où z; sont de nouvelles inconnues. On obtient alors le système 


S _ zj =0i (i=1 PRES n) (5°) 
_ ajj ? L ? L 


pour lequel l'itération converge ou diverge simultanément avec 
l’itération du système initial (5). En ramenant par le procédé usuel 
le système (5°) à la forme spéciale (1) et en appliquant la condition 
b) du corollaire 1, on obtient pour le système (5) la condition suffi- 
sante de convergence du processus itératif : 


ou 


n 
lesl> À Lay] (j=1,2,...,n). 


C4 
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$ 2. Estimation de l'erreur des approximations 
du processus itératif 


Soient 2-1 et xt) (k => 1) deux approximations successives 
de la solution du système linéaire x =ax + $. Pour p >1,on a: 


Il a t(R+P) — th) Ï < | a+ 1) y) Ï + 


+ [pat +0 +... Lait x@tP-0 |. (1) 
Comme 

gt 1) = gatm) LB 
et 

D AUD) —= œxtm-1) = B, 
on à 

act 1) 2 gp) = @ (actm) — tm 1)) 

et donc 


ag — 2m € a 69 — m0 | < 
<||a |" |[x8+0D—2x@]]) pour m>k>1. 
Il vient de la formule (1) 
20 P+ — 20 |] |] a+ 0 — 20] + 
+ af arr abs... +R ae 


1 
a (R+1) — ik 
pag le el 


En passant à la limite dans la dernière inégalité quand p — ©, on 
obtient finalement : 


| RD m0 
2 — 2%) er mn (2) 


pour k>1, ou 
own Na pe _ pt) 
exe E co — 00 
Si 
lal<+ 
SS 9 , 
la formule précédente se met sous la forme 
I 9 — 2) ] < | 2h) — œtR—1) If, 
c'est-à-dire dans ce cas si 
[ax —RR- D] <e, 


alors également 
Ia — x 0 | << e. 
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Dans le cas général, si au cours du calcul il s'avère que 


] AA) — 


? 


où g={[a|| 1, alors 
[a x <e 
et par suite 
lri—ai<e (i—1,2,...,n). 
Bien entendu, on suppose que les approximations successives æ( 


(j = 0, 1, ..., k#) se calculent exactement sans aucune erreur 
d'arrondi. 

En utilisant les estimations obtenues ci-dessus pour la norme de 
différence de deux approximations successives, on a suivant la 
formule (2) 


| @œ 11" 
[2 — 2% || < nl 201) — 90) |]. 


En particulier, si l’on choisit 


20) = $, 
il vient 
at = af + 
et 
[ac — 20] = [af] 11] 8 (|. 
Par conséquent 
ae — 2 HE 1 6 1 (2°) 
ET 11 ‘ 


Exemple. Montrer que pour le système 
10Oxi— xs + 2rs —3xza —=0, 
Ti 10Oro—rs +2rs —5, 
2ti+ 3x + 2073—73 — —10, (9) 
3x 2rotzs +207, — 19 
le processus itératif converge. Combien d'itérations faut-il réaliser 
pour trouver la solution du système (3) à 10* près? 


Solution. En réduisant le système (3) à la forme spéciale, 
on obtient: 


Li — 0,11: — 0,27 + 0,3z: ; 
Zo—= —0,1x +0,1z3 — 0,273 +0,9; 3 
D O0 02e 0,05z, — 0,5 ; (3) 


zs= —0,151—0,17 — 0,05, + 0,75. 
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On en tire la matrice du système 


0 0, —0,2 0,3 
0 O0 0,1 —0,2 
El 01 —0,45 0 0,05 


— 0,15 —0,1 —0,05 0 
En utilisant, par exemple, la norme || & |}, on obtient: 
I[œ | — max (0,35; 0,35; 0,35; 0,55) — 0,55 << 1. 
Donc, pour le système (3”) le processus itératif converge. 
Prenons pour approximation initiale de la solution x: 
(0 
0,5 
—0,5 
0,75 


9c(0) — B = 


D'où 
18 11 = 0 + 0,5 + 0,5 + 0,75 = 1,75. 


Soit k le nombre d'itérations, nécessaire pour obtenir la pré- 
cision donnée. En appliquant la formule (2) on aura: 


Lœ HF BI 0,55h+1.4,75 
Ia x 1 < 1—]|1@ ||r 0,45 < 107. 


Il en résulte 
0,55%41 << #10 
et 
(k + 1) 1g 0,55 << 1g 45 —Ig 175 — 4, 
c’est-à-dire 
—(k + 1)-0,25964 << 1,65321 —2,24304 —4 — ——4,58983. 
Donc 


4,58983 
k+1> er © 17,7 


et 
k> 16,7. 
On peut poser k = 17. 


Il est à noter que l’estimation théorique du nombre d'itérations 


nécessaires pour assurer la précision donnée s'avère en pratique 
exagérée. 


21—01072 
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8 3. Première condition suffisante de la convergence 
du processus de Seidel 


Théorème. Si Le système linéaire 
x = ax +$ (1) 
I œ ÎÎm <4, (2) 


œ ln = max À [ai], 
Ÿ  J2=1 


vérifie la condition 


où 


le processus de Seidel pour le système (1) converge vers une solution 
unique quel que soit le choix du vecteur initial x. 


Démonstration. Soit æt*) = {rtà), ..., (M la ième 
approximation du en de Seidel. On a: 


De Sa + À ouai 6) 
À à LE es 2) 
Si la condition (2) est satisfaite, le système (1) admet une solution 


unique x = {x:, ..., z,} qui peut s'obtenir, par exemple, à l’aide 
de la méthode itérative simple. On a: 


a= À auey+8s (i= 1, 2, PR À (4) 


En retranchant re (3) de l'égalité (4), on obtient : 


ni— 2) => Gi (Zy—2$ + ir —2$ ”); 
d'où 
Qi |< > [œis | a+ È CPIREZ ES (5) 
(=1;:2;.: s 
D'après le sens de la norme adoptée 
xx Im =max|zi— 2 |, 


il s'ensuit donc 
[as — 20 |<|e— 2x" ||n 
(j=1, 2,...,n). Donc, on déduit de l'inégalité (5): 
[m2 |<pile—2e® n+qlie—-x 2], (6) 
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» 


ou 
{— 1 n 
pi= Dilaul et => lol. 
ÿ=1 1=i 


Soit s—s(k) la valeur de l'indice à telle que 
Iz—2% |=max|z 2 |=||x 2x" [Im - 
i 
En posant dans l'inégalité (6) i—s, il vient: 


[x — 2% [ln Po |] 2% — 2 [im + de 1] 2 — 2 [fr 


ou 
q à 
ac fn 1 26 — 289 

D'où 

{ac — 2° ]fn  p ]} 2% — 282 [fn (7) 
avec 

: qi 
nie ET ET M (8) 
Montrons que 
p< [fc ÎÎm < 1. 


En effet, puisque 


ñn 
m+a= À [ais] œ [fm < 1, 
alors 
qu < || ÎÎm — pi 
et donc 


qi Ïl @ Îlm — Pi IL @ {fm — Pr l@llm 
1 — p; < 1 — p; < À — p; = ||& [fn 


C'est pourquoi 
| p= || a ]În < 1. 
L'inégalité (7) entraîne que 
Ia — 2 In <p*|le —x® In, 
donc 


lim x" =, 
hk—p00 


ce qui démontre la convergence du processus de Seidel vers la solu- 
tion cherchée. 


21° 
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Remarque. Comme la méthode itérative simple donne 
a 1< fo ln |] 2 — 2%"? 1, 
tandis que pour la méthode de Seidel on obtient : 
x 2° i<ple—2#2 ||, 
où p< ||& ln, dans les conditions du théorème, la convergence 
du processus de Seidel est en général quelque peu meilleure que 
celle du processus itératif simple. La formule (8) amène que dans 
ce cas, en appliquant la méthode de Seidel, il est commode de dis- 


poser le système (1) de façon que la somme des modules des coeffi- 
cients de la première équation soit la plus petite 


n 
Gi — Da LZTIE 
j=1 


$ 4. Estimation de l'erreur des approximations du processus 
de Seidel suivant la m-norme 


Soient x%) et æt%*1) deux itérations successives du processus de 
Seidel. En appliquant à ces itérations les transformations utilisées 
pour démontrer le théorème du $ 5, on obtient une inégalité analogue 
à (7) du $ 3: 

Ï gb x |, <u | 2 — th Îlm 
D'où 
Î 90 tÀ+P) __ gpth) Im < Ï Qc ATP) qp'h+P—1) [rm se 
se Ï ge +P-D __ pC+P-2) Im + + Ï gr ht CR) Im < 
EP he — 2588-82 2 — D In + … 


LI — at ln. 


+ nf 2x8 In < 


Quand p —+ , on a: 
lim a+" => 


P—oo 
et donc 
]1 20 — 2 © |] << — [ac — 20 ||, 
où 
Ÿ œil 
pe max 5 —<|o (ln. 


4 S'lauil 


j=1 
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En particulier, il vient de l'inégalité obtenue: 


R 
| — 20% [1m = n [| 22 — 2® [ln 


c'est-à-dire 


A 
[ri 2 | < E 7 max|zÿ —z; | (i—1,2,...,n). 
7 


$ 5. Deuxième condition suffisante de la convergence 
du processus de Seidel 


Théorème. Si le système linéaire 
x =a-x+$ (1) 
vérifie la condition 
[| a Île < 1, 
où 
n 
æfL=max À [œil 
J i=1 
le processus de Seidel converge vers une solution unique (1) quel 
que soit le choix du vecteur initial. 
Démonstration. Soit 


i— 1 n 

29) — à œusr + D ours + =1 2: ns R=t;2 256). 
ÿ= =i 

(2) 


Pour la solution exacte x ={7;, z2, ..., z,} qui existe et qui est 


unique on a: 
i—1 ñn 


Ti 2 at; + D œuyxy + Bi. (3) 
3—= = 


J2=i 


En retranchant des égalités (3) les égalités correspondantes (2), on 
obtient : 


i— 1 n 
z— 2 DET Ga) + Dour 7). 
j= = 
h Je k | h— 1 
[riz I<IS laul[z 2 1+ D laullz 2°] 
st j=i 
(=1;2;::5n): 


En sommant les dernières inégalités on aura: 


n n ii oe 
2 la I<Z 2 leutie—-2#" +2 2 laullas—a ?), 
2 22 ; S 


326 CONVERGENCE DES PROCESSUS ITÉRATIFS [CH. IX 


ou, en AE l’ordre de Pr 
n —1 
D Ina |< DIPE À | æis | + 
1—1 = 1 =)+ 1 
< 11% 
+ Ze 12 let: (4) 


Posons 
n 


j 
SJ= ALL ly=— 2 [œis| (j=1,2,...,n—1) 


1=7+ 


et 


n 
S: =0, = 2 al. 
Il est évident que 


n 
Sj+t;= 2 Fais <a fl <1; 
d’où 
sj <1. 


L'inégalité (4) se met sous la forme 


n 
las l< DUR UPUEE ù 


ou 


n 
2 A—s)lz—-2 1< DUEE af |. 


= 


bb 


Comme 


tal —s; <a {ls —s; {lle = 1 le (1 —s5), (5) 
on a ensuite: 


2 U—shiz-a <lialh 2 (A—s)1z—$ "1 


<lalt 2 (4—s)1z—2#"1 (6) 


En passant à la limite lorsque k —+ co et en tenant compte de ce 
que |[æ|; < 1, on a: 
n 
lim » (A—s)|zy—25 1=0. 
—+00 ji 
Par suite 
limzM—z,; (j=1,2,...,n), 
R—+00 7 À 


ce qu’il fallait démontrer. 
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$ 6. Estimation de l'erreur des approximations du processus 
de Seidel suivant la /-norme 


Soit 
cm = 2 (— —s;)|2" +0 220) (k=0O, 1, 2, ...). 


En appliquant aux deux itérations successives 2 ) et 1949) les 


transformations analogues à celles du paragraphe précédent, on 
obtient l'inégalité ((6), $ 5) 


On+1 < POR: (1) 
où, en vertu de l'inégalité (5) … $ 5, 


p — mas 


< |] a ||: 


Il en résulte 

Ortp<PPOr (p—1, 2, ...). 
Ensuite, on a: 
n 


k k 
Y (1—s;)|2 FA | Onp + Ohtp=s + + ORH< 


3=1 


LPPOR + pPIGn +... + por < EE 


On en déduit pour p —+ 


» 
DA (A—s;)|z; —3; ES + 
j=1 


n n 
k h—1) 
D 5 1< 5 2 |zÿ—z$ |» 
=1 


j=1 


ou 


avec 
n 
s—maxs;—=max >, ||. 
j i=j+1 


Puisque la formule (1) entraîne 


On <p'10, 
l'estimation 
n 
: h) 1 — (à p* 
Is — x = D 1x2 DSerr ers FEES US 


J=1 
ESS 


n 
p* D _ 70 
pen 215" —#" 


est également vraie. 


CONVERGENCE DES PROCESSUS ITÉRATIFS 


$ 7. Troisième condition suffisante de la convergence 
du processus de Seidel 
Théorème. Si le système linéaire 


(CH. IX 


x =ax + $ 
vérifie la condition 


(1) 
| La Ii <4 
ou 


lalk+7/ Dial 


le processus de S'eidel pour le système (1) converge vers sa solution unique 
quel que soit le choix du vecteur initial. 


Démonstration. Soit 


x r\P) 
x = |: et xt — 
ên 2? 
respectivement la solution exacte du système (1) et la p-ième appro- 
ximation (p = 0, 1, 2, ...) du processus de Seidel de ce système. 
On a: | 
3—1 ñn 
ai D art Dir + Bi 
j=1 j=i 
et 
< | e 1 
2) = Di x $) + à ax) ip; 
J=1 J=i 
(= 


1,2,...,n). D'où 
ii 


ri — 2) = à œi3 (x5— x) + 


n 
D ay(z5— 287?) 
i= j=i 
et donc 


i— ñn 
pu P< (2 lousllzs—2 9 1+ 2 lœistizs—2$ 91}. 
= 2—2 
En appliquant l'inégalité de Cauchy (chapitre VII, $ 7) à la somme 
de tous les termes de l’accolade, on a: 


i—1 n 
| — 2 F<s[2 [es — 2 P + > |z— 297 °F} 
= j=i 


(2) 
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avec 
= 2læF (i=1, 2 sean): 


En effectuant la sommation des inégalités (2) par rapport à à 
de 1 à nr on obtient: 


n 
+) aa r< > à ae P + Dale—aÿ vf. 


Le changement de l'indice de sommation dans le premier membre 
et de l’ordre de sommation dans le deuxième membre de la dernière 
PA HE amène 


Dln-dpe See à, Si <- 


7 
La op Ds () 
j=1 i=1 
Soient 
S'; — Ÿ Si; Ty= Ds (j—=1,2,...,n—1) 


i=j+1 
et 


Il est évident que 


ST = ds = D D lauf=lali <i (=1,2,...,n). (4) 


i= 1 i=1 j=1 


Utilisant ces notations on peut mettre l'inégalité (3) sous la forme 
n 
> Jus P< “2 Sslz;—2$ | + 2 Tila—2x$ °F 
2—= 
ou 
LL 
À A—Spla—P< 2 Tila—a UF. 


En cn FA la formule (4) on obtient : 
= [aff —S;<|aii—[lalS;=1alé (—S;) 
et donc 


n n 
À A—S;)1z—-2 PP <|olf à (A—S;)|z;—2$"°f. (5) 
= 2—= 
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On déduit successivement de l'inégalité (5) pour p>13 


2 (4—S;)|z;—2P P<(Ilœ 8) 2 (—S;)|z;— zx; PF. 


Comme ||æ|lx << 1, on peut en tirer: 


lim 3 (4—S;)|z—2ÿ FF =0, 
p—oo ÿ={ 


et, compte tenu du fait que 0O<S;<<4 (j—=1,2,...,n), on ob- 
tient 


limzP zx, (j=1,2,...,n), 
p—+00 


ce qu il fallait démontrer. 


Remarque. L'erreur des itérations x (p = 1, 2, ...) 
est évaluée d’une façon analogue à celle du $ 6. 
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CHAPITRE X 


GÉNÉRALITÉS SUR LA THÉORIE 
DES ESPACES VECTORIELS 


$ 1. Notion de l'espace vectoriel 


Définition. Un ensemble ordonné de 7 nombres complexes 
2 — (x, Ze, . .., Th) s'appelle point ou vecteur d'un espace de 
dimension nr et les nombres 2z1, Z:, . .., z, sont dits composantes 
ou coordonnées du vecteur x [1], [21], [3]. Voici quelques exemples de 
vecteurs : 

1) les vecteurs libres dans un plan ou dans un espace tridimen- 
sionnel sont respectivement des vecteurs bidimensionnels ou tri- 
dimensionnels au sens de la définition ci-dessus ; 

2) toute solution d'un système quelconque d'équations liné- 
aires à z inconnues est un vecteur de dimension nñn; 

3) si on donne une matrice de m lignes et r colonnes, ses lignes 
sont des vecteurs de dimension m et ses colonnes des vecteurs de 
dimension 7. 

Deux vecteurs æ = (ti, 22, . . ., Zn) et Y — (Yi, Y2, + - +» Un) 
sont considérés égaux si et seulement si leurs coordonnées 
occupant la même place coïncident, c'est-à-dire si x; = y, avec 
i=1,2,...,n. 

Désignons le vecteur (0, 0, ..., 0) par 0 et appelons-le vec- 
teur nul. 

La somme des vecteurs æ = (x, Za, . . ., Zn), Y —= (Yir Ya - . 
+ + + Un) eSt un vecteur 


L'+Y = (M + Yi: Ta + Ua; +. 5 Tn + Un) 

dont les coordonnées sont les sommes des coordonnées correspon- 
dantes des vecteurs additionnés. L'addition des vecteurs est c o m- 
mutative et associative: 

1) L+Y=Y+X; 

2) (œ+y)+r=x+(y+:). 

La différence des vecteurs x et se définit d’une façon analogue. 
Le vecteur — x qui satisfait à la condition (—x) + x = 0 s'appelle 
vecteur opposé du vecteur x. On montre aisément que 


L—Yy=Xx+(—Y). 
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On appelle produit du vecteur x = (x;, zs:, . . ., x,) par le nom- 
bre Æ le vecteur 


ka = (kr, kta, . . …, ktn). 


On déduit de cette définition les propriétés suivantes d'un pro- 
duit de vecteur par un nombre: 


1) k(x+y)=hkx + ky; 
2) (k Hl)x=kax + lx; 
3) k (lo) = (El) x; 

4) Ox = 0 ; 

9) 1L=r; 

6) (—1)x = —x, 


où k et Z sont des nombres quelconques et x et 7, des vecteurs. 
Pour les vecteurs x et 7 la combinaison linéaire 


ax + By 


(«, B sont des nombres) se définit naturellement tout comme le 
vecteur de coordonnées ax; + By; (j = 1, 2,...,n). 

Tout ensemble des vecteurs de dimension nr, muni des opérations 
d'addition des vecteurs et de multiplication des vecteurs par un 
nombre qui ne font pas dépasser les limites de cet ensemble, est 
dit espace vectoriel. En particulier, l'ensemble de tous les vecteurs 
de dimension » forme un espace vectoriel £, de dimension n. 


$ 2. Dépendance linéaire des vecteurs 


Définition 1. Les vecteurs æx@), x®), ..., æ(m) de l'espace 
E, sont dits linéairement dépendants s il existe des nombres «, 
C2 + + + Cm nOn tous nuls et tels que 


XD Lox +... +comx" = 0. (1) 
Soit, par exemple, ch 0. L'égalité (1) entraîne 


m 2 ; = 
a = pd pe +... Lynn mb, 


= —< (j=1,2,...,m—1). 


Ainsi, Les vecteurs donnés sont linéairemènt dépendants si et seule- 
ment si l’un d'eux est une combinaison linéaire des autres vecteurs. 
Mais si l'égalité (4) n'est vraie que pour «4 = C2 =... = Cm = 
— 0, les vecteurs x), æ@), ..., æm) sont dits linéairement indé- 
pendants, c'est-à-dire que les vecteurs sont linéairement indépendants 
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si et seulement si parmi leurs combinaisons linéaires à coefficients non 
tous nuls il n'y a aucune qui soit un vecteur nul. Notons que parmi 
les vecteurs linéairement indépendants il ne doit pas y avoir évi- 
demment de vecteur nul. 


Exemple 1. Pour le cas d'un espace vectoriel tridimension- 
nel FE’; la dépendance linéaire de deux vecteurs x et y signifie qu ils 
sont parallèles à une certaine droite, et la dépendance linéaire de 
trois vecteurs æ, y et +, qu'ils sont parallèles à un certain plan. 

Notons que si une partie des vecteurs est linéairement dépen- 
dante, l'ensemble des vecteurs l'est également. 

Soit un ensemble des vecteurs 


a = (af), 29, ..., 206) (j—1, 2, ..., m). 


Pour déterminer les constantes c4 (k = 1, 2, ..., m), on obtient 
en vertu de l'égalité (1) le système 


CT, Hot +... + cm2) = 0, 


CaTs + Col +... + CmaU) = 0, 


Carr Cor + + mr = 0. 


Si ce système possède des solutions non nulles, les vecteurs don- 
nés sont linéairement dépendants. Dans le cas contraire, ils sont 
linéairement indépendants. 

Considérons la matrice des coordonnées 
«l, 


D Li ss a) 
(D C2) (m) 
LL sit 
X — 
" m 
aP 2... a) 


Soit r le rang de cette matrice. On montre en algèbre [2] que 
le système (2) possède des solutions non nulles si et seulement si 
r <m. Les vecteurs 24), æx®), ..., æ(") sont donc linéairement 
dépendants si r <m et linéairement indépendants si r — m (il 
est évident que le rang r ne peut pas être supérieur à m). 

On en déduit que le rang de la matrice X donne le nombre maxi- 
mal de vecteurs linéairement indépendants compris dans l’ensemble 
de vecteurs donné. 

De cette façon, si le rang de la matrice X est r, parmi les vec- 
teurs colonnes æ(%) (j — 1, 2, ..., m): 1) il y a r vecteurs liné- 
airement indépendants et 2) tous les r + 1 vecteurs (r + 1 < m) 
de cet ensemble sont linéairement dépendants. Ceci est vrai aussi 
pour les vecteurs lignes (xi!, ..., x”) (i = 1, 2, ..., n) de la 
matrice X. 
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Exemple 2. Etudier la dépendance linéaire du système 


de vecteurs 
xD = (1, —1, 1, —1, 1); 


ar t2) — (1, 0, 2, 0, 1) : 
x (14, —5, —1, 2, —1); 
x'# —(3, —6, 2, 1, 1). 


Solution. Composons la matrice des coordonnées 


1 1 1 
—1 0 —5 —6 
À = 12 —1 2 
—10 2 1 
141 14 —1 1 


Pour déterminer le rang r de la matrice X effectuons certaines 
transformations élémentaires et notamment retranchons de la 
quatrième colonne la somme des trois premières pour obtenir: 


1 1 10 
—1 0 —5 0 

X 1 2 —1 0. 
—10 —20 
1 1 —1 0 


On en déduit que tous les déterminants d'ordre quatre de X sont 
nuls. 11 est clair qu'il y a des mineurs d'ordre trois différents de 
zéro. Donc r = 3, et comme le rang de la matrice est inférieur au 
nombre de vecteurs, les vecteurs x), x@), x6%), æ(%) sont linéaire- 
ment dépendants. Dans le cas considéré ceci est évident puisque 


xD + 902) + 73) — 4 HD — 0. 
Théorème 1. Le nombre maximal de vecteurs linéairement 


indépendants d'un espace E, de dimension n est égal exactement à la 
dimension de cet espace. 


Démonstration. En premier lieu, l'espace E, a des 
systèmes de nr vecteurs linéairement indépendants. Tel est, par 
exemple, l’ensemble de nr vecteurs unités: 

€ = (1, O, 0, …..) 0) ; 
e> = (0, 1, 0, 7 0); 


En = (0, 0, 0, ....1). 
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Si 
CC + C2lo +... + Crnên —= (c, Cas Ch) —= 0, 


il est évident que 4 = CG =... —=Cn = 0. 

Montrons que si le nombre de vecteurs &‘}, 2%, ..., 27 est 
supérieur à z (m >> n), ils sont nécessairement linéairement dépen- 
dants. En effet, la matrice des coordonnées de ces vecteurs est rz xX m 
et, par conséquent, son rang est r < min (nr, m) = n <m. Il en 
résulte que ces vecteurs sont linéairement dépendants. 


Définition 2. Un ensemble quelconque de nr vecteurs 
linéairement indépendants de l’espace de dimension »r s'appelle 
base de cet espace. 


Théorème 2. Tout vecteur d'un espace E, de dimension n 
peut être représenté d'une seule façon sous forme d'une combinaison 
linéaire des vecteurs de base. 


Démonstration. Soit xEÆ,et æg, 82, ..., &, la base 
de l'espace ÆE,. En vertu du théorème 1, les vecteurs %, 2, 82, . .. 
., &, sont linéairement dépendants: 


CoX + City + C2 He + + CnEn = 0, (3) 


où un certain coefficient c; Æ0 (0<j< n). 
Dans l'égalité (3), le coefficient co nr 0, car dans le cas contraire 
on aurait 
CE + C2B2 + - - : + Cnen = 0, 


où c;Æ 0 (j > 1), ce qui contredit la dépendance linéaire des vec- 
teurs &1, 22, ..., 8. Nous pouvons donc résoudre l'égalité (3) 
. par rapport à æ: 

2m = Éjey + rte +... + Enen, (4) 
avec 


Ainsi, tout vecteur x de l'espace E, est une combinaison linéaire 
des vecteurs de la base. Le développement (4) est unique. En effet, 
s’il existe un autre développement 


x = Éies + es +... +Ene: (4°) 


différant du premier, en retranchant l'égalité (4) de l'égalité (4) 
on obtient: 


0 —(& —E,)e; + (62 —E;) 2 +. « + (En — En) En; (9) 
où au moins l’un des coefficients E; — E; æ 0. L'égalité (5) est 


impossible du fait que les vecteurs de base sont linéairement indé- 
pendants. Par conséquent, il n'existe qu’un seul développement du 


type (4). 


336 GÊÉNÉRALITÉS SUR LA THÉORIE DES ESPACES VECTORIELS [CH. X 


Interprétation géométrique. Pour le cas d'un espace tridimen- 
sionnel, la formule (4) est équivalente au développement du vecteur 
x suivant les directions de trois 
vecteurs non coplanaires donnés 

81, 82 et £3 (fig. 49). 


Définition 3 Si æe, 
8,..., En est une base d'un espace 
de dimension 7 et si 
x = Eyes + Este +... + Enens 
les nombres Ë;, E2, . .., E, S'ap- 
pellent coordonnées du vecteur x 
C1 Er dans la base donnée #;, 82, . .., 
... En. Remarquons que les coor- 
données du vecteur 
L' = (Ti ts, di) 
sont ses coordonnées dans la base des vecteurs unités 
ej = (Vis O2 ..) Ônj) (j=1,2,...,n), 


où 6,; est le symbole de Kronecker. Donc, on a le développement 
principal 


Fig. 49. 


D = Lie + Lolo +... + Tnene (6) 


Appelons base initiale de l'espace la base des vecteurs unités 
€} (j = 1, 2,  . …) n). 

Définition 4. L'ensemble £, des vecteurs de l’espace 
E, de dimension nr s'appelle sous-espace linéaire de E, s'il vérifie . 
les conditions suivantes: 

1) xEEËE, et yvEE, entraînent x + YyEE;,; 

2) æ € Ex entraîne ax € Er, où & est un nombre quelconque. 
En particulier, 0 € Æ. 

Il s'ensuit que Æ, peut être également considéré comme un 
espace vectoriel. Le nombre maximal de vecteurs linéairement indé- 
pendants de £, est dit dimension de ce sous-espace. 

Du théorème 1 on déduit que 4 < nr. Ainsi, un espace E, peut 
contenir des sous-espaces: Æ£, de dimension un, Æ£: de dimension 
deux, etc., jusqu'à Æ, de dimension nr (l'espace lui-même). Le vec- 
teur nul 0 peut être considéré comme un espace de dimension nulle. 


Exemple 3. Dans un espace ordinaire £; de dimension 
trois, le sous-espace Æ, de dimension un est une droite, le sous- 
espace E> de dimension deux est un plan (fig. 90). 


Théorème. Si 24, #2, ..., #1 sont des vecteurs de l’espace 
E, de dimension n, l'ensemble complet des vecteurs 


L = Au + Goo +... + Ath (7) 
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où a; (j = 1, 2, ..., k) sont des nombres arbitraires, est un sous- 

espace de E,, et si les vecteurs %1, %2, . .., 2, (k < n) sont linéaire- 

ment indépendants, la dimension de ce sous-espace est k. 
Inversement, tout sous-espace E, de l'espace E, se confond avec 

l'ensemble de toutes les combinaisons linéaires des” vecteurs linéaire- 

ment indépendants 2%, 22, ..., 2h 

de ce sous-espace (vecteurs de base). Es f4 


Démonstration. La pre- 
mière thèse en résulte immédia- 
tement. 

Démontrons la deuxième thèse. 
Soit x € E, et x n'est pas une com- 
binaison linéaire des vecteurs de 
base #1, 22, ..., #r. Alors il est 
évident que les vecteurs %1, #1, 
os + +. Zx Sont linéairement in- 
dépendants et de ce fait £, en pos- Fig. 50. 
sède Æ + 1. Mais ceci est impos- 
sible du fait que par hypothèse le nombre maximal de vecteurs 
linéairement indépendants de £Æ, est k. 

Donc un choix arbitraire des nombres @&, &2, . .., a, Conduit à 


X = fi + dre +... + Chêh 


ce qu'il fallait démontrer. 


Corollaire. L'ensemble des vecteurs x définis par la for- 
mule (7) est le plus petit espace linéaire contenant les vecteurs 
Rys%os + - +, Zn (dit espace engendré par les vecteurs #1, fa, . . ., fn). 


$ 3. Produit scalaire des vecteurs 


Soit dans un espace E, de dimension » les vecteurs 
DC = (Zi, Lo, . .., Tn) et Y = (Yi Yas + +. Un). 


Admettons que les coordonnées des vecteurs sont des nombres 
complexes : 


Titi; Yi + in), 
OU = —1; j=1,2,:::;n. 
Introduisons des grandeurs conjuguées 
Tr =E;—it;; y} =n;—in. 
Il est évident que 
zjrÿ =|z;|. 
22—01072 
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Par produit scalaire de deux vecteurs on entend le nombre 


n 


@e,n= D zu. (1) 


Le produit scalaire jouit des propriétés suivantes: 

1. Définition positive. Le produit scalaire d'un vecteur par lui- 
même est un nombre non négatif qui est égal à zéro si et seulement 
si le vecteur est nul. En effet, la formule (1) donne 

n 


n 
x, a)= Date À |zf>0 
j=1 1=1 


Il est évident que (0, 0) = 0. Inversement, si (x, x) = 0, alors 
zj=0 (j=1,2,...,n) et donc x = 0. 

2. Symétrie hermitienne. Dans la permutation de deux fac- 
teurs, le produit scalaire est remplacé par son conjugué. En effet, en 
appliquant les théorèmes de Ja grandeur conjuguée d’une somme et 
de la grandeur conjuguée d’un produit *, on a: 


n 
(y, x) + > YiT) me 2 TSy; — È z;y})" — (x, y)". 


Par suite, 
(y, )=(x, y). (2) 


3. Le facteur scalaire qui se trouve en première place peut être 
sorti de sous le signe du produit scalaire, c'est-à-dire 


(ax, y)=a(x, y). (3) 
Cette propriété se déduit immédiatement de la formule (1). 


Corollaire. Le facteur scalaire en deuxième place peut 
être sorti de sous le signe du produit scalaire en le remplaçant par 
son conjugué. On a: 


(x, ay)={(ay, x) =la(y, x) =" (y, x) =a" (x, y) 


Ainsi 
(a, ay)—a°(x, y). 


&. Distributivité. Si le premier ou le deuxième vecteur consti- 
tuent une somme de deux vecteurs, le produit scalaire de ce vecteur 
est égal à la somme des produits scalaires respectifs des termes de ce 


* Ce sont les théorèmes suivants: | 
a) la grandeur conjuguée d'une somme est la somme des grandeurs conju- 


guées de ses termes; 
b) la grandeur ‘conjuguée d’un produit est le produit des grandeurs con- 


jugées de ses facteurs. 
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+ 


vecteur. En effet, soit 
x=x PE", 


où 2æU4) — (rh), x), ,.., 2) (k=1, 2). 
En partant de la définition de la somme des vecteurs, on a d’après 
la formule (1): 


ev+x®, pe À : (+ ri) y = 


= àz ci ys + À apr = (a D y)+(x®, y), 


c'est-à-dire 
«1) + 


(x +a, y)= (x, y) + (x, y). (4) 


Ensuite 
(x, V+Yy)= (y y, ax) = (y, x) — (y, x) = 
=(r, y})+(x, y). (5) 


Les formules (4) et (5) s'étendent aisément à un nombre fini 
quelconque de vecteurs, à savoir: 


m l m  ! 
(Dao, D yM)= > D (x, y). 
J—=1 k=1 3=1 Rk=1 


En plus de l’espace complexe de dimension n, il est utile de consi- 
dérer l'espace réel de dimension n, c'est-à-dire l’ensemble des vec- 
teurs à coordonnées réelles. 

Dans un espace réel de dimension » le produit scalaire est égal 
à la somme des produits des coordonnées respectives des vecteurs 


ñn 
Es n= À zu. 1”) 
Voici les formulations des propriétés du produit scalaire qui 
viennent d'être sen 


1) (x, x)>0, et si (x, æ)—0, alors x =0; 
2) (æ, y)=(Y, x) ; 
3) (ax, y)=(x, ay)—=a(x, y) (&œ est un nombre réel); 
4) (x + y, &)= (x, R)+- (y, #) ; 
(x, y+2)=(x, Y)+ (x, à). 


Le produit scalaire permet de définir les notions métriques prin- 
cipales dans un espace de dimension #2: longueur d'un vecteur et 
angle entre deux vecteurs. 

{. Longueur d'un vecteur. On appelle longueur d’un vecteur 
dans un espace de dimension x le nombre non négatif 


[el= +V(x, x). 


Ÿ 
B 
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Il est clair que cette définition s'accorde avec la notion de lon- 
gueur d'un vecteur dans un espace à trois dimensions. 

2. Angle entre deux vecteurs. On appelle angle @ entre deux 
vecteurs æ et y un angle (0 à 180°) tel que 


(x, y) 


SP TrTur 


Dans un espace à trois dimensions cette définition s'accorde 
avec l'expression ordinaire de l'angle des vecteurs traduite par un 
produit scalaire. On peut montrer que l'inégalité 


REPRISE IE A 
est vraie [1]. Ainsi, dans un espace réel l’angle des vecteurs est réel. 


$ 4. Systèmes orthogonaux des vecteurs 


Définition 1. Deux vecteurs x et y de E, sont dits ortho- 
gonaux si leur produit scalaire est nul: 


(x, y)=0 (1) 
Si les vecteurs sont non nuls, l’orthogonalité signifie que leur 


angle est D - Un vecteur nul est évidemment orthogonal à tout 
vecteur de l'espace. 

Ainsi, l’orthogonalité est une propriété généralisée de la per- 
pendicularite. 

Définition 2. Un système de vecteurs æ0), x), ..., am) 
s'appelle orthogonal si tous ses vecteurs sont orthogonaux deux 
à deux: 

(xO, xk))—=0 avec j Æk. 


Remarquons que si le vecteur 20) est orthogonal aux vecteurs 
2x), ..., am), il est également orthogonal à n'importe quelle com- 
binaison ‘linéaire de ces derniers; autrement dit, le vecteur x) 
est orthogonal à l’espace engendré par les vecteurs æ%, . .., am). 
En effet, si 

(xt), xh)=0 pour Æ=2,..., m, 


on a: 
m m 

(et, D'or) = D (xt), x) = 0 
k=2 EE 


OÙ C2, - - -y Cm Sont des constantes arbitraires. 


Théorème. Les vecteurs non nuls &4), æ%@), ..., æ{")  ortho- 
gonaux deux à deux sont linéairement indépendants. 
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Démonstration. En effet, soit 
cat ER + + mat) = 0. (2) 


Le produit scalaire de deux membres de l'égalité (2) par xt) 
donne 


(ae, æP)Hecr (xD, ax) +... Hon(x, x) =0 
ou, comme 
(x?, x) ÆO et (x, x)=0 pour jÆi, 
on à c—=0 et c,=0. 
On démontre de même que ce = 0, ..., Cm = 0. Il en résulte 


que les vecteurs 2%), x@), ..., xt”) sont linéairement indépen- 
dants. 


Corollaire. Dans un espace ÆE, de dimension r le nombre 
de vecteurs d’un système orthogonal est égal ou inférieur à nr. 


Définition 3. La base e;, 8, ..., #, de Æ, est dite 
orthogonale si les vecteurs de base sont orthogonaux deux à deux: 


(en, &)=0 si jÆk (j, k—1,2,...,n). 


Si de plus les vecteurs 8; (j = 1, 2, ..., n) sont des vecteurs 
unités, la base orthogonale s'appelle normale ou orthonormale. 
Dans ce cas on a: 


(8, En) = Ôjn 


où 6, est le symbole de Kronecker. 
On voit sans peine qu'une base orthonormale la plus simple d'un 
espace Æ, est le système de vecteurs unités 


e, = (1, 0, 0, ..., O), 
où = 1,0,..., 0), 


— (, 0. 0. cs D: 
qui forment la base le 
Une base orthogonale g:, &», . . ., £, peut toujours être normée 


en divisant chacun des vecteurs &; par sa longueur. Les nouveaux 
vecteurs 

_ E} 

2 = ———— CES LR n) 

VE, ej) 
forment une base orthonormale. 
Exprimons les coordonnées du vecteur æ dans une base ortho- 

normale 8, £», . .., 2h. Si 


a = Ejes + Éoeo + . . . + E,e,, (3) 
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la postmultiplication scalaire de l'égalité (3) par eg; amène: 
E; = (x, 8j) ( = 1, 2, : :., n). (4) 


Par analogie avec l'algèbre vectorielle on peut dire que les 
coordonnées d'un vecteur dans une base orthonormale sont égales aux 
projections du vecteur sur les vecteurs correspondants de la base. 

En élevant au carré l'égalité (3), on a: 


n n 
(x, x) — (2 Éje;: » Enen) Fe 
J—= = 


ñn n n n 
= D DEtt(e, e)= DEE= DID, (5) 
)=1k=î! k=-! j=1 


c'est-à-dire que le carré de la longueur d'un vecteur est égal à la somme 
des carrés des modules de ses projections sur les vecteurs de base ortho- 
normaux (analogue du théorème de Pythagore). En particulier, si 
l'espace E, est réel, la formule (5) peut s’écrire sans module: 


(r, æ) 2 (E)°. (5°) 


$ 5. Transformations des coordonnées d’un vecteur 
avec changement de base 


Soient e1, €2, . - ., En et 81, 82, . . ., En deux bases d'un même 
espace linéaire Æ£,. Chaque vecteur de la nouvelle (deuxième) base 
e;est muni dans l’ancienne (première) base e; de certaines coordon- 
nées Sijs S2js + + + On dr 


Ej — S1jei + See — ... -LSajen (j—=1, 2,...,n). (1) 


La matrice régulière S = [s;;] s'appelle matrice de passage de 
l'ancienne base à la nouvelle **. Cette matrice est la transposée de 
la matrice qui détermine la transformation de la base. Soit æ un 
vecteur donné. Désignons par z; les coordonnées de ce vecteur dans 
l'ancienne base et par E; ses coordonnées dans la nouvelle base. Il 
est évident que 

nr 


n 
N — à Lili = > Ejej. 
i= 1 j=i 


* Pour désigner les coordonnées, on écrit d'abord le numéro de l’ancien 
vecteur de base suivi du numéro du nouveau vecteur de base. 

** Le déterminant det S -£ 0, car dans le cas contraire, les vecteurs 
Es 2, - - -, &n seraient linéairement dépendants. 
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On en tire en portant dans la deuxième somme l'expression (1) 
pour £;: 
ñn n n 


n ñn 
X — D Tiei = 2 ê D) Sijei 2 €i >» OISE 
J= ? = J 


Les vecteurs e1, €, . .., en étant linéairement indépendants, 
on trouve: 


Ti — 2 Sijëj (ë =, 2, .. n). (2) 
Si l'on désigne 
Ti E 7° 
À : et E — : ‘ 
Tn En - 


la relation (2) peut s’écrire sous la forme matricielle suivante: 
x = SE, (3) 


c'est-à-dire que le vecteur donné par les anciennes coordonnées (dans 
l'ancienne base) est égal au produit de la matrice de passage S (ou 
de la matrice transposée qui donne la nouvelle base) par le vecteur 
en nouvelles coordonnées. 

La formule (3) entraîne : 


ES Tr: (4) 


Indiquons un cas particulier important analogue à la transfor- 
mation des coordonnées cartésiennes. Soient l’ancienne base ei, 
En, + - + En et la nouvelle base 28, 82, . . ., &, réelles et ortho- 
normales 


(ei, ej) = Gi (9) 
et 
(ei, 25) = di, (5°) 


où Ô;, est le symbole de Kronecker. 
La formule (1) donne alors 


Sij — (8; ei) (ë, ] = 1, 2, ET n), (6) 
c'est-à-dire que les éléments de la matrice de passage S sont des 
cosinus directeurs et peuvent être donnés par le tableau 24. 


* Autrement dit, nous considérons le vecteur z en nouvelles coordonnées 
comme un vecteur transformé rapporté à l’ancienne base. 
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Tableau 24 


Cosinus des angles des vecteurs unités 
de deux bases 


Vecteurs unités de l’ancien système 


Vecteurs 
unités du 
nouveau 
système 
€1 C2 Cn 
1 S11 2 Sn1 
ES | Se 


En Snn 


En portant l'expression (1) dans la formule (5’), on a en vertu 
des formules (5): 


ñn ñn 
(e;, Ex) = (2 SijC is à sinei) 2) StjSik — Ôjhs 


c'est-à-dire 4) la somme des produits des cosinus directeurs respectifs 
de deux axes de coordonnées différents du nouveau système orthonormal 
s'annule et 2) pour tout nouvel axe de coordonnées, la somme des carrés 
des cosinus directeurs est égale à l'unité. On en déduit 


S'S—E, (7) 


c'est-à-dire que la matrice de passage d'une base orthonormale à une 
autre est orthogonale (pour plus de détails cf. $ 6). 


$ 6. Matrices orthogonales 


Définition. La matrice réelle À s'appelle orthogonale 
si sa transposée À’ est égale à son inverse A”: 


A' = A1 (1) 


ou 
AA’ = A'A —_— E, (2) 
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Une matrice orthogonale ‘jouit des propriétés suivantes: 
1. Ses lignes (colonnes) sont orthogonales deux à deux. 
En effet, si À = [a;;l, l'égalité (2) entraine: 


ñn 
D Ginajyn =0 pour is) 
k=—1 
et 
n 
à aniäxy =0 pour i=Æ)j. 


2. La somme des carrés des éléments de chaque ligne (colonne) 
est égale à l'unité. 
L'égalité (2) pour i = j donne: 


3. Le déterminant est égal à +1. 
En effet, on a en vertu de l'égalité (2): 


det À det À’ = det E. 


D'où, comme det 4” = det À et det £ = 1, 
(det A)? = 1 
et donc 
det À —=-+1. 


4. La transposée et l'inverse d’une matrice orthogonale sont 
aussi des matrices orthogonales. Cette propriété découle directement 
des formules (1) et (2). 


$ 7. Orthogonalisation des matrices 


Soit la matrice à éléments réels 
Gi, yo + - + in 


Œn1 Gn2 -.. nn 
Considérons les colonnes de À comme des vecteurs 
di} 
QG} 


aû) — Gt 2: n) 


An 
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Cette matrice peut donc s'écrire 1072 168 2 
A=[[at1... ati] 


Théorème 1. Toute matrice régulière réelle A peut être mise 
sous forme de produit d'une matrice aux colonnes orthogonales par une 
matrice triangulaire supérieure 


A = RT, 
où R est une matrice à colonnes orthogonales et T une matrice trian- 
gulaire supérieure à éléments unités diagonaux. 
Démonstration. Pour simplifier, démontrons le théo- 
rème pour le cas où l’ordre de la matrice est r = 3. Toutefois les 
. ? . 
ri  Traisonnements seront dun caractère 
général. Soit 
dyy dis is 
A—|@2 ax Gr |. 
sy Ag ss 


Ecrivons cette matrice sous la forme 


< 2 A 2 [a® a 2) a], 


dij 
où at =|a;| sont des vecteurs 


3j 


colonnes. 

La matrice À étant régulière, les vecteurs at), aë), a%) sont 
linéairement indépendants. 

En effet, si ces vecteurs étaient linéairement dépendants, l'une 
des colonnes de det À serait une combinaison linéaire de deux 
autres et par suite det À = 0, ce qui est impossible. 

Recherchons la matrice À également sous la forme 


R — [a 72 r®], 


rO (j = 1, 2, 3) étant les colonnes orthogonales à obtenir. 
Posons 
F2 — a. (1) 


Ensuite, décomposons le vecteur a) et #53) et 7@), dont la 
première composante a la même direction que le vecteur 7% et 
la deuxième lui est perpendiculaire (orthogonale) (fig. 51): 


a (2) = d, 272 pe, (2) 


avec 
(2°, n°4) = 0. (2°) 
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D'une façon analogue, le vecteur a) possède trois composantes 
tisrO), 2372) et rS) dont les deux premières sont dirigées respecti- 
vement suivant les vecteurs 74 et 6), et la dernière est perpendi- 
culaire au vecteur 70) ainsi qu'au vecteur r@) (fig. 51): 

a” = tig7 0 + Logr © + 2, (3) 
où 
(r®, r9)=0 et (r°, r®)=0. (3°) 


On voit de la construction que les vecteurs 241), >®) et 75) sont 
perpendiculaires entre eux. Calculons à partir du système (2) et 
(3) les vecteurs Fr) et r%) de même que les coefficients t;;. Le pro- 
duit scalaire des deux membres de (2) par 7) — a) donne. en 
vertu de l'orthogonalité (2), 

(a, ND) = Lio (r®, r?); 
de plus 

P (7? r?)£ O0. 

Par conséquent, 
(a, #0) 


Lie 
et 


DE = a — tort, 


Remarquons que, la matrice À étant régulière, le vecteur rt) — 
— a@ = 0, ce qui amène (r0), 74) Æ 0. Par ailleurs, 3%) 0, 
car autrement les vecteurs a) et a) seraient linéairement dépen- 
dants. 

La multiplication scalaire successive analogue des deux membres 
de l’équation (3) par r® et +) entraîne, en vertu de l'orthogonalité 
(27) et (3). 

(a”, r'?) _ li (r, 2) : 
(a®, r®) — li. (r‘”, r'®). 


Il en résulte compte tenu de ce que (2“°, 7!) 0 et que 
r®, v'° Æ 0, 
( )Æ (as, ro) 


’ _ (as, 2°) 
18 {pt pt) ? 


l 


et 
2% = «a — 170 — to . 


On vérifie facilement que les vecteurs +0), 20%) et 7%) construits 
de cette façon sont orthogonaux deux à deux. Ainsi, on a finalement : 


a® a ra, 
a ia DES LD + 2°, (4) 
a‘ _ 4,47? Le LP Lie +9 
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+ 


où 
: (a0), rG)) | : 
Er CT (ê< j) 

et 


(r@, »0):=0 pour i£'j. 


Il est évident que le système (4) est équivalent à l'équation 
matricielle 


di yo is Tin Pia Ti9 1 dio ti 
Go Go Ars | —|ra To ras || O0 À és 
Ag lp gg Pig Tor. Vas 0 O 1 
ou 
= RT, (5) 


R = [r;;l étant la matrice à colonnes orthogonales et T = {4,,l, 
la matrice triangulaire supérieure à diagonale unité. 


Exemple. Orthogonaliser les colonnes de la matrice 


0 1 2 
A=1120 
2 O 1 
Solution. Posons 
0 
Pl 1 |—=a, 
9 


Il vient 
ne (a ®, ra) _ 1-0+2.1+0-.2 (0. 
12— (rt, rt) 02+12+22 mb à: 


Trouvons maintenant 


1 0 1 
r'° — a —t,r® = 2 — 0,4 14 | = 1,6 - 
0 2 —-0,8 


Pour calculer > trouvons f;33 et {>3. On a: 
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11 s'ensuit 
2 0 
as tro tr — 0 — 0,4 4 | — 
| 2 
1 1,10 
—0,3 1,61 — | —0,88 
—0,8 0,44 
Ainsi, 
0 1 1,7 1 0,4 0,4 
A= li 1,6 —0,88|10 1 03], 
2 —0,8 0,44110 0 1 
les vecteurs 
0 1 1,7 
r'b—|1 92 — 1,6 9 — — 0,88 
2 — 0,8 0,44 


étant orthogonaux deux à deux, ce qu'on peut vérifier par calcul 
direct. 

Dans certains cas il vaut mieux orthogonaliser non pas les colon- 
nes mais les lignes de la matrice en les considérant comme des vec- 
teurs correspondants. | 

Soit À” la transposée de la matrice donnée À qui est ramenée 
à la forme 

A' = RT, (6) 


avec À matrice aux colonnes orthogonales et T matrice triangu- 
laire supérieure à diagonale unité. En transposant l'égalité (6) 
on obtient: 

A = T'R, (7) 


où 7” est une matrice triangulaire inférieure et À” une matrice aux 
lignes orthogonales. Ainsi le procédé d'orthogonalisation des colon- 
nes d'une matrice décrit ci-dessus convient également pour ortho- 
gonaliser les lignes, et nous avons le théorème suivant. 


Théorème 2. Toute matrice régulière réelle peut être repré- 
sentée sous forme de produit d'une matrice triangulaire inférieure à 
diagonale unité par une matrice aux ‘lignes orthogonales. 

Indiquons encore un procédé d'orthogonalisation des lignes qui 
parfois est plus commode en pratique [5]. Soit une matrice régu- 
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lière réelle 


dy; ane ele nn 


Retranchons de chaque i-ème ligne de la matrice À, à partir 
de la deuxième, sa première ligne multipliée par un certain nombre 
Àu (ê = 2, ..., n) assujetti au numéro de la ligne. Il en résulte 
une matrice transformée 


«1) cl) (1) 
11 12 Se" din 


qu | af a... air 
(EN (1) LD 
Any Ans + Ann 
où aiÿ =a;; pour i—1 et ai —a@i;— ia; pour i>2. 
Choiïsissons les facteurs À;, de sorte que la première ligne de la 
matrice À) soit orthogonale à toutes les autres. On a: 


n n 
\? 1) 01 
EU TER a (ay— he) = À  Gueiy— dis > a; = 0. 


+ 
. 


J=1 J 


D'où 


Soumettons la matrice ÀA% à une opération analogue: laissons 
ses deux premières lignes invariables pour retrancher de toute i-ème 
ligne, où i > 3, la deuxième ligne de la matrice A@), multipliée 
par le nombre À;2 (i — 3, ..., n). On obtient une nouvelle matrice 


«2 (2) (2) 
Qii Gus +. Ain 
(2) (2) (2) 
DE: ? 
€2) (2) (2) 
dh: Œne e + nn 


*i (1) 


où af — ai} pour i— 1, 2 et afÿ — ai) —Aisa,); pour à > 3. 

La première ligne de la matrice A coïncidant avec la première 
ligne de la matrice A‘? et toutes les autres lignes de la matrice 
A®) étant des combinaisons linéaires des lignes de la matrice A® 
orthogonales à la première ligne de A), les lignes de la matrice 
A®% seront également orthogonales à sa première ligne. Choisissons 
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les facteurs À;: de sorte que les lignes de A), à partir de la troisième, 
soient orthogonales à sa deuxième ligne. Il vient: 


ñn 


n n 
à aÿa;} = ÿ « a (Gi; —Aia)) = = 2 a;;a;; — Aie à [a,} j° = 0. 
j= j=1 


D'où 


Ÿ athatl 
Pr SE (i==3,...,n). (A) 


ns [af 2 
ee 


Ce processus se poursuit jusqu’à ce qu'on obtienne la matrice 


«n=1l) (n-1) (nl) 
di: dis . ee (4 2 


{n=—1) on—1) (n—1l) 
D , 
(n-1) (n-1) ED 
dh: Ans CE) nn 


dont toutes les lignes sont orthogonales deux à deux: 
n 
2 axj dj  —=0 pour À Æi. 


La matrice a — À aux lignes orthogonales s'obtient à 
partir de la matrice À après une chaîne d'opérations élémentaires. 
C'est ce qui justifie “ÉERl 


où A est une matrice régulière qui, dans notre cas, est une matrice 
triangulaire inférieure. 

La matrice À se rétablit sans peine en soumettant la matrice 
unilé Æ£ à toutes les transformations élémentaires subies par la 
matrice À. La formule (8) donne finalement 


A =TR, 
T = AT étant une matrice triangulaire inférieure. 


Indiquons certaines propriétés des matrices aux lignes ou colon- 
nes orthogonales. 


Lemme. Si les colonnes d'une matrice réelle forment un système 
de vecteurs orthogonal, le produit de la transposée par la matrice elle- 
même est égal à la matrice diagonale. 


Démonstration. Soit la matrice À — [a;;l. Il faut 
démontrer que 4’A = D, où 4° = [a;;l est la matrice transposée 
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de À et 
dy O ...0 
D— O d>» ...0 
0 O0 ds 


est une matrice diagonale. Posant D = [d;;], on a d'après la règle 
de multiplication des matrices: 


n 
ù 
di; => Ghilhj. 


Puisque a;, sont les coordonnées du i-ème vecteur at et az, 
les coordonnées du j-ième vecteur a), on en tire: 


n 
di = D arian; = (a, a) =0 si i£j. 
k=—1 


D = [d,;l est donc une matrice diagonale. 


Corollaire. Le produit d'une matrice réelle aux lignes 


orthogonales par sa transposée est égal à une matrice diagonale: 
AA" = D. 


Théorème 3. Toute matrice réelle régulière À aux colonnes 
orthogonales est une matrice orthogonale multipliée à droite par une 
matrice diagonale. 


Démonstration. En vertu du lemme, on a: 
A'A = D, (9) 


où D = [d;;l est une matrice diagonale. Si À = [a;;l, il est évident 
que 


ñn 
\1 ,2 
dis = 2 ahi > 0. 


Soit 
p=Vdu>0 (i=1,2,...,n) 
et 
p, O ... 0 
d O p2...0 
0 0 Pn 


Il est clair que D = &. La formule (9) entraîne A’A = d, d'où 
d1A'Ad" = E. 
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(d”1)’ = di, on a (Ad!)  (4Ad”h) = E. 

Il en résulte que la matrice Ad”! — U est orthogonale, et donc 
A = Ud, (10) 


Comme 


ce qu il fallait démontrer. 


Corollaire. Une matrice réelle régulière aux lignes ortho- 
gonales peut être représentée sous forme de produit d'une matrice 
diagonale par une matrice orthogonale. 

En effet, soit À une matrice aux lignes orthogonales:; 4° est 
alors une matrice aux colonnes orthogonales. En vertu de la formule 
(10) on a A’ = Ud avec U une matrice orthogonale et d une matrice 
diagonale qui peut être définie par la relation 

AA' = d. 

I1 en résulte: 

A = (4°) = d'U" = dU”, 
où U” est également une matrice orthogonale. 


Remarque. Pour rendre orthogonale une matrice réelle 
régulière À aux colonnes (lignes) orthogonales, il suffit de normer 
ses colonnes (lignes), c’est-à-dire de diviser tout élément de chaque 
colonne (ligne) par la racine carrée de la somme des carrés des élé- 
ments de cette colonne (ligne). Par exemple, si À = [a;;l est une 
matrice aux colonnes orthogonales, la matrice 


A=l{a;;], 
aij 


2e 7 = 

l Ni: 

: Z Rk) 
k=1 


est une matrice orthogonale, 


S 6 
es 
l 
7 
LL 
ue 
Î 
bed 
tŸÙ 
L. 1 
= 
Dee 


S 8. Application des méthodes d’orthogonalisation à la 
résolution des systèmes d'équations linéaires 


A. Premier procédé (orthogonalisation des colonnes) 
Soit un système linéaire 

Ax = 0 (1) 

à matrice régulière réelle A. En orthogonalisant les colonnes de la 


matrice À on obtient la matrice R telle que À = RAT, où T est 
une matrice triangulaire supérieure. On a: 


RTx = bd. (2) 
23—01072 
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En multipliant à gauche par R' les deux membres de l'égalité 
(2), on obtient: 
R'RTx = Rd. (3) 


Mais on sait que R’R = D, où D est une matrice diagonale. 
Introduisons la notation R'’b = B pour obtenir 


DTx = B, 


x= (DT)3$ = T-D-$. (4) 
La matrice D-1, l'inverse de la matrice diagonale, se détermine 
sans peine ; si 


d'où 


du 0. 0 
2 
O O ... dnn 
il vient 
d; 0 0 
D. 0 d, 0 
0 O0 : nn 


Il est aussi relativement simple d'obtenir l'inverse 7 -! de la 
matrice triangulaire T. 


Exemple 1. Résoudre le système 
O,4x, L 0,372 —0,2x3 — 2 ; 
0,67, —0,52 + 0,3z3-- 2,5 ; | 
0,3z1 +0,22 + 0,973 = 11 
par orthogonalisation des colonnes. 


Solution. Mettons la matrice À du système sous forme de 
produit d’une matrice À aux colonnes orthogonales par une matrice 
triangulaire à diagonale unité 


Ty V2 19 1 Ayo Ms 
A= RT — Toy 722 Tos 0 1 À . 
Ta la las 0 0 1 
Posons : 


Fr = aq" | Tr — a" — }yre | rS — a TT — sr ?. 


On a: 
0,4 
rh — É | : 
0,3 
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D'après les formules (4) du paragraphe précédent on trouve: 


_ (a, r®) _ 0,12—0,3+0,06 _ __0,12 _ 
hy2 = (r D, »0) 0,164 0,36-+ 0,09 0,61 0,1967 ; 


0,3 0,4 0,3787 
=) —0,5 | + 0,1967 1 0,6 | — | —0,3820 |. 
0,2 0,3 0,2590 


Vérification : 


0,4 1 [. 0,3787 0,1515 
re, r2)= | 0,6 —0,3820 | — —0,2292 + — 0; 
0,3 0,2590 0,0777 


__ {af”, mb) —0,084+0,184+0,15 __0,25 _ 
ho Gr Ge “pet — 04096 ; 
__ (af. »®) _ 0,07574—0 RCE) 12950 _ | 


— 0,2 0,4 0,3787 
r® — 0,3 | —0,4098 | 0,6 + 0,1714 —0,3820 | — 
0,5 0,3 0,2590 


— 0,2990 
= | —0,0114 |. 
0,4215 
Ainsi, 


0,4 0,3787 —0,2990 1 —0,1967  0,4098 
A=— | 0,6 —0,3820 —0,0114 O 1 —0,1714 | . 


Vérification : 


ro, r°+?) - 4  (r' Fr?) — (. 


0,3 0,2590 0,4215 0 O0 1 
she” nr nes” 
R T 
D'après la formule (4), on a: 
x = T'iD"\R"D, 


avec D— R’R une matrice diagonale et 


2 
=] 2,9 |. 
11 
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Pour la matrice D et son inverse D”! on obtient les valeurs 
suivantes : 


0,61 0 0 1,64 0 0 
D=1]0 0,35 0 et Dr1=10 2,81 0 


0 0 0,2672 0 0 3,19 
Ensuite, 
0,4 0,6 0,3 2 5,6 
= 0,3787 —0,3820 0,2590 | 2,5 | — FC L 
—0,2990 —0,0114 0,4215 | {11 4,08 


Enfin, on calcule par le procédé usuel : 


1 0,1967 —0,3761 
Ti Le 1 0,1714 
0 0 1 
et finalement 


1 0,1967 —0,3761 |1 1,64 O O 9,6 __5,0238 
x=|01 0,1714110 2,81 0 2,67 | —] 10,0475 |. 
0 0 1 0 0  3,75114,08 15,0087 


Par conséquent, 
Zi = 5,0238; ze — 10,0475; zx — 15,0087 ; 


les valeurs exactes de la solution sont: x, = 5; ze — 10; za — 15. 


B. Deuxième procédé (orthogonalisation des lignes) 


Soit le système 
Ax = b, (5) 
où det À = 0. 

Transformons les lignes du système (5) à l’aide du procédé du 
paragraphe précédent de façon que la matrice À se transforme en 
matrice R aux lignes orthogonales. Le vecteur b se transformera 
alors en un certain vecteur B. Il en résulte le système équivalent 


Rx = $. (6) 
x = R716. (7) 


On sait que RR° = D = d, où d est une matrice diagonale et 
R = dU, U étant une matrice orthogonale. Il s'ensuit donc 
R”1 = (dU)"1 = U-id"1 = U'd'd* = (dU) d-? = R'd-° = R'D-1 
Ainsi, en vertu de la formule (7) on a finalement : 
x = R'D"i8, (8) 


Par suite, 


6 8.) APPLICATION DES MÉTHODES D'URTHOGONALISATION 357 


avec ‘ 
D = RRK. (9) 
Utilisant la formule ($) on peut éviter la procedure imposant 
le plus grand volume de travail pour rechercher l'inverse d’une 
matrice non diagonale. L'existence de la matrice D-! ne complique 
pas les calculs du fait que D est une matrice diagonale. La formule 
(9), nécessaire cn fait, peut ètre utilisée également pour la vérifi- 
cation. 


Exemple 2. Résoudre par la méthode d’orthogonalisation 
des lignes le système 
93,007; + 0, 19x72 — 0,09z, = 0,00 , 
0,08, -L 4,00x»—0, 163 — 12,00 : 
0,052, -:- 0,302: —- 5,00x, = 20,00. 


(1) 


Solution. D'après les formules du paragraphe précédent, 
déterminons les facteurs : 


; 3.00-0,08+0,15-4,00+ (—0,09)-(—0,16)  0,8544 


das — 3,002 0,152-+ 0,092 = 0306 — 00946 ; 
.  3,00-0.05-+0,15-0,30 —0.09-5,00 0,2550 
As — 3,002 40,152 + 0,092 7 9,036 — 0,0282. 


En conservant la première équation du système (I), retranchons 
de chaque équation suivante la première équation multipliée par 
les facteurs correspondants À;1 (i — 2, 3): 


3,00x4 + 0,15z2 —0,09x3 = 6,00 ; 
— 0,20387, + 3,9858x2 — 0,1685x; = 11,4324; | (ID) 
0,1346x, + 0,3042r: + 4,9975x, =: 20,1692. 
Calculons le facteur du système (II) 
do — — 0,2038-0,1346 + 3,9858-0,3042—0,1685-4,9975  0,3430 
8 0,20382-+ 3,98582 + 0,16852 7 7 15,9565 


En conservant les deux premières équations du système (Il), 
retranchons de sa troisième équation la deuxième multipliée par À+ : 


3,007, + 0,191: —0,09z; = 6,00 ; 
(D) 


= 0,0215. 


—0,2038x + 3,9858z, — 0,1685x4 — 11,4324 ; 
0,1390z, + 0,2185z: + 5,0011z3 — 19,9234. 


Les lignes de la matrice 
3,00 0,15  —0,09 | 


R=| —0,2038 3,9858 —0,1685 
0,1390 0,2185  5,0011 
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sont orthogonales. Pour vérifier, composons la matrice 
9,0306  0,0017 —0,0002 
D = RR'— 0,0017 15,9565 —0,0018 1 = 
—0,0002 —0,0018  25,0780 
9,0306 0 0 
Ææ|0 15,9565 0 : 
0 (4 25,0780 


En appliquant la formule (8), on a : 


3,00 —0,2038 0,1390 
x—R'D1B=| 0,15 3,9858 0,2185 | x 
—0,09 —0,1685 5,0011 


0,1107 0 0 6,00 1,957 
X|0 0,0626 0 11,4324 |-1 3,126 |. 
0 0 0,0399 || 19,9234 | [3,803 


Z = 1,957; Zz2 = 3,126; zx: = 3,803. 


Donc 


C. Troisième procé de (méthode des matrices orthogonales) 


Supposons que le système linéaire soit ramené à la forme 
Rx =B, (10) 
où R-=[r;:;] est une matrice régulière aux lignes orthogonales et 


NE 
s-| un vecteur des termes constants. 
Pa 


En multipliant chaque équation de (10) par le normalisateur 


1 
= 


a ® CSS À 2: ..., n), 
à ri; 
j =1 


on obtient le système 


Ra =, (11) 
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où À — [iris] est une matrice orthogonale et 
| Li: 
B — Haba un nouveau vecteur des termes constants. 
HnBn 
L'équation (11) entraine 
x = RP = R'$. 


$ 9. Espace des solutions d'un système homogène 
Considérons le système linéaire homogène 


A3sT + Ayo +... + dintn = 0; 


AoyTy + A22lo +... GonTn — 0; 


AniTi + Anele + +++ + AnnTn = 0 
ou, en abrégé, 
Ax = 0, 
_. 
où A:={a;i;] et =] : est le vecteur recherché. 
Th 
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(12) 


(1) 


(1°) 


Si det À Æ 0, en vertu des formules de Cramer le système (1) 


a la solution unique nulle x = (. 


Soit det À = 0. Dans ce cas, le système (1) admet une infinité 


de solutions (y compris les solutions non nulles). 


La formule (1°) entraîne que 1) si x est une solution de (1°), alors 
cx, où c est une constante arbitraire, est également une solution 
de cette équation; 2) si x% et x) sont des solutions de cette équa- 


tion, la somme 2x) + x) en est également une. 
En effet, si 
Azx = 0, 
il vient 
À (cx) = cAx = 0. 


Par conséquent, cx est une solution du système homogène (1). 
D'une façon analogue, si 


Ax'Ÿ=0 et 4x —0, 


alors 
A(x% +) = Ar + Ar = 0 + 0--0, 
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c'est-à-dire x) + x) est également une solution du système homo- 
gène (1). 

On en tire que toute combinaison linéaire des solutions d’un système 
homogène (1) est également une solution de ce système. Il s'ensuit que 
l’ensemble de toutes les solutions du système homogène (1) forme 
Qi espace vectoriel dit espace des solutions. Le théorème suivant 
a lieu. 


Théorème. Sinest le nombre d'inconnues d'un système homo- 
gène (1) et r le rang de sa matrice À, l'espace des solutions est de dimen- 
sion k = n —r. 

La base de l’espace des solutions s'appelle famille fondamentale 
des solutions. Si l’on connaît pour le système (1) la famille fonda- 
mentale des solutions 


RU (TO RU 2m). 
toutes ses solutions sont alors données par la formule 
x=QrrLoor +... + (2) 


ou, plus en détail 
Zi = CD + co +... Lonr, 
ze. = C2) + cor +... + car), 


Ln = C2) + cart?) + cran), 


OÙ Cy, C2, - «+ C Sont des constantes arbitraires. 
Pour trouver la famille fondamentale des solutions on prélève 
e e ? e Lé # e 
sur la matrice À le mineur 6, d ordre r différent de zéro. Soit 


On peut toujours l'obtenir en permutant les équations de (1) et en 
changeant la numérotation de ses inconnues. Il est alors aisé de 
démontrer que les équations du système (1), à partir de la 
(r + 1)-ième, sont des conséquences des r premières équations de ce 
système, c'est-à-dire qu'elles sont vérifiées si les r premières 
équations du système (1) sont vraies. Il suffit donc de considérer le 
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sous-système 


As1T: + AnoTo —- ss 6 + Zorlr = — Go, prilrpg — ee — daonLn) (3) 
Grli -F Gpolo +... À Gore = — Gr, rpTry — ee — CrnEn: 


dont le déterminant ô, est différent de zéro. 
Dans le système (3), les valeurs des inconnues 


Trgs — Cis Lryo = Cas ces En — Cner — Ch 
peuvent être considérées comme arbitraires. En résolvant le système 
(3) par rapport aux inconnues Zj, Zs, . . ., Zr, On oblient: 

Ti LayOy Fr LC Gas -!- LihCs 
To = QC Lane  ... —- LonCh) 


(4) 


Tr = UriCi -E Mao 5 +. + ErhChko 


où œy (i—1,2,...,r; j — 1, 2,..., k) sont des constantes 
bien définies. D'autre part 


Tr — Ci 
Tr#2— Co, (4) 
Ln = Che 


Les formules (4) et (4) donnent le système complet des solutions 
du système (1). On peut adopter comme famille fondamentale des 
solutions 


11 je Œir 
Œr; re Œrh 
1 ; 0 
at — o l: act?) — 1 > A : 
0 0 0 
0 Lo 1 


Ces dernières solutions peuvent s’obtenir directement du système (3) 
si l'on y pose successivement : 


Try = 0, Zry = À, Lys =... = Zn =0; 
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Exemple. Trouver la famille fondamentale des solutions 
du système homogène 


Ly— TaLots— Zs—=0, 
Ti+ Z2— 213 + 8za = 0, 
3ti— Lo 8ta+ rs=0, 
Ty + Ita — rs + 7rs = 0. 
Solution. Le rang de la matrice (5) est r = 2; de plus 
1 —1 
1 1 


Donc les deux dernières équations du système (5) sont des consé- 
quences des deux premières. On résout le sous-système 


(5) 


220. 


s | 


Li—Lo= —JZs À T4, 
Li —- To — 2L3—DTse 


En posant d'abord z3 = 1; x, — 0, puis xs = 0 et x; = 1, on 
obtient deux solutions linéairement indépendantes 
25, +, 1, 0); 


9 


2 2 
x) = (—1, — 2, 0, 1), 


qui forment la famille fondamentale des solutions du système (5). 

Les vecteurs x) et x{°) constituent la base de l’espace des solu- 
tions du système donné, et toutes ses solutions sont déterminées par 
les formules 


Ti = —dHCi— Ce, 
Ze == TC, — 2», 
T3 — 2ci, 

T4 = C2 


où c, et c sont des constantes arbitraires (par considérations de 
commodité, la première constante est mise ici sous la forme ci). 


$ 10. Transformations linéaires 


Soient Zi, Zoe, . . -, Z, Un système de variables et y, y», . . ., Ya 
un aulre système de variables associe au premier par les relations 


Yi = fi (x: Ti, -..) Zn); 


Yo = f2 (z1, To, ...) Ta): (1) 


Un = fn (1; Top...) Ta); 
OÙ fi, f2y + + «y În SOnt les fonctions données. 
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Appelons transformation le passage du système x, Z2, . .., Zn 
au système Yy, Un, + - +, Une 


Définition. La transformation (1) est dite linéaire si les 


nouvelles variables y,, ÿY2, . .., y, sont des fonctions linéaires 
homogènes des anciennes variables z;, Z:, . . ., zh, c'est-à-dire 


U1 — dit! —- dy To Rss -- dinln; 


Yo: = QniTi 5 Goo 5 <<." QonTns (2) 
Un = AniTi + Enolo 5 ee 7 EnnTn: 
les a; (i —1,2,...,n; j = 1,2, ..., n) étant des constantes. 


La transformation linéaire (2) est définie de façon univoque par 
la matrice carrée de ses coefficients (matrice de la transformation) 


€: Œio . . e Ain 
A = Go As .….e Fan . 
Œny An2 -- + Ann 


Inversement, si l’on connaît une matrice carrée À — [a;;l, on 
peut construire la transformation linéaire pour laquelle cette matrice 
est la matrice des coefficients. Ainsi, on a une correspondance biuni- 
voque entre les transformations linéaires et les matrices carrées. 

Les systèmes des variables x, ze, . .., Æ, et Yi, Ye, + . ., Un 
peuvent être considérés comme des vecteurs colonnes 


T' Y1 

T2 Y2 
x=| et y=| 

Th Un 


d’un même espace vectoriel E,. Alors (2) est une application de £, 
sur lui-même ou sur sa partie propre. 


Exemple 1. La transformation 
Ya = Ti + Los | 
Ya = Ti La 


transforme l’espace E: en sous-espace y, — y de dimension 1. 
Les relations (2) sont équivalentes à une relation matricielle 


y = AÀZx. (3) 
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En effet, d’après la règle de multiplication des matrices, on a: 


Yi Quils + Gole + ce + CynEn 
U2 AoyTi — Ann To Le + Zsnln 
Un AnTy + Anolo -— ..e + Cnnn 


On en tire, en vertu de la notion de l'égalité des matrices, les 
formules (2). D'après la formule (3) la matrice À peut être considérée 
comme opéraleur de la transformalion linéaire. 

Il est facile de voir immédialement qu'une application linéaire 
jouit de deux proprictés principales : 

1) la constante peut être sortie de sous 
le signe de l'opérateur: 


RES ES XX, Xo} A (ax) = aAx; 


2) l'opérateur d'une somme de plusieurs 
vecteurs est une somme des opérateurs de 
ces vecteurs : 


A (x + :) = Ax + Az. 
Il s'ensuit que 


0 YÜrÿ} X1 A (ax + B:) = aAx + BA:, 
Fig. 52. où æ et z sont des vecteurs, & et B des 
scalaires. 


Exemple 2. Supposons que dans le plan Oz;xr: on fasse 
correspondre à tout vecteur 


le vecteur 


qui est la projection du vecteur x sur l'axe Oz, (projection) (fig. 52). 
Montrer que la transformation donnée est linéaire et trouver sa 
matrice. 


Solution. On a évidemment: 
Yi — Li | 
Ya = 0, 
et donc la projection est linéaire. La matrice de la transformation 


s'écrit 
4 Lo 0 
"[o ol 
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Elucidons le sens des éléments a;; de la matrice de la transforma- 
tion À. Considérons les vecteurs unités orientés suivant les axes de 
coordonnées Ozx;, Oxo, . . ., Ox,: 


1 0 0 
(0 1 0 
Ci — : ’ UE À , ec...) En — ; . 
0 0 1 
En appliquant à e; la transformation À, on aura: 
(0) 
Gyy yo - - + Ain 0 Qi; 
a Uno ... | Qoj 
Ae; = . F7 en X | == . CT 2: .., n). 
Any ns --- nn : dnj 
0 


Ainsi a;; représente la i-ème coordonnée du transformé du j-ième 
vecteur unite. 


Exemple 3. Supposons que dans le plan Ozx;,x> tout rayon 
vecteur % est remplacé par un rayon vecteur 4 de même longueur, 
tourné par rapport au pre- 
mier d’un angle «& (rotation) 
(fig. 93). 

Montrer que la transfor- 
mation considérée est liné- 
aire et trouver sa matrice. 


Solution. Considé- 
rons le deuxième système 
de référence Oyiys tourne 
par rapport au système 
Ox;x> d'un angle «. Les Fig. 53. 
coordonnées du vecteur 2 
dans le système Oyiys étant évidemment x, et x, les coordonnées 
de ce vecteur dans l’ancien système Ozx;,x, s'expriment par les 
formules connues de la géométrie analytique: 


(4) 


Yi = T1 COSX —L2 Sin &, | 
Y2 = Li SIN & + Lo COS GC. 


Ainsi une rotation est une transformation linéaire et sa matrice 


s'écrit 
COSŒ —Sin & 
A=| . | 
sin & cos œ 
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Pour résoudre ce problème on peut procéder d’une autre manière : 
la rotation fait que le vecteur unité e; se transforme évidemment 
en vecteur {cos &, sin &}, et le vecteur unité e: en vecteur {—sinæ, 
cos «}. Il s'ensuit que la matrice de la transformation est 


: cos & —Ssin & 
 [sina  cosa|’ 
et nous retrouvons les formules (4). 

Définissons les opérations suivantes sur les transformations 
linéaires À et B: 1) addition A+B;2)multiplica- 
tion par un scalaire «A; 3) multiplication (composi- 
tion) BA par conventions naturelles: 


1) (4 + B) x = Ax + Bzx; (5) 
2) (cA) x = a (Ax); (57) 
3) (BA) x = B (Ax), (5°) 


où æ est un vecteur. 

On vérifie aisément que si À et B sont des transformations linéai- 
res, les transformations résultantes À + B, «A et BA sont également 
linéaires. 

Le principe suivant a lieu: à chaque opération 1)-3) sur les trans- 
formations linéaires est associée une même opération sur leurs matrices, 
c'est-à-dire les formules (5), (5), (57) peuvent être envisagées comme 
matricielles. 

Pour démontrer cette proposition nous allons nous borner au 
troisième cas (5”), la vérification des formules (5) et (5°) étant plus 
simple. 

Supposons qu'il faut réaliser successivement deux transformations 
linéaires : 


U: - = dti + Œyolo + ... + dinTn; 
Ya 7 ApsTy Tr Gale L ... + GonTn; (6) 
Yn = AniTy + Anol2 +... + AnnEn 
à matrice À —{[a;;] et 
Z, = by: LL Dioys + see + DinYn; 
22 = bass + bras + +. + banÿns (7) 


Zn == CAUR + Dn2Y2 + .. + banÿn 


à matrice B = [b;;l. 
Désignons par C = [c;;l la matrice de la composée de ces trans- 
formations dans l'ordre indiqué, c’est-à-dire le passage des variables 
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Lis Toy +) En AUX Variables z;, 2», ..., 2. En mettant (6) et (7) 
sous une forme abrégée 


LL 


UR 2 ak ;jx}; (k — 1, 2, ..) n), (6°) 
n 

zi= D binÿr (i=1, 2, ...,n) (7') 
R== 1 


et en portant la formule (6”) dans (7), on obtient : 
ee n CL n 
. CT 
Zi D bn (D anrs) = D xj D binens. (S) 
=! j=1 j=1 k=! 


Ainsi le coefficient de z; dans l'expression de z;, c'est-à-dire 
l'élément c;; de la matrice C s'écrit 


ñn [2 
\\ 0 . 
Cij = 2 bixanj — bis@j + bistoz +... + binanj. 


On voit que l'élément de la matrice C qui figure dans la i-ème 
ligne et j-ième colonne est égal à la somme des produits des éléments 
correspondants de la i-ème ligne de la matrice B et de la j-ième 
colonne de la matrice À, c'est-à-dire coïncide avec l'élément respectif 
du produit de B par À. Par conséquent, C — BA. 

Si l’on utilise une écriture matricielle, la démonstration devient 
nettement plus simple. Soient 


Ti y1 Z1 
Lo V2 Z2 
et — : Y = à et =— - 
Tn Un 2n 


les vecteurs correspondants. Les formules (6) et (7) donnent 
y = Ax et +: = By. 
D'où 
z = B (Ax) = (BA) x. 
La; matrice de la transformation résultante est donc C — BA. 


Exemple 4. Trouver le résultat de la réalisation successive 
des transformations linéaires 


Yi = DT — T2 + Is; 
Y2 = Ti — 22; 
Ys = 1T2 — Ts 
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et 
Z1 = 2Y1 + Y3; 
Z2 = Y2 — JY3; 
Z3 — 2y2. 


Solution. Ecrivons les matrices des transformations 


Oo —1 3 2 0 1 
A=1|1 —2 O0! et B=10 1 —51]. 
O0 7 —1I 0 2 0 


Le produit de ces matrices donne la matrice de la transformation 
résultante 


- 2 O0 1 o —1 3 10 D 9 
C—BA—|0 1 —5 1 —2 O[—=1 1 —3759 
02  O 0 7 —1 2 —4 0 


Par conséquent, la transformation linéaire recherchée s'écrit 
Z1 = 107, + 5x2 — St; 

Zo = L1 — J1Ls + DT3; 

2Z, — 4%. 


nn 
ou 
I 


$S 11. Transformation inverse 


Soit la transformation linéaire 


Yi = AysTy + Agole eee 5 ŒynTns 
Uo GoiT; — no —- se =t- donln) 


(1) 


Yn = AnTi + Anele F +. + ŒEnnTn 


qui associe le système de variables x, Zoe, . . ., x, au système de 
variables yi, Y2, . . ., Yn. 


Définition. Une transformation qui fait correspondre 
au système de variables yi, y, . . ., y, le système de variables 
Lis Los + + y Tn St dite inverse par rapport à (1). 

Les formules de la transformation inverse s'obliennent en résol- 
vant le système (1) par rapport aux variables x, æ+, . . ., æ, 

Soient A;; (i, j = 1, 2, ..., n) les cofacteurs des éléments &;) 
de la matrice À = (a; j et 


det À = det [a;;] = À = 0. 
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En multipliant les équations de (1) respectivement par 4:35, 
A os > + An: et en additionnant, on a en vertu de la formule connue 


A1 + AaYÿe +... + Aniln = Ari. 
D'une façon analogue on déduit: 
AyoUy + Aooÿo +. : + AnoYÿn = Ati; 


Ainÿi + Aonÿe +... + Annÿn = Ath. 


D'où 
42 À 
Ta RE Ya + Ya ee + Yns 
À 2 A2 ; ‘n2 
__ Ain ' An Ann 


Tn = Yi ra Ua re + A Un. 


Ainsi l'inverse d’une transformation linéaire est également 
linéaire (si elle existe). 


Théorème. Une transformation linéaire possède une transfor- 
mation inverse univoque si et seulement si la matrice de la transforma- 
tion donnée est régulière. L'inverse d'une transformation linéaire est 
linéaire et sa matrice est l'inverse de la matrice de la transformation 
initiale. 

Démonstration. Si À = {[a;;l est la matrice de la trans- 
formation (1) et À = det À 0, la transformation inverse existe 


et est définie par les formules (2). La matrice de la transformation 
inverse s'écrit évidemment 


CES 


Si À = 0, on sait de l’algèbre que le système (1) est soit incom- 
patible, soit indéterminé par rapport aux variables x, zo, . .., zh. 
IL n'existe donc pas de transformation inverse univoque et, de plus, 
il y a nécessairement des valeurs des variables y,, y2, . . ., y, pour 
lesquelles il n'existe pas de valeurs correspondantes des variables 
Ti, Los + + + Tn- Dans.ce cas la transformation est dite dégénérée. 


Remarque 1. Mettons la transformation (1) sous une forme 
matricielle 


y = AX, (3) 


A = [a;;l étant la matrice de la transformation; æ et y les vecteurs 
colonnes. 


24—01072 
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Si la transformation À est non dégénérée (det À 3£ 0), il existe la 
transformation inverse 
x — AY, (4) 
et, en vertu de la formule (3) à tout vecteur x de l'espace Ox;xs . .. 
... Zn de dimension 7 correspond un et un seul vecteur 4 de cet 
espace, c'est-à-dire que la formule (3) applique l’espace Oxix2 . . . 
sur lui-même. | 
Si la transformation À est dégénérée (det À = 0), la formule (3) 
transforme l’espace Oxir2 . .. x, en sous-espace d'un plus petit 
nombre de dimensions. 


Exemple. Considérons la projection ($ 10, exemple 2) défi- 


nie par la matrice 
L | 
0 0) 


Ici À est singulière et la transformation y = Ax associe l'espace 
Oxixz2 à l’axe de coordonnées Oxi. 

Remarque 2. Convenons d'entendre par Ex une transfor- 
mation identique qui laisse invariable le vecteur æ. 

Puisque les relations 


y = Ax et x = Aly 
entraînent 
y = AAly et x — A lAx, 
il vient 
AA”l = ArlA — E. 


$ 12. Vecteurs propres et valeurs propres d’une matrice 


Soit la matrice carrée À = [a;;]. Considérons la transformation 
linéaire 
y = AX, (1) 
où x et y sont des vecteurs de dimension # (matrices colonnes) d’un 
certain espace de dimension »*, en général complexe. 


Définition 1. Un vecteur non nul s'appelle vecteur propre 
de la matrice donnée (ou de la transformation linéaire qu’elle définit) 
si son image par l'application linéaire correspondante est colinéaire 
à ce vecteur, c'est-à-dire si le vecteur transformé ne se distingue du 
vecteur initial que par un scalaire. 

Autrement dit, le vecteur x 0 s'appelle vecteur propre de la 
matrice À si cette matrice transforme le vecteur æ en vecteur 


Ax = À. (2) 
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Le nombre À qui figure dans l'égalité (2) est dit valeur propre ou 
nombre caractéristique de la matrice À, qui correspond au vecteur 
propre %æ donné. 


Exemple 1. Considérons la projection dans l'espace bidi- 
mensionnel Ox;x:, détermince par la matrice 


a-[i9] 


Ici les vecteurs propres sont 1) les vecteurs non nuls x dirigés suivant 
l’axe Oz, à valeur propre À; = 1 et 2) les vecteurs non nuls y dirigés 
suivant l'axe Ox: à valeur propre À: = 0 (fig. 54). 


Théorème 1. Dans un espace vectoriel complexe toute trans- 
formation linéaire (matrice) possède au moins un vecteur propre réel 
ou complexe. 


Démonstration. Soit À x 


une matrice de la transformation 
linéaire. Les vecteurs propres de À y 
sont des solutions non nulles de 
l'équation matricielle ù 


Ax = Àx 
ou X 
(A —2hE) x = 0 (G) © X 
avec la matrice À —ÀËE, dite ma- Fig. 54. 


trice caractéristique. L'équation (3) 

est un système linéaire homogène qui a des solutions non nulles si 
et seulement si le déterminant du système est nul, c'est-à-dire si la 
condition 


det (4 —AE)=0 (4) 

est vraie. 
Le déterminant (4) est appelé déterminant caractéristique (sécu- 
laire) de la matrice À, et l’équation (4) est dite équation caracté- 


ristique (séculaire) de la matrice A. Sous une forme développée, 
l'équation caractéristique (4) s'écrit: 


Gyi —À Ge -.. Ain 
Qs: on — Uon 0 (4°) 
Cni no Ann — À 


ou 
A7 — OA GARE —,,, + (A0, À + (—1)"o, = 0. (5) 


24% 
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Le polynôme du premier membre de l'équation (5) est un poly- 
nôme caractéristique de la matrice À. Ses coefficients o, (i = 1, 2, ... 
..., n) se déterminent d'après les règles suivantes. Le coefficient 0, 
est la somme des éléments diagonaux de la matrice À, c’est-à-dire 


n 
O1 — > a. Ce nombre s'appelle trace de la matrice À et se note 


i=1 
C1 = Sp À. Le coefficient 0: est la somme de tous les mineurs diago- 
naux d'ordre 2 de la matrice À. Dans le cas général, le coefficient 64 
est la somme de tous les mineurs diagonaux d'ordre k de la matrice À. 
Enfin le terme constant ©, est égal au déterminant de la matrice À : 
On = det À. 

L'équation caractéristique (5) est une équation algébrique de 
degré n par rapport à À et possède, comme on le montre en algèbre, 
au moins une racine réelle ou complexe. Soient A4, As, + . ., Âm 
(m < n) les racines distinctes de (5). Ces racines sont les valeurs 
propres ou les nombres caractéristiques de la matrice À et l’ensemble 
de toutes les valeurs propres s'appelle spectre de À. Prenons une 
racine quelconque À = À; et portons-la dans l’équation (4). On a 
alors (A — À ;E) x = 0, ou sous une forme développée 


(Gi1 — Àj) T1 + Gy2t2 +... Hainzn =0, Y 
GpiTs + (G2o — Àj) Lo - ... + AonTn = 0, (6) 
Gn1Ti + An2te + +. + (Ann —À;j) Zn = 0. 

Le déterminant du système (6) étant det (4 —À;E) = O, ce 
système a forcément des solutions non nulles qui sont précisément 
les valeurs propres de la matrice À associées à la valeur propre À... 
Si le rang de la matrice À — À;E est r (r n), il existe À = n —r 
vecteurs propres linéairement indépendants 

xD, æt2i), ..., ati, 
qui correspondent à la racine À;. Le théorème est ainsi démontré. 


Remarque. On peut montrer que le nombre de vecteurs 
propres linéairement indépendants associés à la même racine d'une 
équation caractéristique ne dépasse pas l'ordre de multiplicité de 
cette racine. Il s'ensuit, en particulier, que si les racines de l’équa- 
tion caractéristique (5) sont distinctes, à chaque valeur propre cor- 
respond, à un coefficient de proportionnalité près, un vecteur propre 
et un seul. i 
= Exemple 2. Trouver les valeurs propres et les vecteurs 
propres de la matrice 

2 4:21 


A=|l121|. 
1 12 
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Solution. Composons l’équation caractéristique de À: 
2—X 1 1 
4 2—X 1 = (): 
1 1  2—X 


D'où (A —1)2(4 — A) —=0 et À = he = 1: ls = 4. 


Prenons À, — 1 et portons-la dans l'équation 
(A — AE) x = 0. (7) 
On a: 
1 1 1 JL! 
141 1 1112, | —0 
1 1 1 Ts 
ou 


Li + Lo + Ta = 0, 
Titl+zs=0, (8) 
Ti + La + Ts = 0. 

Le rang de la matrice du système (8) étant r = 1, deux de ses 
équations se déduisent de la troisième (ce qui d'ailleurs est évident). 
Il suffit donc de résoudre l'équation 

Ps 
Ti + +zs = 0. 
En posant z, = C1; T2 = C2, on obtient: 
T3 = —(ci + C2), 
où c, et c: sont des nombres quelconques non simultanément nuls. 

En particulier, en choisissant d’abord €, — 1; c: — 0 et puis 

C = 0; co = 1, on obtient le système fondamental des solutions 


le plus simple composé de deux vecteurs propres de À linéairement 
indépendants : 


1 0 
x (1) — O0 | et xt) — 1 1. 
ee, | 


Tous les autres vecteurs propres de À, associés au nombre ca- 
ractéristique À, = 1, sont des combinaisons linéaires de ces vecteurs 
de base et couvrent le plan engendré par les vecteurs x) et xt) 
(l'origine des coordonnées exceptée). 

Prenons maintenant À; = 4. Portant cette valeur dans l'équation 
(7) on a: + 


— 9 1 1 Ti 
| =? 1 To —0 
1 1 —2 Ts 
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ou 
—2t1+ 224 z3=0, 
Ti—222+ 23 =0, (9) 
T! + Lo — 23 = (0. 
Le rang de la matrice (9) est r —2,le mineur supérieur gauche étant 
— 2 
4 —2 


Ô — 5 0. 


Par suite, la troisième équation du système se déduit des deux 
premières, et l’on peut se borner au système de deux premières équa- 
tions 


— 271 + ES 
Ti— 222 + Zs = 0. 
Il en résulte 


ZT} . _ T3 
1 1 — T{ 1 
—2 1 — 2 
ou 
==, c'est-à-dire Zi —Z—Z3—0c, 


avec c une constante différente de zéro. 
En posant c = 1 on obtient la solution la plus simple qui réalise 
le vecteur propre de la matrice À: 


1 
1 


Définition 2. On dit que le sous-espace linéaire £, 
(4 < n) est invariant par rapport à la transformation linéaire donnée 


y = Ar, : 
si tout vecteur transformé de ce sous-espace appartient à ce dernier, 
c'est-à-dire x € E, entraîne Ax € E». 

Il est clair que la démonstration du théorème 1 reste valide 
si l'on considère la transformation linéaire déterminée par la matrice 
A dans un espace invariant. 


Théorème 1’. Toute transformation linéaire déterminée dans 
s e 9 e L 
un sous-espace invariant d'un espace vectoriel complexe possède au 
moins un vecteur propre. 


Indiquons encore une propriété importante des vecteurs propres. 
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Théorème 2. Les vecteurs propres d'une matrice, associés 
aux valeurs propres deux à deux distinctes, sont linéairement indépen- 
dants. 


Démonstration. Soit À la matrice donnée et 
Ax0) — À 2x0) (j = 1 2, ….., m), (10) 


« 


où 
xD -£0 et À; pour j <k. 
Supposons que 
cat) Lo) +... + omnxm — 0, (11) 


où [ci|+|col+...+]|cm| 70. 
Prenons, pour fixer les idées, c;=0. En appliquant à (11) 
la transformation À, on a en vertu des formules (10): 


À cat) + À2C22(2) + + ÀAmCmAX") = 0. (12) 


On en tire en multipliant l'égalité (11) par À, et en soustrayant 
de l'égalité obtenue l'égalité (12) : 


(Am — À4) C2 (rm — he) C2 + 
ce + (Am — m1) Cm-1X 0 D = 0. (13) 


Ensuite, d’une façon analogue, on peut éliminer de l'égalité (13) 
le vecteur xtm-D , etc. En éliminant les vecteurs 


actn) , gtm-b, ., À), 


on obtient 
Am — M) (ms — M)... (3 —M)aæt = 0. (44) 


Mais cette dernière égalité est impossible, car aucun des facteurs 
du premier membre n'est égal à zéro. Par conséquent, notre hypothèse 
est fausse et les vecteurs propres x%), xt), ..., xt") sont linéaire- 
ment indépendants. 


Corollaire. Si toutes les valeurs propres de la matrice À 
d'ordre #7 sont deux à deux distinctes, les z vecteurs propres * de 
cette matrice qui leur sont associés forment une base de l’espace 
correspondant de dimension ». 


$S 13. Matrices semblables 


Définition. Deux matrices associées à une même trans- 
formation linéaire (réduction) dans des bases différentes sont dites 
semblables. 


* On suppose que pour chaque valeur propre on prend un seul vecteur 
propre. 
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Si la matrice À est semblable à la matrice B, on note À cs B. 
Déduisons la condition de similitude de deux matrices. Supposons 
que la matrice À réalise dans une certaine base la transformation 
linéaire 

y = Ax. (1) 


Dans une nouvelle base (en coordonnées nouvelles) cette même 
réduction sera décrite par une autre matrice B: 


n = B6, (2) 
B © À. 


où 


Deésignons par $ la matrice de passage du nouveau système 
à l’ancien, soit 


x — SE, y — Sn, (3) 
où 
det $ = 0. 
En portant les formules (3) dans l'équation (1), on obtient: 
Sn = ASE. 


Prémultiplions cette dernière égalité par l'inverse S-1 pour 
obtenir 
n = S''ASE. (4) 
En comparant les formules (4) et (2) on obtient: 
B = S-1AS. (5) 


Pour les matrices À et B liées par la relation (5), on dit que B 
s'obtient de À par réduction à l'aide de S. Ainsi on conclut que deux 
matrices sont semblables si et seulement si l’une d'elles s'obtient par 
réduction de l’autre à l'aide d'une certaine matrice régulière. 

On obtient de l'égalité (5) À = SBS-1, c’est-à-dire si la matrice 
B est semblable à À, alors inversement la matrice À est aussi semblable 
à B. Indiquons certaines propriétés de la réduction à l’aide de la 
matrice S. 

1. Le transformé d'une somme est égal à la somme des transformés : 


S-1(4 + B)S = S-LAS + S-1BS. 
2. Le transformé d'un produit est égal au produit des transformés : 
S-1(4B) S = S-1AS.S-1BS. 


8. Le transformé de l'inverse d'une matrice est égal à l'inverse du 
transformé de la matrice: 


S-1A-1S = (S-1AS)"1. 
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4. Le transformé d'une puissance entière d'une matrice (positive 
ou négative) est égal à la même puissance du transformé de la matrice : 


S1ARS — (S-14Sÿn. 
Théorème 1. Les matrices semblables ont les mêmes polyné- 
mes caractéristiques. 
Démonstration. Soit B « À. On demande de montrer 


que 
det (4 — ÀE) = det (B — ÀE). 
Comme 
B = S1AS (det S = O), 
il vient 


det (B —XE) = det [S-1(4 — AE) SI] — 


— det S-1 det (A — ÀE) det S = det (A — ÀE) *. 
Ainsi 
det (B — ÀE) = det (A — AE). 


Corollaire 1. Les matrices semblables possèdent les mêmes 
traces et les mêmes valeurs propres (ainsi que leurs ordres de multi- 
plicité). 

Corollaire 2. La propriété du vecteur d'être propre pour 
la transformation linéaire donnée ne dépend pas du choix de la base. 

En effet, soit 

Aa = Àx (x 5 0). 


Si, dans la nouvelle base, le vecteur x est équivalent au vecteur &, 
on a: 
NN -- SE, 


S étant la matrice de passage. 

Il en résulte que ASE — ASE et, par conséquent, S-LASE — AE, 
c'est-à-dire & est un vecteur propre de la matrice B = S-14S «> À 
qui décrit dans la nouvelle base notre transformation linéaire. 


Remarque. Le polynôme caractéristique, les valeurs propres 
et les vecteurs propres étant les mêmes pour toutes les matrices qui 
réalisent la transformation linéaire donnée, ils s'appellent respecti- 
vement polynôme caractéristique, valeurs propres et vecteurs propres 
de la transformation linéaire elle-même. 


Théorème 2. Si la matrice carrée d'ordre n possède n vecteurs 
propres linéairement indépendants, en admettant que ces derniers sont 
de base on obtient une matrice diagonale semblable à la matrice donnée. 


* Nous avons appliqué ici les théorèmes connus (cf. chapitre VII, $ 2 et 
$ 4): 1) le déterminant du produit de deux matrices carrées du même ordre est 
égal au produit des déterminants de ces matrices; 2) le déterminant de la 
matrice inverse est égal à l'inverse du déterminant de la matrice initiale. 
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Démonstration. Soit la matrice carrée À. Formons de 
ses vecteurs propres @1, €», - - ., € une base. Les vecteurs € 3 étant 
propres, alors 

Ae;=h;e; (j=1,2,...,n). 


Considérons un vecteur quelconque x de notre espace. En le 
développant suivant les vecteurs de base e; (j = 1, 2, ..., n), 
on aura: 


œo 


X — > Tjej; 


J=1 
où zx; sont les coordonnées du vecteur x dans la base donnée. 


En rapportant l'application À au vecteur x, on obtient un nouveau 
vecteur 


n 


y =Ax=A À xje) 
j=1 


ou, la transformation étant linéaire, 
n n. 
y = À rjAe;= À zjhjes. 
j=i J=1 
Il s'ensuit que les coordonnées du vecteur ? dans la base donnée 
sont 


Yj = Àjt; (j = 1, 2; CCE n) 
ou 


y= À Opnhjth, 
k=1 


où Ô;: est le symbole de Kronecker. 
Donc, dans la nouvelle base la matrice de la transformation 
est une matrice diagonale 


À = (ô;x;) 
ou, sous une forme développée, 
1 O O...0 
A — O 2 0...0 
0 O O0...An 


Corollaire. Toute matrice carrée, dont les valeurs propres 
sont deux à deux distinctes, peut être ramenée par similitude à la 
matrice diagonale. 

Ce résultat se déduit immédiatement du théorème 2 du paragraphe 
précédent. 
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S 14. Forme bilinéaire d’une matrice 


Soient À — [a;;l une matrice carrée réelle et x, y les vecteurs d’un 
espace complexe de dimension #7. Composons le produit scalaire 


n n 


n 
(Ax, y) = > (Ax); y = à 2 Gjn TRY}. (1) 
j= ji=ik= 


L'expression (1) s'appelle forme bilinéaire de la matrice À. 

Déduisons une propriété importante de la forme bilinéaire. Si 
l’on modifie l’ordre de sommation tout en changeant entre elles les 
notations des indices, il est clair que la somme (1) aura sa valeur 
antérieure. On aboutit donc à 


n n 


(4x, y) = 2 à GhjTjUR. 
?2= — | 


Mettons cette somme sous forme de produit scalaire 


n n n n 
(Ax, y)= À, D aurjyt =D D ansynzt) = 
2=1 k=1 j2=1 k=1 
=(4"y, x)* = (x, A'y). 
Ainsi 


(4x, y)=(x, A'y), (2) 


c'est-à-dire dans un produit scalaire (1) la matrice réelle À peut être 
portée de la première place à la deuxième en lui substituant sa transpo- 
sée. 


Corollaire. Si la matrice À est une matrice réelle et sy- 
métrique (4’ = À), alors 


(Az, y) = (x, Ay), (3) 


c'est-à-dire dans un produit scalaire une matrice réelle symétrique peut 
être portée de la première place à la deuxième. 


$ 15. Propriétés des matrices symétriques 


Théorème 1. Toute valeur propre d'une matrice symétrique 
c éléments réels est réelle. 


Démonstration. Soient À une valeur propre de la matrice 
A et x un vecteur propre correspondant : 


Ax = Àx (x =£ 0). (1) 
Comme 4’=— 4, 
(Ax, x) =(x, Ax) 
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ou, en vertu de l'égalité (1), 
(Ax, x) = (x, Àx). 
D'où 
À(æx, x) =" (x, x). 
Un vecteur propre est non nul par définition; donc 
(x, x) 0 
et À — À*, c’est-à-dire À est un nombre réel. 


Corollaire. Pour une matrice symétrique réelle, l'équation 
caractéristique ne possède que des racines réelles. 


Théorème 2. Les vecteurs propres d'une matrice symétrique 
réelle, associés à des valeurs propres distinctes, sont orthogonaux entre 
eux. 


Démonstration. Soit À une matrice symétrique réelle. 
Considérons deux vecteurs propres æ{f) et æÜ) associés aux valeurs 
propres À, et À; (4 = À). On a: 

Az = A art (2) 
et 
Ar = he. (3) 
Composons le produit scalaire 
(A2 D, a) = (xt, Aa). 
En vertu des égalités (2) et (3) on a: 
Qact?, 210) = (at?, A jac) 
et 
du (ac, œ0) = Àf (265, at). (4) 
La valeur propre À; étant réelle en vertu du théorème 1, A5 = À;. 
La formule (4) entraîne donc 
(ui — À) (at, a) = 0. 
Or 


4 —h #0 
et 
: (x, x) = 0, 
c'est-à-dire que les vecteurs propres x) et æÜ) sont orthogonaux 
entre eux. 


Remarque. On peut admettre que les vecteurs propres d’une 
matrice symétrique aux éléments réels sont réels. 
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Théorème 3. Toute matrice symétrique réelle peut être rame- 
née par réduction à une matrice diagonale. 


Démonstration. Pour rendre la démonstration immédia- 
te bornons-nous au cas de l’espace E; de dimension trois. 

Soit une matrice symétrique À d'ordre trois. On sait que toute 
matrice a au moins un vecteur propre ($ 12, théorème 1). Désignons 
par e; le vecteur propre de À. Cette matrice étant symétrique, on 
peut choisir le vecteur e, réel. 

Considérons tous les vecteurs x orthogonaux au vecteur e;, c'est-à- 
dire tels que 

(x, ei) = (. (9) 


Montrons que ces vecteurs forment un sous-espace invariant E> par 
rapport à la transformation À 
(fig. 95). 
En effet, si x € E2 et yEE:, 
c'est-à-dire si 


(x, ei) = (y, €1) GE 0, 
on à pour tout «& et $: 
(œx + By, ei) _. 
—=a(x, e;) +B(Y, ei) =0 
et, par conséquent, 


ax +fy € E2. 


Ainsi, l’ensemble des vecteurs qui 
vérifient la condition (5) forme un 
espace linéaire et on voit aisément 
que c'est un espace de dimension Fig. 55. 
deux. 
Soit maintenant x € E:. Considérons le produit scalaire 


(Ax, e:1) = (x, ei) = (x, Me) = À (x, €) = 0, 


c'est-à-dire 
Ax € E:. 


4 

En vertu du théorème 1” ($ 12), dans un espace £;, de dimension 
deux, il existe également un vecteur propre e: de la matrice À. Con- 
sidérons maintenant les vecteurs x orthogonaux au vecteur e; ainsi 
qu'au vecteur e, c'est-à-dire tels que 


(x, €) =(x, €2) =0. 
On montre d’une façon analogue que ces vecteurs forment un 


espace £, de dimension un invariant par rapport à la transformation 
À. L'espace E, possède également un vecteur propre e; de la matrice 
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A. Les vecteurs e;, e2, e3, étant orthogonaux deux à deux, sont 
linéairement indépendants. Ainsi, on construit la base orthogonale 
de l’espace E; composée des vecteurs propres de la matrice À. 
Désignons par À; les valeurs propres associées aux vecteurs propres 
ej. En vertu du théorème 2 du $ 13, la matrice A de la transformation 
linéaire donnée, rapportée à la base propre e1, e2, es, sera une matrice 
diagonale; de plus, dans notre cas 
A1 O O0 
A — 0 À 0 
0 0 À; 


D'une façon analogue on démontre le théorème pour le cas géné- 
ral. 


Corollaire 1. Pour toute transformation linéaire à matrice 
symétrique réelle, il existe une base orthogonale composée des vec- 
teurs propres réels de la matrice donnée, dans laquelle la matrice 
de la transformation est diagonale. 


Corollaire 2. Si la matrice est symétrique, les vecteurs 
propres linéairement indépendants associés à chacune de ses valeurs 
propres sont comptés autant de fois que l’ordre de multiplicité de cet- 
te valeur propre l'indique. 


Théorème 4 (propriété extrémale des va- 
leurs propres). Soit À une matrice symétrique réelle et 
À = min (Ai; do, RE An) 
A = max (A4, À, . .., À), 
OÙ is À2s - + +5 An Sont toutes les valeurs propres de À. 
Alors, l'inégalité 
À (x, x) < (4x, x) < A (x, x) (6) 
est vérifiée pour tout vecteur %. 


Démonstration. En vertu du corollaire 1 du théorème 
3 la matrice À possède un système des vecteurs propres €1, @2, . .. 
°9 En 
Ae;= je; (G =1,2,...,n), 
qui forment une base orthonormale de l'espace Æ,. Alors tout vecteur 
x peut être mis sous la forme 
= Ty + Lolo +... + Tnens 
Lis Toy + + + Tn étant les coordonnées du vecteur x rapportées à la 
base donnée. Par suite 
AX = ziA€; + TaÂes +... + TnAen = Mtits + too + ... + Antnen. 
En tenant compte de ce que les vecteurs de la base sont orthogo- 
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naux, On aura: 


nr ñn ñn n 
(4x, x)= (D Aires, D tuer) = D D Arr (ej, ex) = 
j=1 R=1 J2=1ihk=1 
n ñn n 
= D D utrhôm= di hlxP, 
1=1 k=1 j=1 
c'est-à-dire 
ñn 
(4x, x)= X A|z;F. (7) 


En remplaçant dans l'égalité (7) À; par la plus petite valeur de À, 
on obtient : 


n 
(Ax, x)>h 2 |z;P=A(x, æ). 
=1 


De façon analogue, en substituant à À; dans l'égalité (7) la valeur 
maximale À, on trouve: 


(4x, x)<A 3 [x = À (2, x). 
=! 


Ainsi, l'inégalité (6) est démontrée. 

Corollaire. Les valeurs propres minimale À et maximale A 
d'une matrice symétrique réelle À sont respectivement les valeurs 
minimale et maximale de la forme quadratique 

uU — (Ax, à) 
sur la sphère unité (x, æ) = 1. 
En effet, en posant dans l'inégalité (6) (x, x) = 1, on aura: 
ÀA<(AX, x)< A. 
De plus, si 4x =—Àx, il vient 
7 (Ax, x) = (Àx, x)= À; 
d’une façon analogue, si Ax = Ax, alors 
(Ax, x) = (Ax, x) = À. 
Ainsi, 
À=min(Ax,x) pour (x, x)=" 
et 
A=max(Ax,zx) pour (x, x)—1. 

La matrice symétrique réelle À = [a;;]l est appelée matrice définie 

positive si la forme quadratique correspondante 


n nn 
u — (Ar, x) —= à à GijTixS 
2— 


1= 
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est définie positive (cf. chapitre VIII, $ 13), c'est-à-dire que pour 
tout vecteur x =£ 0 on a: 
(Ax, x) > 0. 


Théorème s. Une matrice symétrique réelle est définie positi- 
ve si et seulement si toutes ses valeurs propres sont positives. 
Démonstration. Si À une matrice symétrique réelle et 


ses valeurs propres À; sont telles que À; > 0 (j = 1, 2, ..., n), 
la formule (7) de la démonstration du théorème précédent amène: 


n 
(Ax, x) = 2 À; | T j Fs 
J— 


OÙ LC (Fi Le sé): D'où pour x #0 
(Ax, x) > 0, 


et la matrice À est définie positive. 
Inversement, soit À une matrice symétrique réelle définie positive. 
En vertu du théorème 1, toutes ses valeurs propres A4, À», . .., 
sont réelles et 
À = min (A4, Às, . . ., Ân) 


est la plus petite valeur de la forme quadratique u = (4x, x) sur la 
sphère (x, x) = 1. La forme quadratique étant positive sur cette 


sphère, on a donc: 
À > 0. 


On en tire à plus forte raison 
\kj> 0 pour j=1,2,...,n. 


Voici sans démonstration les conditions de définition positive 
d'une matrice réelle [2]. 

Théorème 6. Pour qu'une matrice réelle À = [a;;l, avec 
di = aji, soit définie positive, il faut et il suffit que les conditions de 
Sylvester 
Qi Air 


A=ai>0; A=— Dis: 


doi 2e 


Gji 2 - +. din 


Any Œn2 --- Ann 
soient remplies, c'est-à-dire la matrice symétrique réelle À est définie 


positive si et seulement si les mineurs diagonaux principaux de son 
déterminant det À sont strictement positifs. 
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$ 16*. Propriétés des matrices à éléments réels 


Dans ce qui suit nous allons étudier essentiellement les matrices 
A = la;;l dont les éléments a;; sont réels. 

Soit À = [a;;) une matrice carrée réelle d'ordre nr. Son équation 
caractéristique 


det (A — ÀE) = 0 


étant un polynôme aux coefficients réels, si les racines À4, À», Ë 
... Ân de l'équation caractéristique, qui représentent les valeurs 
propres de À, sont complexes, elles sont conjuguées deux à deux 
(chapitre V, $ 1), c'est-à-dire si À, est une valeur propre de À, le 
nombre conjugué À* est également une valeur propre de À de même 
ordre de multiplicité. 

I1 se peut qu’une matrice réelle ne possède pas de valeurs propres 
réelles. Toutefois, dans un cas particulier important, lorsque les 
éléments d'une matrice sont positifs, on assure l'existence au moins 
d'une valeur propre réelle [6]. 


Théorème de Perron. Si tous les éléments d'une ma- 
trice carrée sont positifs, sa valeur propre la plus grande en module est 
également positive et est une racine simple de l'équation caractéristique 
de la matrice ; à cette racine est associée un vecteur propre de coordonnées 
positives. 

Les vecteurs propres d'une matrice réelle À à valeurs propres 
distinctes sont dans le cas général complexes et ne jouissent pas de la 
propriété d' orthogonalité. Cependant, en faisant appel aux vecteurs 
propres de la transposée 4° , on peut obtenir ce qu'on appelle les 
relations de biorthogonalité qui, pour le cas d'une matrice symétrique, 
sont équivalentes aux relations d'orthogonalité ordinaires. 


Théorème 1. Sila matrice À est réelle et ses valeurs propres 
sont deux à deux distinctes, il existe deux bases {x;} et {x;} de l’espace 
E, composées respectivement de vecteurs propres de À et de vecteurs pro- 


pres de la transposée À’, qui vérifient les conditions biorthonormales 
suivantes: 


0 pour j Zk, 


Lr';, R) — | 
Gr, x) k pour j—k#. 
Démonstration. Soient A4, À», ..., À les valeurs pro- 
pres de la matrice À. Etant donné que la matrice À est réelle, ses 
valeurs propres sont conjuguées deux à deux, c’est-à-dire que si À; 
est sa valeur propre, le nombre conjugué 1e l’est également. Dési- 
gnons par x; (j = 1, 2, ..., n) les vecteurs ‘propres correspondants 
de À 
Ax; = ha; (j=1,2,...,n). (1) 


25—01072 
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Les vecteurs {x;} forment une base de l’espace E, ($ 12, théorème 2, 
corollaire). 

Comme le déterminant ne change pas sa valeur lors du remplace- 
ment des lignes par des colonnes, 


det (4° — ÀE) = det (A — ÀE) 
et, par conséquent, la transposée 4” de la matrice a les mêmes valeurs 


propres À; que À. Soient x; (j — 1, 2,..., n) les vecteurs propres 
de la matrice À” associés aux valeurs propres conjuguées 1°: 


A'xi= Ma; (j=1,2,...,n). (2) 


Les vecteurs {x;} forment également une base de l’espace EÆ;. 
Les bases {x;} et {x;} sont biorthogonales: 


(x;, xx) =0 pour j <k. (3) 
En effet, d’une part on a: 
(4x, ah) = (At, RC) = À (x, La). (4) 


D'autre part, compte tenu du fait que la matrice À est réelle, on 
obtient : 


(Az, an) = (2, A’) = (23, MR) = À (ay, LR). (5) 
Les égalités (4) et (5) entraînent 
À; (x, 2%) = An (x, %). (6) 


Comme À; # A4 pour j#k, l'égalité (6) entraîne l'égalité (3). 
Montrons que les vecteurs {x;} et {x;} peuvent être normés de façon 


que 
(tj X ;) — 1 (j — 1, 2, ._. .) n). (7) 


En effet, développant le vecteur x; par rapport aux vecteurs de la 
base {æxi, Æ;, .- .., Æh}, ON aura: 


Xi = Cl +... TX +... +CnTn. 
D'où, compte tenu de la condition de biorthogonalité (3), 
(x, 2j) = cf (as, 5) +. + cf (æs, x) +... 
+ Ca (ls En) = (x, x) > 0; 
(x;, x) = a; 0. 


e La Le 1 ? 
En prenant au lieu des vecteurs x,, ..., æA les vecteurs ag Luc. 


et 


ZE va on obtient la norme (7) nécessaire du fait que 


| : | , 1 ; 
(er are) = xj)=—.aj;—=1 (j=1, 2, sen) 
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Ainsi, si les valeurs propres d’une matrice réelle À sont distinctes, 
on peut toujours trouver pour une base propre {x;} de À une base 
propre {x;} de la transposée À” telle que 


(3, LR) = Ôjns (8) 
où 0}, est le symbole de Kronecker. 
Corollaire. Si la matrice À est réelle et symétrique (4° = 
— A), on peut poser: æ; = x; (j = 1, 2, ..., n), où x; sont les 
vecteurs propres normés de À (cf. $ 15). Il vient 
(æ;; Th) —= Ôjx. 
Déduisons encore un développement bilinéaire d'une matrice A. 
Théorème 2. Soient À une matrice réelle carrée et 
Tij 
X= 
Lnj 


(j = 1, 2, ..., n) ses vecteurs propres considérés comme matrices 
colonnes et 


Xh—= [Tin --- Tna] 

(4 = 1, 2, ..., n) les vecteurs propres respectifs * de la transposée À 
considérés comme matrices lignes, les conditions de biorthonormalité (8) 
(A, AK) = XhX ; = Ojn (9) 
étant vérifiées. 

Alors, on a la relation 

À = À ZX, + Mk oX, +... LinXnÂn; (10) 

Où À» À2y + + « Mn SOnt les valeurs propres de la matrice A. 

Démonstration. Considérons les matrices 


Li ’ 
Li! ” Lin TL;: e + e Lan! 
X=|: :: ét = ess : 
Tns ® Lnn Tin -.. Tnn 


composées respectivement des colonnes X} (j = 1, ..., n) et des 
lignes X, (Æ=1,.-..,n). 
L' égalité (9) entraîne 


X'X— FE zhitn;) = [X;Xi] = [ôjil =E, (11) 


* C'est-à-dire associés aux mêmes valeurs propres des matrices À et 4°’. 
25% 


388 GÉNÉRALITÉS SUR LA THÉORIE DES ESPACES VECTORIELS [CH. X 


où E est la matrice unité. Comme la matrice X est composée de colon- 
nes linéairement indépendantes, elle est régulière, det X — 0, et 
il existe donc l'inverse X-1. En vertu de l'égalité (11) (cf. chapitre 
VII, $ 4, théorème, remarque 1), on a: 


XX”, 
On en déduit 
XX: —#E, 
et on obtient ainsi les deuxièmes relations de biorthogonalité [7] 
2 TihTih EE Ôij. (12) 


En appliquant ces relations, on a: 
XaXi + XXE + XX = [rnté + 


+ [tiatio] +... + [Tintin] = C2: Tintin] = [65] = E, 


c est-àa-dire 
E = XiX, + XoX, +... + XhX,. 


En multipliant à gauche cette égalité par À et compte tenu de 
AX; = À;x); (j = 1, PRES n), 


on aboutit évidemment à l'égalité (10). 

Notons que dans l'égalité (10) X; et X; (j=1,2,...,n) 
sont des vecteurs propres de À et 4”, associés à la même valeur 
propre À; malgré les notations du théorème 1, où x; et x; sont des 
vecteurs propres de À et 4”, associés aux valeurs propres À; et À? 
complexes conjuguées. 
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CHAPITRE XI* 


SUPPLÉMENTS SUR LA CONVERGENCE DES PROCESSUS 
ITÉRATIFS DES SYSTÈMES D'ÉQUATIONS LINÉAIRES 


$ 1. Convergence des séries matricielles entières 


Théorème 1. Une série matricielle entière 


ÿ ar X* (1) 
k=0 
à coefficients numériques a. converge si toutes les valeurs propres À, 
25 + + + Àn de la matrice X se situent dans le cercle de convergence 
Jermé |z|<R (fig. 56) de la série 
scalaire entière 
D arx" (2) 
k=0 
(x — E + in), Les valeurs propres reposant 
sur la circonférence du cercle de convergence 
étant simples et constituant des points de 
convergence de la série (2). 

Une série (1) diverge si au moins une 
valeur propre de X se trouve en dehors du 
cercle de convergence fermé de la série (2) 
ou s’il existe une valeur propre de X repo- : Fig. 56. 
sant sur la circonférence du cercle de con- 
vergence pour lequel la série (2) diverge. 


Démonstration. 1) Soit la matrice X telle que 
IMI< RAR, “et lAnl À. 


Supposons pour simplifier que les valeurs propres À; (j = 1, 2, ... 
.., À) de À soient simples. La matrice X peut alors être diagonalisée 
à l’aide d'une matrice régulière S 


À = 5 "|AS .. A1 S. 


Introduisons les notations 


m 


Fn(X)= 3 axX*, Îm (x) =: > anz* 


R=Ù 
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et 
f(x) = lim Îm(x) = 2 ant". 


On a 
En(X) = Ÿ an {S71 [Au ce Àn] S* = 51 | 4 [At, ..., M] S — 
Rk=0 k=0 
= ST [fn (M) +3 fn (An)]S. (3) 


Puisque les nombres À; se trouvent à l'intérieur du cercle de conver- 
gence de la série entière (2) ou bien coïncident avec les points de 
convergence de cette série, lesdits points appartenant à la circonfé- 
rence du cercle de convergence, il existe des limites finies 


FOND = lim fn) G=1 2....,nx 


En passant dans la formule (3) à la limite quand m — © on amène: 
F(X)= lim Fm (X)=S"1[f (A), .... f(An)lS. (4) 


c'est-à-dire la série matricielle (1) converge en X. 

On peut démontrer que le théorème est vrai également pour des 
valeurs propres multiples À;, mais nous n'examinerons pas 
ce cas [11]. 

2) Supposons, par exemple, qu au moins une valeur propre À; 
de la matrice X soit telle que 


MI> A. 


Comme À, repose hors du cercle de convergence de la série entière 
(2), quand m —+ oo, f" (À) n’a pas de limite. La formule (3) entraîne 
que, lorsque m —+ co, F,, (X) n’a pas non plus de limite, c'est-à-dire 
la série (1) diverge en XX. 


Un résultat analogue s'obtient si |[A,[— R et la série >'axA* est 
K=0 
divergente. 


Remarque. D'après (4), si À4, À, ..., Àn sont des valeurs 
propres simples de X, alors f (Ai), f (A2), --.. f(An), où 


f (x) = 2 az”, 


sont les valeurs propres de la fonction 


F (X) = à axX*. 
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En particulier, les valeurs propres de la matrice X* sont les 
nombres À}, ..., À 


Théorème 2. La progression géométrique matricielle 
E+X+X+...+Xk+..., (5) 


où X est une matrice carrée d'ordre n, converge si et seulement si toutes 
les valeurs propres 


À = À; (X) G =1,2,...,n) 
de X reposent à l'intérieur du cercle unité 

FAST <A  (G=1,2,...,n); (6) 
de plus, si la série (5) est divergente, X* -# 0 pour 4 + oo. 


Démonstration. En effet, puisque pour la série entière 
correspondante 


DEA (7) 
k=0 
le rayon de convergence R = 1, pour |xz| — 1 la série (7) étant 


divergente, en vertu du théorème 1, la progression géométrique (5) 
ne converge que si les conditions (6) sont remplies. 
Si la série (5) est divergente, alors 


[Al > 1 Ft. 252. 1): 
D'où on a, cn supposant pour simplifier que les valeurs propres 
Àis + : :» An Sont distinctes, 
X =S 4,4 AS: 
S étant une matrice régulière. Donc 
X*—S-1fAR, ..., Ah]S, 
et, par conséquent, X* -+ O pour À —+ co. Cette dernière affirmation 


est vraie aussi pour des valeurs multiples de À;, mais nous ne nous 
attarderons pas sur ce fait. 


Théorème 3. Toute valeur propre 14, ..., À, d'une matrice 
carrée X ne dépasse en module aucune de ses normes canoniques 


[Al <SIZX || G = 1, 2, . n). 
Démonstration. Posons 
IX [= p 


et considérons la matrice 
Fee —— X, (8) 
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avec & > 0. Il est clair que 
ee Re 
II UIXI= SE <1. 
Par suite (chapitre VII, $ 10, théorème 5), la série 
OT ES ES D Le 
converge. 


On en déduit en vertu du théorème (2) que les valeurs propres 
Mis + « - Un de la matrice Y verifient les inégalités 


|u;| <1 Hd, 2 ss sn); 
Mais la formule ($) entraîne 


1 3 
MS (j=1,2,...,n). 


Donc 
[Ajl<p+e (G—1,2,...,n) 
ou, vu que le nombre £& est arbitraire, 
[Al<p = IX | (j = 1, 2, ...,n), 


ce qu'il fallait démontrer. 


$ 2. Identité d'Hamilton-Cayley 
Théorème. Toute matrice carrée X est une racine de son poly- 
nôme caractéristique, c'est-à-dire si 
PO) = AE PAT +... pr, 
où W(A)—det (AE —X), alors 
P(X)= À" + ATH... + PE = 0. 


Démonstration. Supposons que toutes les valeurs pro- 
pres À4, À», . . ., À, de X, c'est-à-dire les racines de l'équation carac- 
téristique wŸ (À) = 0, soient distinctes. La matrice X peut être alors 
diagonalisée à l’aide d’une matrice régulière S : 


X — STE [A, À, 7 A] S. 


Comme + (X) est un cas particulier de la série matricielle entière, 
la formule (4) du $ 1 entraîne 


bp (X) = 8-1 hp (M), D (ke), +, Ÿ (An) S- 
Mais il est évident que 
Ÿ (4,) = 0 G =1,2,...,n). 


Il vient donc 
1 (X) = S-1I0, 0, ..., OÏ] S = 0. 


$ 3.] CONDITIONS DE LA CONVERGENCE DU PROCESSUS ITÉRATIF 393 


Si l'équation caractéristique vw (À) — 0 possède des racines multi- 
ples, elles peuvent être considérées comme les limites des racines 
distinctes, lorsqu'on donne aux coefficients de l'équation des écarts 
infiniment petits [1]. Il en résulte que le théorème se généralise 
à ce Cas aussi. 


8 3. Conditions nécessaires et suffisantes 
de la convergence du processus itératif 
d’un système linéaire 
En utilisant les valeurs propres d’une matrice & = [&;;] on peut 


donner les conditions nécessaires et suffisantes de la convergence du 
. # e L] « . » . 
processus itératif d un système linéaire 


x = ax + f, (1) 
avec 
Bi Ti 
B=|: | et æ—1: 
Pr LÉ 


Théorème. Pour que le processus itératif 
x = ax DE 
A1; 2: (2) 
converge quel que soit le choix du vecteur initial æ‘® et quel que soit 


le terme constant B, il faut et il suffit que les valeurs propres de «, 
c'est-à-dire les racines de l'équation caractéristique 


det (œ — AE) = 0 
soient en module inférieures à un. 
Démonstration. La formule (2) entraîne: 
AM =(E tata +...+at-1)p + ax. (3) 


On en déduit que la convergence du processus itératif (2), B et æ{°) 
étant arbitraires, est équivalente à la convergence de la progression 
géométrique matricielle 


Eta+a+...- S a. (4) 


En vertu du théorème 2 du $ 1 la progression géométrique (4) conver- 
ge si toutes les valeurs propres À; (j = 1, 2, ..., n) de « vérifient 


les inégalités 
[Al<i G=12,..,n). (5) 


Puisque dans ces conditions &«*—> O0 quand k — oo, la formule (3) 
conduit à un processus itératif convergent quels que soient B et x{°), 
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c'est-à-dire il existe une limite 
lim x*—, 
Rk—+00 
où x est évidemment une solution du système (1). 

Si les inégalités (5) ne sont pas observées, la série (4) diverge. 
Dans ce cas, pour un certain choix du terme constant et du vecteur 
initial 4°, le processus itératif diverge également. 

Ainsi, pour rendre convergent le processus itératif (2), il faut et 


il suffit que toutes les racines À1, À, . .., À, de l'équation caracté- 
ristique 
4: — À (e AT 0 Œin 
Co: Ugo — À ŒQon _0 
Œns Œn2 nn — À 


vérifient les conditions | Ay| 1 (j = 1,2, ..., n). 
Corollaire. Pour que le processus itératif (2) converge il 


suffit que 
Ilœ 1 1, (6) 


pour une norme canonique (cf. chapitre IX, & 1). 
En effet, en vertu du théorème 3 du $ 1, l'inégalité (6) conduit 
à l'inégalité (5). 
Remarque. Considérons le système linéaire 
Az = b, ._ () 
où À = [a;jl et & = [b,, . .. b,] est un vecteur colonne. 
Soit 


Œii 0 : 0 
D=— 0 a» : ’ | L 0. 
0 O da, 


Pour réduire le système (7) au type spécial (1) on pose en général : 
A =D +(4 — D). 
D'où 
et puisque det D = a;1@22 . . . Ann 5 0, 
x = D''b + Dr! (D — À) x. 
On peut adopter 
a = D-1(D — À). 
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Ainsi pour que le processus itératif ordinaire du système linéaire 
(7) converge quels que soient le terme constant à et le vecteur initial 
20), il faut et il suffit que toutes les racines À, À2, . . .,À, de l’équa- 
tion caractéristique 


det ([D-1 (D — A) —XE] =0 (8) 
soient en module inférieures à un. Si l’on applique le théorème sur 


le déterminant du produit de deux matrices, l'équation (8) peut être 
transformée de la façon suivante: 


det D-1 det [(D — 4) —AD] = 0 
det [AD + (4 — D)] = 0, 


ou 


c'est-à-dire 


8 4. Conditions nécessaires et suffisantes 
de la convergence du processus de Seidel pour 
un système linéaire 


Considérons pour le système linéaire 
x = ax + f, (1) 
Bi 


où «œ—=[œ;] et B—| : |, le processus de Seidel 


Br 


i— 1 ñn 
2 = D 1520) + DCE UE 22 12, sons AT, 2%2::) 
j=1 j=i 


le vecteur initial arbitraire étant 


T; 
ALL — : 
Le 
Posons 
a=B+cC, 
où 
0 oO 0 0 Œyy 2 Œin 
B ue Œos 0 0 0 à C ee 0 Oo Œon | 
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Le processus de Seidel peut se mettre alors sous la forme matricielle 
suivante 


x = Br LCrhD LB (k—1,2,...). (2) 


Théorème. Pour que le processus de Seidel (2) du système (1) 
soit convergent quel que soit le choix du terme constant B et du vecteur 
initial 2x0), il faut et il suffit que toutes les racines À4, ..., À, de 
l'équation 


y —À y Xin 
det [C—(E—B)à] = Gr HR 2e =0 (3) 
ni Œnok nn —À 


soient inférieures en module à un. 
Démonstration. Il résulte de la formule (2) 
(E —B)x = Crt*-n 8. (4) 
La matrice £ — B est régulière du fait que 
det (E — B) = 1. 

Aussi, l'égalité (4) peut s’écrire 

xt =(E—By1CxËLL(E By1$. (5) 
Il est évident donc que le processus de Seidel est équivalent à une 
simple itération appliquée au système linéaire 

x = (E —B)-!'Cx +(E — BB)! f. 
En vertu du théorème du paragraphe précédent, pour que le processus 


(5) soit convergent il faut et il suffit que les racines À, . .., À, de 
l'équation caractéristique 


det ÎI(E —B)-1C —XE] =0 (6) 
vérifient les conditions 
[Ali (G=1,2,...,n). 
L'équation (6) est évidemment équivalente à l'équation (3). 
Remarque. Soit 


Ax = bd. (5) 
Posons 
Gi! 0 : 0 
D= 0 Goo .. 0 LE 0. 
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Pour appliquer la méthode de Seidel, dans les cas courants le systè- 
me (7) s'écrit 
Dx = (D —A)r +0 


ou 
x = D-1(D — A)æ + D-Ib. (8) 
Posons 
A — D = B; + Ci, 
avec 
0 O0 0 0 
B, … Go: 0 0 0 
ni ŒEn2 An, n-1 0 
el 
0 Ayo +. Aj,n-1 Gin 
Ce 0 0 .. A,n-1 on ; 


Alors, il vient 
D'1(D —A)=B+C, 


ou 
B — —D"B, et C = —DTIC;, 


de plus, les matrices triangulaires B et C réalisent la partition de la 
matrice du système (8) nécessaire pour appliquer le processus de 
Seidel. D’après la formule (3), la convergence du processus de Seidel 
pour le système (7) est définie par les propriétés des racines de l’équa- 
tion 
det [—D"C,; — (E + D-!B,;) À] = (0. (9) 
L'équation (9) peut être remplacée par une équation équivalente 
det [(D + B;) à + Cil = 0 
ou 
aux Œy2 +. Œin 
2h ... Qo 
Gp Uno Gen | _p. (40) 


Ainsi pour que le processus de Seidel appliqué au système (7) soit 
convergent, quels que soient le terme constant b et l’approximation 
initiale 2, il faut et il suffit que toutes les racines À; de l’équation 
(10) satisfassent aux conditions 


Lasl<<1 (G=1,2,...,n). 
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$ 5. Convergence du processus de Seidel pour 
un système normal 


Théorème. Pour un système normal le processus de Seidel 
converge quel que soit le choix du vecteur initial. 


Démonstration. Supposons que le système linéaire 
Ax = 0 (1) 


soit normal, c'est-à-dire que la matrice À = [a;;] soit symétrique 
et définie positive. 
Adoptons 
A=D+V+VS*, 


ay DO ...0 


O0 O ...ünn 

est une matrice diagonale, 
0 0 0 
4 Œoi (0 0 


An An 8 20 


0 yo . - + Ein 


une matrice triangulaire supérieure, transposée de Ÿ par suite de la 
forme symétrique'de À. On a alors: 


(D+HIV+V')x = 0. 


D'où 
Dx=d—(V +V*)x 
et 
x=Db—D1(V+V*)x, (2) 
avec 
1 9 0 
a11 
Di=| 0 +... 0 |. 
Gs2 
0 | 
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D'après ce qui précède, le ‘processus de Seidel du système (1) 
ou du système (2), équivalent à (1), se construit de la façon suivante: 
x = DAb+ BAM LCR  (k=1,92, ...), (3) 
avec 
= —D"1V et C = —DrIV*. 


En vertu du théorème du paragraphe précédent, pour que le processus 
converge, il faut et il suffit que toutes les valeurs propres À de la 
matrice 


M = (E — B)C 
soient en module inférieures à un. 
Dans notre cas on a: 
M = —(E + D-V)-1D-1Y* = — [D-1(D + V)j1D-1y* — 
= —(D + V)-DD-1VS = — (D + V)1v*. 


Soit e un vecteur unité propre de la matrice M associé à la valeur 
propre À 


(D+VY1V'e— — 2e 


ou 
V'e= —1(D+V)e. 
On en tire 
(Ve, e)— —à [(D+V)e, el 
et 


À — — (Vre, €) 
7 ({De,e)+(Ve, e) ” 
Introduisons les notations 


(De, = 2 ajjle F=0>0 
et 
(Ve,e)=a+if 
(« et B réels et i— —1). 
La matrice V* étant la transposée de V, on obtient : 
(Ve, e)=(e, Ve) =(Ve, e)}* = a—ip. 


Donc 
D 
7. (o+a)+if 
et donc 


VÜG+a +R () 
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Le fait que À est définie positive donne 
(4e, e)= (De, e)+(Ve,e) +(V'e, e) = 


=0+(a+ip)+(æ—if)=0+2&>0, 
c'est-à-dire 


G+a> —a. (5) 
Ensuite, la positivité du nombre © conduit évidemment à: 
C+a > a. 
Ainsi, l'inégalité 
o+a>|al (6) 


est toujours vraie. Îl en résulte pour les termes de la fraction (4): 
V(o+oP+F>Va+fp>0, 


[Al 1, 


ou 


ce qu'il fallait démontrer. 


$S 6. Vérification efficace des conditions de convergence 


Pour vérifier les conditions du théorème de convergence des pro- 
cessus itératifs, il faut disposer de critères efficaces permettant 


de définir si les racines À4, À:, . . ., À, du polynôme algébrique donné 
LA) = PAS + PAM +. + Pr (1) 

vérifient ou ne vérifient pas la condition 
[Asl<A (G—=1,2,...,n). (2) 


Ce problème peut être résolu simplement en faisant appel aux condi- 
tions de Hurwicz connues [2]. 


Théorème de Hurwicz. Supposons que les coefficients 
Pr (k = 0, 1, ..., n) du polynôme (1) soient réels, que po >> 0 et que 


Pi] Po 0 0 ...0 (4) 0 

Ps P2| Pi Po.--0 0 0 
Re ut : 
+ Pr Pn-1| Pn-2 


0 0 0 0...0 0 Pn 


soit une matrice d'ordre n dont les lignes sont des suites des coefficients 
du polynôme (1) 
Pam-is Poam-2s + + +5 P2m-n) 


où on a posé px = O pour k 0 et k> n. Alors, toutes les racines 
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Àjs À2s + + «+ Àn de (1) possèdent des parties réelles négatives 
ReA<0O (j—=1,2,...,n) 
(c'est-à-dire se situent dans le demi-plan gauche du plan complexe 


À — à + iB), si et seulement si les mineurs diagonaux principaux de 
M sont positifs, soit 
an — Pi > 0, | 


A 7 Po _ 
Tnt Ps P2 (3) 


An = PnAn-1 > 0. 
Exemple 1. Pour le trinôme du deuxième degre 
Po + Pik + Pa 
les conditions de Hurwicz s’écrivent 
Po>0, p>0, pr>0. 


Nous voulons déterminer le cas où les racines du polynôme (1) 
vérifient la condition (2), c'est-à-dire reposent dans le plan com- 
plexe À à l'intérieur du cercle unité 


[Al 1. 

La fonction homographique 
je BEET 
nu — 1 


permet de transformer l'intérieur du cercle unité | À| <1 en un 


demi-plan gauche Re u <<0. Le polynôme (1) se met alors sous la 
forme 


EE) = (nf) pe 


nu —1 
1 et n n— ï n 
= [Po (u + A1) + pau + 1) Qu —1) + + pa(u—1)]. 
Il en résulte que les racines de (1) reposent à l’intérieur du cercle 
unité si et seulement si le polynôme auxiliaire 
F (u) = + [po (u + 1) + pa Qu + 197 (u —1) +... 
+ pau — 1) 


satisfait aux conditions de Hurwicz (3), le signe étant choisi de façon 
que le coefficient du terme principal 


+ (Po + Pi He. + Pn) > 0. 
Exemple 2. Considérons le trinôme du deuxième degré 
[O= ++ (4) 


26—01072 
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où p et q sont réels. Le polynôme auxiliaire est de la forme 
Fu) = +l(u +1) +p(u+1)(u —1) +q(u — 1} — 
= +[U+p+gu+2(41—-qu+({—p + al 
Les conditions de Hurwicz donnent 
+(1+p+9>0, 
+(1—-9)>0, | 
+ (1—p+9)>0. 
Considérons les cas: 
a) g 1, alors g> —p —1 et g> p —1; 
b) g > 1, alors g << —p — 1 et q <p —1, 
ce qui est impossible. 


Donc les racines A, À de l'équation (4) sont inférieures en module 
à un si et seulement si 


Ipl<1+9 Igl<1. (9) 

Puisque pour r = 2, l'équation caractéristique de la matrice « 
s'écrit 

Lui — À Œie 


os ner | 


ou ‘ 
À — (@1: + 2) À + det &« — 0, 


alors, pour que le processus itératif correspondant d’un système 
de deux équations converge, il faut que 
| det a | 1. 


En général, les domaines de convergence d'un processus itératif 
ordinaire et d'un processus de Seidel se superposent. Il existe des 
systèmes linéaires tels que le processus itératif ordinaire converge 
alors que le processus de Seidel soit divergent et inversement {3]. 


Exemple 3. Considérons le système linéaire 


x = ax + (6) 
à matrice antisymétrique 


Br 
Œ = ! 
—4 P 
p et q étant réels. 
L'équation caractéristique de & est de la forme 


p—àÀ 


— ( 
—q pP—à 
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ou 


D'où 


(à —p} +g =0. 


M2 = p + ig. 
Pour que la méthode itérative ordinaire converge, il faut et il suffit 


que 
[Ael=V p°+g<1, 
c'est-à-dire 
p° + <1 


(domaine À de la figure 57). 
Pour la méthode de Seidel l'équa- 
tion qui définit la convergence s'écrit 


p—À 9q 


À perl 


ou 
M —(2p —g)Ak + p* —=0. (7) 


En vertu des résultats de l'exemple 

(2), pour que les racines À, et À de 

l'équation (7) vérifient les conditions 
[ul] <1, [As 1, 

il faut et il suffit de respecter les inégalités 


|2p —g|<1+p,  p° <1, 


d'où 
[pl Igl<1+p 

(domaine B de la figure 57). Les domaines À et B se superposent 
partiellement ; il s'ensuit que pour le système (6) on peut choisir 
les coefficients p et q premièrement tels que la méthode itérative 
converge et que la méthode de Seidel diverge (par exemple, p — 
—= —0,5; qg = 0,6), et deuxièmement, tels que la méthode de Seidel 
converge et que la méthode'itérative diverge (par exemple p = 0,5; 
g = 1). 
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CHAPITRE XII 


CALCUL DES VALEURS PROPRES ET DES VECTEURS 
PROPRES D’UNE MATRICE 


$ 1. Notes d'introduction 


Il arrive souvent que pour résoudre des problèmes théoriques 
et pratiques il faille déterminer les valeurs propres de la matrice À 
donnée, c'est-à-dire calculer les racines de son équation caracté- 


ristique (séculaire) 
det (4 — AE) = 0, (1) 


ainsi que ses vecteurs propres associés. Le deuxième problème est 
plus simple, car si les racines de l'équation caractéristique sont 
connues, la recherche des vecteurs propres se ramène à l'obtention 
de solutions non nulles de certains systèmes linéaires homogènes. 
Nous allons donc en premier lieu étudier le calcul des racines de 
l'équation caractéristique (1). 

A cet effet on fait surtout appel à deux procédés : 1) développe- 
ment du déterminant caractéristique en un polynôme de degré n 


D (à) = det (A —XE) 


et résolution de l'équation D (À) = 0 par l’un des procédés approchés 
connus (par exemple, par la méthode de Lobatchevski-Graeffe, cf. 
chapitre V, $$ 7-12) et 2) approximation des racines de l'équation 
caractéristique (le plus souvent maximales en module) par la méthode 
itérative sans développer au préalable le déterminant caractéristique. 

Nous exposerons dans ce chapitre les méthodes principales de 
résolution du problème général énoncé, en commençant par le 
développement des déterminants caractéristiques. 


8 2. Développement des déterminants caractéristiques ‘ 


Ainsi qu'il est connu, le déterminant caractéristique d'une matrice 
A = {a;;] est un déterminant du type 


Ayy —À Œja …. Œin 


D() -- det(A—XE) — (4) 
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En l’annulant on obtient une équation caractéristique 
D (à) = 0. 


Si le problème consiste à trouver toutes les racines de cette équa- 
tion, il convient de calculer d’abord le déterminant (1). 
Le développement de (1) donne un polynôme de degré n 


D(A)=(—1Y [AM — OAI OA... +(—A1Ÿ o,], (2) 


n 
Oi — 2 Zac 
a=1 


est la somme de tous les mineurs diagonaux d'ordre un de la matri- 
ce À; 


ac UaB 


Oo == 
fa App 


a<p 


est la somme de tous les mineurs diagonaux d'ordre deux de la 
matrice À; 


aa cb ay 
a<B<V| ya y Gyy 


est la somme de tous les mineurs diagonaux d'ordre trois de la matri- 
ce À, etc. Enfin 


On = det À. 


On voit aisément que le nombre de mineurs diagonaux d'ordre k 
de la matrice À s'écrit 


A à REA Len 2 (k = 1, 2,. 


F1 = lle 


On en tire que le calcul immédiat des coefficients du polynôme 
caractéristique (2) est équivalent au calcul de 


LHCI+...+CR= 2" 


déterminants de divers ordres. Ce dernier problème est difficile 
à réaliser dès que les valeurs de r deviennent quelque peu grandes. 
Aussi a-t-on conçu à cet effet des méthodes spéciales (méthodes de 
Krylov, de Danilevski, de Leverrier, méthodes des coefficients indé- 
terminés, d'interpolation, etc.) (cf. [1]). Dans les paragraphes qui 
suivent nous exposerons certaines de ces méthodes. 
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$S 3. Méthode de Danilevski 


Cette méthode consiste en principe à ramener le déterminant 
caractéristique à la forme normale de Frobénius 


Pa—À Pa Ps :.- Pn 


4  —X1 O0 0 
D()=| 0 4 —à... O |: (1) 
0 0 O0 =} 


* 


Si nous parvenons à mettre le déterminant caractéristique sous la 
forme (1), on obtient en le développant suivant la première ligne 


D) = (p—À)(—T — pa(— AT + ps(—AN TS — + (— DE pr 
ou 
D(A)=(— 1) CAT — AE — pa ph — ...—pn). (2) 
Ainsi, développer le déterminant mis sous la forme (1) ne 
présente aucune difficulté. Désignons par 


Giy Gus --. Ain 


la matrice donnée et par 


1 “O° xzx “0: 0 


une matrice de Frobénius, semblable à la première, c'est-à-dire 
P — S1AS, 


S étant une matrice régulière. 
Les polynômes caractéristiques des matrices semblables étant 
les mêmes, on a: 


det (4 —hE) = det (P —XE). (3) 


Pour justifier la méthode il suffit donc de montrer comment on 
construit P à partir de À. D'après la méthode de Danilevski, pour 
passer de la matrice À à la matrice semblable P, on effectue nr — 1 
réductions qui transforment successivement les lignes de la matri- 
ce À à partir de la dernière, en lignes respectives de la matrice P. 
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Montrons le départ du processus. Il nous faut réduire la ligne 
Anidn2 - - - En, n-14nn 


pour obtenir la ligne O O0 ... 1 0. En supposant que a, »1 0, 
divisons tous les éléments de la (7 — 1)-ième colonne de À par 
Ann: La n-ième ligne s'écrit alors 


Un14n2 e + + Anne 


Retranchons ensuite la (7 — 1)-ième colonne de la matrice trans- 
formée multipliée respectivement par les nombres @,1, a, . 
de toutes ses autres colonnes. 

Il en résulte une matrice dont la dernière ligne a la forme cherchée 
0 0... 1 0. Les opérations indiquées sont des transformations 
élémentaires appliquées aux colonnes de la matrice À. En appliquant 
ces mêmes transformations à la matrice unité on obtient la matrice 


e ? Ann 


1 0 xs 0 0 
0 1 0 0 
Mauro... 
Mn-1.1 Mn-4,2 ce Mn4,n1 Mn-ion 
0 0 “. 0 1 
où 
Mn i= — PAR avec i£n—1 (4) 
et 
1 , 
RAI ve Gnon1 G ) 


On en tire (cf. chapitre VII, $ 14) que les opérations effectuées 
sont équivalentes à la prémultiplication de la matrice M,,-, par la 
matrice À, c'est-à-dire après les transformations indiquées on obtient 
la matrice 


AMni=B=| Pot ER So A Lee \ (5) 
Dn-1, 1 Da-4.2 . ee ba-1. n-1 bn-1. n 
(® 0 … 1 (0 


L'application de la règle de multiplication des matrices donne 
les formules pour calculer les éléments de la matrice B: 


bij = Gij+ Gi, n4Mn-i, y AVEC 1LiLn; jÆn—1; (6) 
bj,n-1=@i,n1Mnni, ni avec 1<i<n. (6”) 
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Toutefois, la matrice B = AM,.;, ne sera pas semblable à la 
matrice À. Pour réaliser une réduction, il faut postmultiplier l’in- 
verse M}, par la matrice B: 


M AM 1 = M;,B. 


La vérification directe montre facilement que l'inverse Af°!, 
est de la forme 


14 0 ... O oO 


M= O 1 ... 0 0 : 
ARLES Œni Zn ..…. An, n-1 nn ° (1) 
0 O0 ... (9) 1 
Soit 
Ma AM =C. 
Donc 
C=M;,B. (8) 


Puisqu'il est évident que la postmultiplication de M5, par B ne 
change pas la ligne transformée de cette dernière, la matrice C 
s'écrit 


Ci C12 ° Ci, n-1 Cin 
C2 Con Co, n-1 Con 
EE | (9) 
Cn-1,1 Cn-1,2 --- Cn-1,.n-1 Cn-1.n 
0 OU HE | 0 
En multipliant les matrices M5, (7) et B (5), on a: 
Ci —=hbiy avec 1<i<n—2 (10) 
et 
n 
Cn-1. / = ÿ Gnkoxy avec 1<j<n. (10”) 
k=1 


Ainsi la multiplication de M;°1 par B ne change que la 
(nr — 1)-ième ligne de B. Les éléments de cette ligne s’obtiennent 
d'après les formules (10) et (10’). La matrice C obtenue est sem- 
blable à la matrice À et possède une ligne réduite. La première étape 
du processus est ainsi achevée. 

Ensuite, si Ch-1, n-2 7< 0, on peut refaire les opérations analogues 
sur la matrice C en prenant comme ligne du pivot sa (n — 2)-ième 
ligne. Il en résulte la matrice 


D — Mn,CM 1-0 


à deux lignes réduites. Soumettons cette matrice aux mêmes opéra- 
tions. En poursuivant ce processus on obtient finalement la matrice 
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de Frobénius : 
P=M;... ME ,MA AM n3M neo - Mi, 


si, certes, toutes les rz — 1 transformations intermédiaires sont 
possibles. 

Tout ce processus peut être traduit par un schéma de calcul com- 
mode dont la composition est illustrée par l'exemple suivant. 


Exemple. Ramener à la forme de Frobénius la matrice 
1234 
21 23 
3 212 
4 3 21 
Solution. Portons les résultats du calcul sur le tableau 25. 


Inscrivons sur les 1-4-ièmes lignes du tableau les éléments a:;; 
(i, j = 1, 2, 3, 4) de la matrice donnée et les sommes de contrôle 
à 


A = 


dis= à &y(i = 1, 2, 3, 4) (Z). Marquons l'élément &,3 = 2 figu- 
=1 


2= 
rant dans la troisième colonne (colonne marquée). Portons sur la 
ligne Î les éléments de la troisième ligne de la matrice M, 4 — Ms 
calculés d'après les formules (4) et (4°): 


Mas — — #2 Te —2; 
Mayo = — ne = —5- 19; 
Ma == 0,5; 

Mas — — = — + =0,5 


On place sur cette même ligne (1) l'élément 


ass 10 

Mas Se ne — pe —9, 
obtenu d’une façon analogue à partir de la colonne de contrôle Y. 
Le nombre —5 doit coïncider avec la somme des éléments de la ligne 
I qui ne font pas partie de la colonne de contrôle (après le remplace- 
ment de l'élément m33 par —1). Par commodité, inscrivons le nombre 
—1 à côté de l'élément m33 en les séparant par un trait. 

Inscrivons sur les lignes 5 à 8 de la colonne M”! la troisième ligne 
de la matrice M”! qui, en vertu de la formule (7), coïncide avec la 
quatrième ligne de la matrice initiale À. Portons sur les lignes 5 à 8 


Tableau 25 


Schéma de calcul de Danilevski 


Dr na m © A1 S © | — a lsl-|— 
| | 
HAE 1E 
u 1 7e) 2 Ne] 
nl OnTD © n lo m — oO © — ce — | — & = c: al le a 
LE ÈS | | | | | æ. 
s [518 FE 
mn 4 || > | À 
sm — san = © o “ Oo © © lo < ee nm lslslsl so 
CS SES ES CDS nan on nu S nRRS ES 
Le 
cs er © Je) Te) 
a l lun (Ye) t= Ge) s o Op] 
E ai [| | 5 Se — © ss |[o|l-| x ns ww |[olol-|l « 
6 = bE | = 
A S 
© mm Î meme À emmené |'emmmmseese | ec | ———— 
T a Re 
€ nu  w 5 tm | pe 
Fe ss ES e- © (Je) [ar] (e +) 
= oi IN æ4 NN © © ee — << ++ [ Vs) - — © | — © © 
© © = PS = [æ) ÊÈ# 
= L | © © | 
Q | | 
O 
|| —_Ù — || — | — QT 
8 [|5S 
4 SI ë 
— "Nm << CN | MOI = © à e D. — © © (de) ee un © © << 
| | | | Sn 
| à | 
rm 2 le = St dm eh Re 
e ei Ve) = Le p) Le. 
es «© _. 
= = + © = S : <— — = LT) S à 
_ Ca Led mt 
d te Lea | 
=: È : 
© 
See _ ue _ s 
ESS | ae « | <[nefr]æe [R||z [eo lfRI|zls £ [El[sIelSlE 
7 © = 
2 
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et sur les colonnes correspondantes les éléments de la matrice 
PB — AM 3, 


calculés d’après les formules à deux termes (6) pour les colonnes non 
marquées et d’après la formule à un terme (6”) pour la colonne mar- 
quée. Par exemple, pour la première colonne on a: 

by = 1 +3(—2) = —5 

bu —=2+2(—2) = — 

by = 3 +1(—2) = 1; 

by = 4 +2(—2) =0; 
etc. 

Les éléments transformés de la troisième colonne (marquée) 
s'obtiennent en multipliant les éléments initiaux par m33 = 0,5. 
Par exemple, 

b;: — 3 -0,5 —= 1,5; 
b:s = 2 -0,5 —= À : 
b:3 —= 1-0,5 D 0,5; 
b,3 — 20,5 = 1. 
Constatons que la deuxième ligne de la matrice B doit s'écrire 


0 O0 1 O. 


Pour vérifier, complétons B par les éléments correspondants de la 
colonne Z transformés suivant les formules à deux termes analogues, 
avec Mas — —0. Par exemple, 


big = 10 + 3-(—5) — 

bag = 8 + 2(—5) = — 
by = 8 + 1-(—5) = 3; 
big = 10 + 2-(—5) = 0. 


Inscrivons les résultats obtenus sur les lignes correspondantes de la 
colonne ©’. En leur ajoutant les éléments de la troisième colonne, 
on obtient les sommes de contrôle 
k 
bis= Dbiy  (i=1, 2, 3,4) 
j=1 


pour les lignes 5 à 8 (colonne Z). 

La transformation M;! de la matrice B qui donne la matrice 
C — M;'B ne change que la troisième ligne de B, c'est-à-dire la 
septième ligne de la matrice. Les éléments de cette ligne transformée 
7° s’obtiennent d'après la formule (10), c’est-à-dire ce sont des som- 
mes des produits pairs des éléments de la colonne M”, figurant 
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sur les lignes 5 à 8, par les éléments correspondants de chacune des 
colonnes de la matrice B. Par exemple, 


Cu = 4(—5) +3(—2) + 2-1 = —24, 
etc. | 
Opérons de même sur la colonne Z : 


Cas = 4 (—3,9) + 3 (—1) + 2:-3,5 + 1-1 = —9. 


Il en résulte la matrice C composée de lignes 5, 6, 7”, 8 aux som- 
mes de contrôle Ÿ, la matrice C étant semblable à la matrice À et 
possédant une ligne réduite 8. Là prend fin la première réduction 
C = MS'AM 3. 

Ensuite, en prenant la matrice C pour initiale et en prélevant 
l'élément c3: = —15 (deuxième colonne), on poursuit la procédure 
d'une façon analogu:. Il en résulte la matrice D = M;'CM: dont 
les éléments figurent sur les lignes 9, 10’, 11, 12 et qui contient 
deux lignes réduites. Enfin, en partant de l'élément d:, — G (pre- 
mière colonne) et en transformant la matrice D en une matrice 
semblable, on obtient la matrice de Frobénius P cherchée dont les 
éléments figurent sur les lignes 13”, 14, 15, 16. A chaque étape de la 
procédure, le contrôle se fait à l’aide des colonnes ZX et ZX’. 

Ainsi la matrice de Frobénius s'écrit: 


4 40 56 20 
1 0 0 0 
P=lo 1 0 o 
0 0 1 0 
On en déduit que le déterminant caractéristique réduit à la forme 
normale de Frobénius est de la forme: 
4—X 40 56 20 
—}h O0 0 
0 1 —X O0 
0 0 1  —À 


D(à) 


ou 


D (À) = À — 4% — 40° — 561 — 20. 


$ 4. Cas particuliers de la méthode de Danilevski 


Le processus de Danilevski ne présente aucun inconvénient si 
tout élément marqué est différent du zéro. Nous examinerons dans 
ce qui suit les cas particuliers lorsque cette restriction n'est pas 
observée. 
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Supposons que la transformation de la matrice À en une matrice 
de Frobénius P aboutit après quelques pas à la matrice 


di dy .… din ... din din 


0 0 1 0 0 |” 
0 0 0 0 0 
0 O0 0 1 0 


‘et il s'avère que dy, n-y = 0. 

La transformation par la méthode de Danilevski devient alors 
impossible. Deux cas peuvent se présenter. 

1. Supposons qu'un élément quelconque de D, à gauche de l’élé- 
ment nul d,,:-;, soit différent du zéro, c 'esl-à-dire d,,1: 0, où 
l <k — 1. Cet élément est alors porté à la place de dy, 1 c'est-à- 
dire nous permutons les (4 — 1)-ième et l-ième colonnes de D en 
permutant simultanément ses (4 — 1)-ième et /-ième lignes. On peut 
montrer que la nouvelle matrice D’ sera semblable à l'ancienne. 
Appliquons à la nouvelle matrice la méthode de Danilevski. 

2. Soit dus = 0 (1— 1,2, ..., k —1); alors D s'écrit 


(D;) (L) 
Cis Ci2 Ci, Rk-1 Ci Ci. n-1 Cin 
Ch-1,1 Ch=1,9 ce Ch=p,h-1| Cut h ce. Ch, n-1 Cht,n 
D — 0 0 as 0 Chh co. Ch, n-1 Chn 
0 0 0 1 0 0 
0 0 0 ( 1 0 | 
L (0) (D:) | 
7 5 
0 | De 


Dans ce cas le déterminant caractéristique det (D — ÀËE) se dé- 
compose en deux déterminants 


det (D — ÀE) = det (D; — ÀE) det (D: — ÀE). 
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La matrice D: est déjà ramenée à la forme canonique de Frobénius 
et de ce fait le calcul de det (D: — ÀE) est immédiat. Il reste à 
appliquer la méthode de Danilevski à la matrice D. 


$ 5. Calcul des vecteurs propres par la méthode 
de Danilevski 


Si l’on connaît les valeurs propres d’une matrice, la méthode 
de Danilevski permet de déterminer ses vecteurs propres. Soit À une 
valeur propre de la matrice À et, donc, une valeur propre de la ma- 
trice de Frobénius P semblable à À. 

Cherchons le vecteur propre y = (yi1, ÿ2, . . ., Yn) de P qui 
correspond à la valeur donnée de À: Py = Ày. D'où (P — ÀE) y = 
= 0 ou 


Pi—À P2 Ps Pn Ya 
1 —} 0 0 ÿ2 
0 Lu À 0 | |Ys| —0 
(0) 0 0 — À | y 


En multipliant les matrices entre elles on obtient un système 
pour déterminer les coordonnées y;, Y2, . . ., yn du vecteur propre 7: 


(Pi — À) Yi + Paÿe +... + Pnÿn =0, 
Yi — ÀY2 — V, 
Ya — ÀY3 = | (1) 


Le système (1) est homogène. Ses solutions peuvent s’obtenir 
de la façon suivante à un coefficient de proportionnalité près. Posons 
Yn = 1. Alors, on a successivement: 


Yn-1 — À, E 
n-2 — }®, 
re (2) 
ÿy = AT 
Ainsi le vecteur propre cherché est 
A1 
AT 
(71 == . 


4 
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Désignons maintenant par x le vecteur propre de À associé à la 
valeur À. On a évidemment: 


x = M,xMn... MM. 


La transformation M, sur y conduit à 


n LU 
Myy M2 +. Min Yi À MirYr 2 MirYR 
My = (0 — Ya _- An? 
0 0 1Jjly 
Un 


La transformation M, ne change donc que la première coordonnée 
du vecteur. Une transformation analogue M, ne change que la deuxiè- 
me coordonnée du vecteur M,y, etc. En reprenant ce processus r — 1 
fois, on obtient le vecteur propre x cherché de la matrice À. 


8 6. Méthode de Krylov 


Examinons la méthode du développement du déterminant ca- 
ractéristique due à A. Krylov [2] dont le principe diffère foncière- 
ment de celui de Danilevski. Soit 


D (à) =det (AE — A) = 2" + ptit... +p, (1) 
un polynôme caractéristique (à un signe près) de la matrice À. 


Suivant l'identité de Hamilton-Cayley (chapitre XI, $ 2), la matri- 
ce À annule son polynôme caractéristique, et donc 


A" + p1A"1 +... +pE = 0. (2) 
Prenons maintenant un vecteur non nul quelconque 
| yi” 
y=| : 
Yn 


La postmultiplication de deux membres de l'égalité (2) par y‘ 
donne : 


A'y" + paAT y + “rs + Pay ® — (. (3) 
Posons 
Ayo = y (k=1,2,...,n); (4) 
l’égalité (3) se met alors sous la forme 


y” + pay? + + PnY° —0 (5) 
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ou 
(PHARE y. y Pi y” 
LP mr Pa Pe 
à : : NN ire Ù (5°) 
gun po y® Pn … 
avec 
yo) 
y{n) 
y — | (Æ=0;1,2;:::;n). 
” 


Par conséquent, l'égalité vectorielle (5) est équivalente au systè- 
me d'équations 
PaY5 + Pays +... EF pnÿÿ = —Y5 (j=1,2,...,n), (6) 


qui permet, . général, de déterminer les coefficients inconnus 
Pis P2: -- 
Puisque la ‘formule (4) entraîne 
y = Ayk—1) 


(4 — 1,2, ...,n), les coordonnées 44), y®), ..., 4%) du vecteur y) 
se calculent successivement d’après les formules 


ñn 
(1) (0) 
y" = À ai;yi”, 
j=1 
n 
2) __ NN) ( 
j-:1 (7) 


“> LUS (i -= 1,2, 0e | 


Ainsi, la Te des coefficients p; du polynôme caracté- 
ristique (1) par la méthode de Krylov consiste à résoudre un système 
linéaire (6) aux coefficients calculés d’après les formules (7), les 
coordonnées du vecteur initial 

y 
y = : 
Un 
étant arbitraires. Si le système (6) ne possède qu'une seule solution, 
ses composantes Pi, Pas + - «> Pn Sont les coefficients du polynôme 
caractéristique (1). Cette solution peut s’obtenir, par exemple, par 
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la méthode de Gauss (chapitre VIII, $ 3). Si la solution du système 
(6) n’est pas unique, le problème se complique [1]. Dans ce cas il 
est recommandé de changer le vecteur initial. 


ÆExemple. Trouver par la méthode de Krylov le polynôme 
caractéristique de la matrice (cf. $ 3) 


1234 
2123 
3212 
4 321 


Solution. Choisissons le vecteur initial 
| 


y ® — 0 : 


(0) 


En utilisant les formules (7), définissons les coordonnées des 
vecteurs 


YA = A0) (x = 1, 2, 3, 4). 


On a 
12344r1 1 
2123110 2 
Y'A =|3 210 |E 
43211L0 4 
1234ari 30 
ur 1 2 EE 
3212113 18 |? 
43214 20 
D 1 2 3 44 r30 208 
man _|(2123{/2) |178 
Y Y 3 21 2111811 192 |? 
4 3 2 1) L20 242 
1 2 3 47 r 208 2108 
PT Ë 1 2 IE _ [1704 
32121 192 1656 
4 3 2 14ÏL 242 1992 


27—01072 
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Composons le système (6): 


ue y” y” Yi” Pi PR 
ÿs Yi Ve ÿs || Pl. Ys. 
y‘ y? y‘ y Ps HONTE y ’ 
YS Us Ya Ys JL ps ya” 
qui dans notre cas s'écrit 
208 30 1 11rm 2108 
178 22 2 OÏII rm 1704 
192 18 3 OÙ ps | | 1656 
242 20 4 OIL 1992 


208p; + 30p2+ Ps+ Pa = — 2108, 
178p; + 22p2 + 2p3 — — 1704, 
192p, + 18p2 + 3p3 — — 1656, 
242p4 + 20p2+ 4ps = — 1992. 


En résolvant ce système on obtient: 
Pi = —4; pa = —40; p3= —56; p; = —20. 
Par conséquent, 
det (AE — À) = À4 — 4% — 40? — 564 — 20, 


ce qui coïncide avec le résultat fourni par la méthode de Danilevski 


($ 3). 


$ 7. Calcul des vecteurs propres par la méthode de Krylov 


La méthode de Krylov rend simple la recherche des vecteurs 
propres correspondants [1]. 

Pour simplifier, nous nous bornerons au cas où les racines A1, 
À2, - : -, Àn du polynôme caractéristique 


D'(A)=X +patl +... + pm (1) 


sont distinctes. Supposons que les coefficients du polynôme (1) et 
ses racines soient calculés. On demande de trouver les vecteurs 
propres x‘, 2%, ..., x associés respectivement aux valeurs 
propres À, À2, . . ., Àn- 

Soient y, y = Ay®, ..., y-0 = A1 Jes vecteurs 
utilisés dans la méthode de Krylov pour chercher les coefficients p; 
(i — 1, 2,...,n). En décomposant le vecteur y” suivant ses 
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vecteurs propres a" (i = 1, 2, .‘.., n), on aura: 
y == c,x‘? + Cox‘? + ds Heat, (2) 


Ci (i — 1, 2, ..., nr) étant certains coefficients numériques. D'où, 
compte tenu du fait que 


Aa = Aa ®, 


Aa) — Afaû), (= 2e, n); 
on aura : 
Yo = cha LH odor +... +enknt”, 
een (3) 
y'a ve PA Van A se Er Va Se CnAT Ti. 
Soit 


Qu (A) = A qu Lee ns (@ 


(i = 1, 2,..., n) un système de polyuômes arbitraire. En formant 
une combinaison linéaire de vecteurs yf%-b, g-9,,,.., yt® aux 
coefficients 1, Qi-i, + - ; Qn-1. :, On aboutit, en vertu des relations 
(2) et (3), à 


€) Hi + Quiy" *? + Tr + Qn-1.i y = 
= Cipi (A) 2 + cape (A) 2 P +. + Cnpi(Ân)x. (5) 
Si l'on adopte 


Pi (À) = oi (G=1, 2,250) (6) 


on a évidemment; 


Pi (4) = 0 pour i £ j 
Qi (M) = D”) #0. 
Dans ces conditions, la formule (5) s'écrit 
spi Qi) 20 = y DE quiy 9 + 
+... + Anti 9 (0) (i=4,2, CRT | n). (7) 


Ainsi, si 4 #0, la combinaison linéaire des vecteurs obtenue 
y, y, . .., y donne le vecteur propre x‘ à un facteur 
numérique près. Les coefficients gy.; (j = 1, 2, ..., nr — 1) peu- 
vent être aisément déterminés d'après le schéma de Horner 


doi —= 1; | 
Qu = Aigjii + Pi. 


et 


27° 
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$ 8. Méthode de Leverrier 


Cette méthode de développement d'un déterminant caractéristi- 
que a à sa base les formules de Newton [3] pour les sommes des puis- 
sances des racines d'une équation algébrique. 


Soient 
det (\E — A) =X" + pat tt... + ln (1) 


un polynôme caractéristique de la matrice À = [a;;l et À, À», . .. 
. ++ Ân l’ensemble complet de ses racines où toute racine est prise 
autant de fois que l'indique son ordre de multiplicité. 

Posons 


sR=MtA +. HA  (k=0,1,2,...,n). 


Alors pour k<n on a les formules de Newton [3] 


Sh + PiSra + -.E Pr-sSs = —kpr (k=1 2 ... n). (21 
D'où 
Pa — ».. \ 
P2 — + (s2+ Past), | : 
() 
Pan = —— (Sn + PiSn-1 + + Pn-181) | 


Si les sommes si, S2, + . .; Sn Sont connues, les formules (3) per- 

mettent de trouver de proche en proche les coefficients p;, P2, . .. 
-.> Pn du polynôme caractéristique (1). 

Les sommes Si, S2, + - -, Sn Se Calculent de La façon suivante: 


pour s, on a (cf. chapitre X, $ 12): 
& = +2 Ho. + An = Sp 4, 
c'est-à-dire 


Si — À dii. (4) 
Ensuite, on sait (chapitre XL, 8 1) que À. 0 .. À% sont les 
valeurs propres de la matrice 4*. Donc 
a=M+A+ Er = Sp 4*, 
c’est-à-dire si 
— (af? I. 


il vient 


n 
a = D a. (5) 


{= 
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Les puissances ÀA* — A4k-14 s'obtiennent par multiplication directe. 
Ainsi, le schéma de développement d'un déterminant caracté- 
ristique suivant la méthode de Leverrier est très simple, à savoir: 
on calcule d’abord les A* (k — 1,2, ..., nr) qui sont les puissances 
de la matrice À donnée, puis on trouve les s, respectifs, sommes des 
éléments des diagonales principales des matrices A et, enfin, d’après 
les formules (3) on détermine les coefficients recherchés p, (i = 1, 
Si is n): 
La méthode de Leverrier est très délicate, car elle impose le 
calcul des puissances élevées de la matrice donnée. Son mérite est 
és un schéma de calcul peu compliqué et à l'absence de cas parti- 
culiers. 


Exemple. Développer par la méthode de Leverrier le déter- 
minant caractéristique de la matrice (cf. $ 3). 
1 23 4 
2123 
32121 
| 4321 


ed 
— 


Solution. Formons les puissances A* (k=— 2, 3, 4) de la ma- 
trice À. On a: 


1234 123 4 30 22 18 20 
Pr CS FÉES 22 18 16 181 
132121132121) 118 16 18 22 |? 
4 32 11L4 321 20 18 22 30 
30 22 18 207 r1 2 3 4 208 178 192 242 
15 20 18 16 18 Ë 1 2 | : 178 148 154 192 
- [18 16 18 22113 2 1 21 1192 154 148 178 | 
20 18 22 301 L4 3 2 1 242 192 178 208 
208 178 192 2427 ri 2 3 4 2108 1704 1656 1992 
nn 178 148 154 192112 123 L 1704 1388 1368 1656 
192 154 148 17811 3 2 1 21 | 1656 1368 138S 1704 
242 192 178 2081 L4 3 2 1 1992 1656 1704 2108 


Constatons qu'il n'a pas fallu calculer complètement At, il 
a suffi d obtenir les éléments diagonaux principaux de cette matrice. 
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D'où 

ÿ =SpA=1+1+1+1—-=4; 

S2 = Sp À? = 30 + 18 + 18 + 30 — %; 

Ss = Sp À% — 208 + 148 + 148 + 208 = 712; 

S = Sp À‘ = 2108 + 1388 + 1388 + 2108 — 6992. 
D'après les formules (3) on a donc: 
Pi = — = —4; 


1 1 
P2 = — 7 (S2+ PS1) = — 5 (96—4-4)- — 40; 
1 À 
Ps= — + (S3+ Pise + Pass) = —+ (712—4.96— 40.4) = — 56 ; 


| 
Pa= — 7 (Sa + PiSs + P2S2 + PsSs) = 
= — 7 (6992—4.712— 40.96 — 56.4) = — 20. 


Ainsi on aboutit au résultat déjà connu (cf. $ 3): 
À—1 —2 —3 —4 
TT TE Sn uns 4on 567 20 
—3 —2}1—1 —2| ° 


—4 —3 —2 1—1 


$ 9. Notion de la méthode des coefficients indéterminés 


Le déterminant caractéristique peut être développé également 
en cherchant un nombre suffisamment grand de ses valeurs numé- 
riques. 

Soit 

D (4) = À" + pAT +... + Pn (1) 
le déterminant caractéristique de la matrice À, c'est-à-dire 
D (À) = det (ÀE — À). 


Si dans l’égalité (1) on pose successivement À = 0, 1, 2, ..., n —1, 
on obtient pour les coefficients p; (i = 1, 2, ..., n) un système 
d'équations linéaires 


Pn = D(0), 
A+ pl" pa D), 
2° + pa2 +... + pr = D (2), (2) 


(a—1)"+ pi(n—1) +... + pa = D(n—1). 
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D'où 
Pit Pat... + Pn-y = D(1)—D(0) —1, 
2 pi + 2 Epat ++ + 2Pn2 = D(2)—D (0) —2" 
. 56 eo 6 “ut e “à ele e--e e. e 6 [8-6 à ce ve 5: 3) 
(nr — 1) pa + (nr —1)pr+ ... +(n—1) pus = | 
= D(n—1)—D(0)—(r—1) 
et 


Pn = D (0) = det (—4). 


Le système (3) permet de calculer les coefficients p; (à = 1, 
2, ..., nr) du polynôme caractéristique (1). 
Si l’on introduit la matrice 


(r— 12 (n—1)4 ... n—1 
et les vecteurs 
D(1)—D(0)—1" Pi 


— 27 
D = D (2)—D (0) P=— P: 
D(n—1)—D{0)—(n—1Y Pn-: 
le système (3) peut se mettre sous forme d'une équation matricielle 
CnP = D; (4) 
d'où 
= CD. (5) 


Remarquons que l'inverse C;' ne dépend que de l’ordre r du 
déterminant caractéristique et peut être établie à l'avance dans 
le cas d’un très grand nombre de déterminants caractéristiques de 
même ordre. 

Ainsi l'application de cette méthode se ramène au calcul des 
déterminants numériques 


7 (k) = det (kE — À) (k=0,1,2,..., nr —1) 


et à la recherche de la solution d’un système linéaire standard (4). 
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$ 10. Comparaison de diverses méthodes de développement 
d'un déterminant caractéristique 


Le tableau 26 [4] permet de juger de l'efficacité relative de diver- 
ses méthodes de développement du déterminant caractéristique. 
Ce tableau indique le nombre d° opérations qu'impose chacune des 
méthodes considérées en fonction de l'ordre du déterminant. 


Tableau 26 


Nombres d’opérations à effectuer dans le cas de diverses 
méthodes du éveloppement du déterminant caractéristique 
en fonction de l'ordre du déterminant 


Méthode 59 L 

ae LR 

£al£ 

28 |25 

22|3533|< = a à 

AP IP EIRE PER Z 
Développement 
direct . . . . | 12 | 10 | 60! 461320 | 238 |13 692 |10 078 | 986 400 | 725 758 
Danilevski . . . | 14 | 12 | 421 36] 92| 80] 282] 252 632 576 
Krylov . . .. 1 | 38 | 179 | 118 | 389 | 280 | 1 287 | 10221 3209] 2688 
Leverrier . . . | 41 | 27 11531114 4141330] 1 7911 1533| 5228| 4644 
Coefficients  in- 
déterminés . . | 67 | 41 117111161364 |265| 11891 945] 2966| 2481 


Interpolation * 46 | 38 | 125110212791230| 972] 826] 2525] 2202 


* C£. chapitre XIV, $ 23. 


On voit de ce tableau que pour développer les déterminants d'un 
ordre supérieur à cinq, c'est la méthode de Danilevski qui est la 
plus efficace du point de vue du nombre d'opérations. 


$ 11. Calcul de la valeur propre la plus grande en module 
d'une matrice et d’un vecteur propre associé 


Soit l'équation caractéristique 


Les racines de cette équation À) es + +. Àn Sont les valeurs propres 
de la matrice À. Supposons qu'à ces valeurs propres soient associés 
les vecteurs propres linéairement indépendants æ%, 2%, ..., at. 
Indiquons quelques méthodes itératives pour calculer la valeur 
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propre la plus grande en module d'une matrice À qui n'imposent 
pas le développement de son déterminant caractéristique. 


Cas 1. Parmi les valeurs propres de la matrice À il y en 
a une seule la plus grande en module. Supposons, pour fixer les 


idées, que 
[uMI>lkIZlhslZ>... ll. (1) 


Ainsi la plus grande en module est la première valeur 
propre. Evidemment, pour une matrice réelle la valeur propre À; 
la plus grande en module est réelle. Notons que ce cas a lieu si la 
matrice À est réelle et si ses éléments sont positifs (chapitre X, 
$ 16, théorème de Perron). 

Indiquons un mode approché de calcul de la racine À. Prenons 
un vecteur arbitraire 9 et développons-le par rapport aux vecteurs 
propres xt? de la matrice À: 

n 
WU = … c;xc0), 
fmi 
où cy(j=1,2,...,n) sont des constantes. En appliquant la trans- 
formation À au vecteur 7, on aura: 
n 
Ay = Ÿ cyAx). 
i=1 

xü) étant le vecteur propre de la transformation À, c'est-à-dire 

Ax0) = Àx0), on en tire: 


n 
Ay= À cjhyaG) ; 
1={ 


appelons Ay itération du vecteur y. 
En composant successivement les itérations AY, A°y, ... A"y 
on tombe sur 


n 
AY = 2 cjj arU) (2) 
=1 


(m-ième itération). 
Choisissons dans l’espace E, = {y} une base e;, ex, ..., en 
quelconque. Soit 


Amy = y) (m=1,2,3,...) 


et 
y) 
 } Li) —— - ; 
ya” 


yÿ (i — 1,2, ..., n) étant les coordonnées du vecteur y‘? dans 
la base retenue. 
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Le développement des vecteurs propres x) par rapport aux 
vecteurs de la base donne 


axcU) = Tijei. (3) 


Ï 
Ms 


En portant (3) dans la formule (2), on a: 


am) = ÿ 1% >, LijCir 
i=1 


J=i — 


ou, en changeant l'ordre de sommation, 
ñn n 
ym= >» ei D cytijAT. (4) 
imi ji 


Le coefficient de e; est la i-ème coordonnée du vecteur y(m). 
On peut donc écrire: 


n 
y 2 Cjzijh (4°) 
D'une façon analogue 
ñn 
y) = D cuit. (4) 


La division de la deuxième somme par la première amène 


yént 1) : cn Ti. Lonrinamt! 5 
OS | (0) 


Supposons que c; Æ 0 et xz;, = 0. On peut l'obtenir en choisissant 
convenablement le vecteur initial ? et la base (es, e2, . .., eh). 
Transformons l'expression (5) de la façon suivante: 


Catie [ Àz \Mri CnZin {Ân\®m+i 
o  péuefhrt,,. jam) 
gent : = + Cyzus \ À! Eu CiZiy | M 
Cm) CT À \m ChT A, \m 
y\ qu 272 (=) + Entin (+) 
+ City \ M EE Cytii \ À 


En passant à la limite quand m — et en tenant compte de 
l'inégalité (1), on a: 


(m+1) 
lim — = À 6 
M—H00 y) : () 
e e ÀJ m e. e e 
(puisque lim (=) =(0 pour j>1) ou, approximativement, 
M—H00 1 


m+1) 
ES _. (i=1,2,...,n) (7) 
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et, plus précisément, 
yen+1) 


es +0((2)") 


Si le numéro de l'itération est suffisamment grand, nous pouvons 
définir d'après la formule (7), avec une précision quelconque, la 
racine À; la plus grande en module de l'équation caractéristique de 
la matrice À donnée. Pour chercher cette racine on peut utiliser 
une coordonnée quelconque du vecteur y"; on peut prendre en 
particulier la moyenne arithmétique des rapports respectifs. 


À, = 


Remarque 1. Dans les cas exceptionnels, lorsque le choix 
du vecteur y est mauvais, il se peut que la formule (6) ne donne pas 


la racine cherchée ou même n'ait aucun sens, c'est-à-dire il se peut 
om+l) 


que la limite du rapport Hu n'existe pas. On s’en aperçoit faci- 
i 


lement d’après les valeurs « sautantes » de ce rapport. Il faut alors 
essayer un autre vecteur initial, 


Remarque 2: Pour accélérer la convergence de l'itération 
(6), il est quelquefois avantageux de composer la suite des matrices 


?— A. À, 
A4 — At. 4°, 


A5 = Aï. A1, 
D'où l'on tire 
y = AT y 
et 
y) = Aytm), 
avec m=— 2". Ensuite, on pose comme d'habitude : 
y(m+1) 


MR — (st, 2: on). 


Le vecteur y"? = A”y est approximativement le vecteur propre 
de la matrice À, associé à la valeur propre À.,. En effet, la formule 
(2) entraîne: 


A"y=cAat + » ÿ cjhj x, 
J 


mr 
— 


où x0)(j—1,2,...,n) sont les vecteurs propres de À. 
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Par suite 
ñn 
y — (1) (à \r a} 
A y= car {x +2 (5) xu)?. 
2= 


Comme (5)" — 0 quand m—> (j>1), pour m suffisam- 


ment grand on aura avec la précision qu’on voudra 

A"y = cr), 
c'est-à-dire que A” ne se distingue du vecteur propre >‘ que 
par le facteur numérique et, par conséquent, il est également un 
vecteur propre associé à la même valeur propre À. 


Exemple. Trouver la plus grande valeur propre de la matri- 


ce 
4 40 


A=|121 (8) 
011 


et le vecteur propre qui lui correspond.  . 
Solution. Choisissons un vecteur initial 


1 
y=|1 
1 
Composons le tableau 27. 
Tableau 27 
Calcul de la première valeur propre 


A°y 


49 433 | 202833 | 905 238 | 4 038 939 
21 141 93 906 | 417 987 | 1 862 460 
1 422 6 201 27 342 | 121 248 | 539235 


En s’arrêtant aux itérations 4°y—y®) et Aly = (1%), on 
obtient les valeurs 

yo 4038939 | 
y 7 905238 = 4,462; 
no 41862460 | 
y — zirogr — 4490 
(10 
He _ OS 4 447. 
ys 121248 


? 
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On peut donc poser approximativement : 
M = + (4,462-+ 4,456 + 4,447) = 4,455 & 4,46. 
Comme premier vecteur propre de À on peut prendre 
4038939 
Aly — sas | . 
539235 


Après sa normalisation un obtient finalement : 


0,90 
a) = [4e | : 
0,12 


Cas 2. La valeur propre de À la plus grande en module est 


multiple. 
Soit 
À = À = .. — À« 
et 
JAI IA] pour k>s. 
La formule (5) conduit à 
yen 1) : 
FRS 
…: TETTTY ls +... ent! + CON TEEN LV +... +enzinAR Ft 
cz + ... + CeTisÀT + CRETE LE ess +Cntinkn 


Às+1 ) 


m1 
Cats... HCeTis + Cote, #41 ( À! 


+... +Cntin (5 


het " Ân m 
Cazus +... HeTis + Co+17i 841 (=) +... +Cntin (=) 


D'où si Cru +... <+cCtis == 0 et en tenant compte que 


()" — 0 quand mo et k>s, 
on obtient 
in 
mm (i=1,2,...,n) 


ou plus précisément 
yon 1) 
i 


M + O ( (SE }') : 
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Donc dans ce cas-là aussi on peut appliquer le procédé de calcul 
de À, décrit dans ce qui précède. 

De même qu'auparavant, 

yo = AT y 

est l’un des vecteurs propres approchés de la matrice À associés à la 
valeur À,. En changeant le vecteur initial nous obtenons, dans le 
cas général, un autre vecteur de À linéairement indépendant. Cons- 
tatons que dans ce cas, pour la valeur À:, le procédé appliqué ne 
garantit pas la détermination de l’ensemble tout entier des vecteurs 
propres linéairement indépendants de la matrice À. 

Pour les cas 1-2 on peut indiquer une procédure itérative plus 


rapide de la recherche de la valeur propre À; la plus grande en modu- 
le; composons la suite des matrices 


A, À°, À‘, 45,..., A. 
On sait (chapitre X, $ 12) que 


> Ai —Sp À; 
Ft 


d’une façon analogue 


avec m—2". En nous bornant pour simplifier au cas {, on a: 


HA +... += [+ (5) +...+(5 )"]=Sp 4": 


n 
À4 
d’où 

1 
À 7e An_ m" mm m 
MI(1+ (5) ++ (GET =78p 47 
Quand m —+ co, on obtient: 
[M|= lim y Sp 4”, 
m—+00 
c’est-à-dire 
IM1&Y Sp 4”, 
où m est suffisamment grand. 
Pour éviter l'extraction des racines de grands indices, on peut 
trouver 
APTE ATA;: 
Il vient 


Anti aptit... Lanti = Sp 4m 
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et 
À HA? +... + = Sp A". 


[1 en résulte, compte tenu de la petitesse relative de | A2|, ... 
... |Anl par rapport à ||, 


À = Sp A”*1/Sp AT. 


$ 12. Application de la méthode des produits scalaires 
au calcul de la première valeur propre 
d'une matrice réelle 


Le calcul de la première valeur propre À, d’une matrice réelle À 
peut se faire en appliquant un autre processus itératif quelquefois 
plus avantageux. Cette méthode est basée sur la formation des 
produits scalaires 


(A“%os A'*yo) et (Ayo, A’“yo) 
(4 = 1, 2, ...) où 4” est une transposée de la matrice À et Yo un 
vecteur initial choisi d'une façon quelconque. 
Passons maintenant à l'exposé de cette méthode. 


Soit À une matrice réelle et A4, À2, - - ., À, Ses valeurs propres 
qu'on suppose distinctes et telles que 


[MI>œIkIZz..e>lhml 


Prenons un certain vecteur y, non nul et construisons à l’aide 
de la matrice À la suite des itérations 


Ya = Ann (= 1, 2, ...). (1) 


Formons également pour le vecteur 70 à l’aide de la transposée 4” 
une deuxième suite des itérations 


Ur = A'Yr-1 (k =1, 2, se) (2) 

Où Yo = Yo- | 
D'après le théorème 1 du chapitre X, $ 16, choisissons dans l’espa- 
ce E, deux bases propres {x,} et {x;} respectivement pour les matri- 
ces À et À” qui vérifient les conditions de biorthonormalisation: 


(ri, 2j) = bi, (3) 


avec Ax;= ua: et Â'r;— x (i, j—1,2,...,n). Désignons les 
coordonnées du vecteur 7%, dans la base {x;} par a, &,...,ah, et 
dans la base {x} par b;, b2, ...,b,, c'est-à-dire 


Vo = Ali + ... +anEn et Yo—=bhX, +...—+bixne 
D'où 


n 
Un = A'Yo= D aÿix; (4) 
J 


=1 
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@t 
vi = Ayo Dh (k=1,2,...). (4°) 


Composons le produit scalaire 
(Ya; yx) = (4" Yo; A'*Yo) = (Vos A'y9)= 


n n 
_ (2 aixi, à bjAi a x:) . 
= 2= 


La condition d'orthonormalisation entraîne 


n 
(un, Yi) = D ab} — 


j=i 
= ab" + a bIAE LL ... aber, (5) 
D'une façon analogue 
(gas Va) = Ga bTAËt Tab +... anbhtT!. (6) 
Par conséquent, pour ab; 0, on a: 


(Yh» Vi) ab AT" + ab" +. an beat 2 
Dee pe Lo ((2)"). 


(Yh-1, Va) 7 aber zñ +a,b31Z% 1 +... +anben2r— 
Ainsi 

7 (Yr: V3) _ __(4*yo, A'Ëyo) (7) 
1 (Yrss Va) (AR lyo, A’Ryo) 
Cette méthode est commode surtout pour une matrice symétrique À 
du fait qu'alors À’ — À et on a simplement 
(Akyo, Ayo) . (8) 
(AR lyo, ARyo) ” 


il ne faut donc former qu'une seule suite y, — A"Yyo (k = 1, 2, . . .). 


Lu = 


Exemple. Chercher par la méthode des produits scalaires 
la plus grande valeur propre de la matrice ($ 11) 


4 10 
a fisc 
011 


Solution. La matrice À étant symétrique, il suffit de 
construire une seule suite d'itérations Ayo (k = 1, 2, ...). En 
adoptant pour vecteur initial 


1 
Yo — | 
1 
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on peut utiliser les résultats fournis par le tableau 27. Par exemple, 
pour k=95et À—=6, on a 


2 268 10 161 
Ayo — L | et sn-| 4 719 |. 
33: 1 422 
D'où 
(ASyo Ayo) = 2268 10161 + 1089 -4779 + 333-1422 — 28 723 005 
et 
(ASYos Ayo) = 10 161° + 4779° + 1422? — 128 106 846. 
P:r suite, 
de (A6ÿo, A%yo) _ 128 106 846 
AT (Ayo, A‘yo) 28 723 005 
ce qui coïncide, pour les chiffres écrits, avec la valeur obtenue au 
8 11 à l’aide de A!4ys. 


Remarque. Les méthodes de calcul de la racine la plus 
grande en module d'une équation caractéristique ($ 11) peuvent 
être utilisées pour le calcul de la racine la plus grande en module 
d’une équation algébrique 


+ pr +... + Pn = 0. (9) 


En effet, on vérifie immédiatement que l'équation (9) est ca- 
ractéristique pour la matrice (cf. $ 3, matrice de Frobénius) 


— 4,46, 


— P1 — P2 — Pn-1 —Pn 
P dé : « - e 0 . e ü , 
0 0 1 0 


c'est-à-dire (9) est équivalente à l'équation 
| det (zP —E) = 0. 

Si l'équation (9) ne possède pas de racines nulles, on peut déter- 
miner d'une façon analogue la racine la plus petite en module de 
cette équation, et notamment pour p, # 0, en posant — = y, on 
obtient 


n 1 _Pn-t n_ 1 10 
TT, — y Poste : (10) 

La valeur inverse de la racine la plus grande en module de (10) 
donne évidemment la racine la plus petite en module de (9). 


28—01072 
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$& 13. Calcul de la deuxième valeur propre 
et du deuxième vecteur propre d’une matrice 


Supposons que les valeurs propres de À; (j = 1, 2, ..., n) 
de la matrice À sont telles que 


[MI>IRI>IMI>...2> 71h, (1) 


c'est-à-dire qu'il existe deux valeurs propres distinctes À; et À, de 

la matrice À les plus grandes en module. Dans ce cas en appliquant 

le procédé analogue à celui du $ 11 on peut calculer approximative- 

ment la deuxième valeur propre À, et le vecteur propre :r'* associé. 
La formule (2) du $ 11 entraîne 


Ay = ci a) + cor)... + can art) (2) 
et 
Amy = CAT DE CAD Tr) +... Ronan txt), (3) 


Eliminons des formules (2) et (3) les termes contenant À. A cette 
fin retranchons de l'égalité (3) le produit de l'égalité (2) par A4. 
Il en résulte 


Amtiap — A" = Coh2 (ho — M) a +... Cnân (An —M)am). (4) 
Pour abréger l'écriture intreduisons les notations 
AA" y = Amthy — A" ; (5) 


appelons l'expression (5) À-différence de A"y. Si c2 5 0, il est évident 
que le premier terme du deuxième membre de (4) est son terme 
principal quand m —+ , et nous avons l'égalité approchée 


Au A"Y & cah2 (Aa — À) x. (6) 
D'où 
AA" 1y & Co (A — M) x. (7) 
Soit 
yi 


(m) 
Amy = go | V7 


(m) 
Yn 
Les formules (6) et (7) donnent 


Age guys 
de mp (G=1,2,...,n). (8) 
AY; yÿ /— y; 
L'utilisation de la formule (8) permet d'obtenir par calcul appro- 
ché la deuxième valeur propre À2. Remarquons qu’en pratique, vu 
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les pertes de précision par soustraction de nombres voisins, il est 
quelquefois plus avantageux de prendre le numéro de l'itération k 
pour À plus petit que le numéro de l'itération m pour À4, c’est-à-dire 
il est rationnel d'adopter: 


get 0 2,70) 


où k est le plus petit nombre pour lequel la domination de À, sur les 
valeurs propres successives devient manifeste. En général, la formu- 
le (9) donne des valeurs grossières de À:. Constatons que si les modules 
de toutes les valeurs propres sont distincts, les formules analogues 
à (9) permettent de calculer également les autres valeurs propres 
de la matrice donnée. Mais les résultats de ces calculs seront encore 
moins sûrs. 


Pour ce qui est du vecteur propre z'*, la formule (6) montre 
qu'on peut poser 


20 & Ayt. (10) 
si existe une extension de cette méthode au cas des racines mul- 
tiples d'une équation caractéristique [1]. 


Exemple. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs 
propres successifs de la matrice (cf. exemple de $ 11) 


410 
A=|121 
0 11 


Solution. Pour calculer la deuxième valeur propre adop- 
tons 4 = 8. On a (cf. tableau 27): 


202 833 905 238 
93 906 417 987 
27 342 121 248 


Composons les À-différences d'après la formule 


Any y y (= 1, 2, 3), 


avec y Où — Aly. Pour chacune des colonnes on adopte sa valeur de 
A, soit M—4,462; À — 4,456; À — 4,447 (tableau 28). 


28 
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Tableau 28 
Calcul de la deuxième valeur propre 


Afy | MA°y 8p147y A9y 21487 An 189 


202 833 202 722 111 905 238 | 905 041 197 
93 906 94 204 —298 | 417987 | 418 445 | —458 
27 342 27 576 —234 | 121248 | 121590 | —342 
On en tire 
FA <i — 4,9%? ÉE 29 — — 
A, ,y3°? = 
A On GT ES 
ENT Ya ; — 234 


On peut donc poser approximativement : 
= + (1,784 1,54+ 1,46) & 1,59. 


Pour deuxième vecteur propre on adopte: 


197 
An A48y = | — 458 
— 342 
La normalisation de ce vecteur donne: 
0,33 
a) = | —0,76 
— 0,56 


La matrice À étant symétrique, les vecteurs x‘ ($ 11) et 21° 
doivent être orthogonaux entre eux. La vérification donne: 


(x, 2%) = 0,90 -0,33 + 0,42 -(—0,76) + 0,12-(—0,56) = 0,09. 


D où (x®, x) — 85°, ce qui est assez imprécis. 
La troisième valeur propre À, se trouve d’après la trace de À: 


M ++ =SpA=4+2+1—7. 


Il en résulte 
A3 = 7 — 4,46 — 1,59 = 0,95. 
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Le vecteur propre 
(3) 
T; 


3) (9) 
ats= | x 
(3) 
T3 


» 


se calcule à partir des conditions d’orthogonalité 
0,90x°° + 0,427; +0,12 — 0, 
0,33zx!°° + (— 0,76) x,” + (— 0,56) ri” 


Il en résulte 


a 1 xs" 
0,42 0,12 "| 0,12 0,90! 0,90 0,42 
— 0,76 à —0,56 0,33 UE M 
ou 
1°? 2 _ z55? 
— 0,144 0,539  —0,818 
Après normalisation on obtient finalement : 
— 0,14 
48) = 0,53 
— 0,81 


$ 14. Méthode d'’exhaustion 


Il existe encore une méthode pour déterminer la deuxième valeur 
propre d’une matrice et son vecteur propre associé, dite méthode 
d'exhaustion (11. 

Supposons que la matrice À = [a;;l soit réelle et possède des 
valeurs propres distinctes A4, À, . . ., Àn, de plus 


IMI>œldkI>lAsl>...Z>lal. 
Considérons avec la matrice À la matrice 
A: = À — M Â1À,, (1) 


où À, est la première valeur propre de 4, 


Tai 
est le vecteur propre correspondant de À considéré comme matrice 
colonne, et 
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est le vecteur propre associé à À, de la transposée 4’, considérée 
comme matrice ligne; en outre, les vecteurs X, et X; sont normalisés 
de façon que leur produit scalaire soit égal à un: 


mé 


Axe x - . zh == 1. (2) 


Le nombre À, et les vecteurs à et À, sont supposés connus. 
La matrice À, s'écrit sous forme développée 


js 2 -.- Ain Ti1 
Un Un - - - on To: DC 0 
ni Œn2 - -: Enn Tni 
yy 2 -- - in TigTss Tiilos - + + TyiEni 
Zu An... - Ain À Toilys Toiles ++ Toylni j' 
. ee ee ee ee id 1 L2 L 1 L1 L 1 L 1 L] L2 L 2 e L] e L 1 | ( ) 


Montrons que tous vecteurs propres X ; (j = 1, 2, ..., n) de À 
sont aussi vecteurs propres de À,; de plus, les valeurs propres asso- 


ciées sont conservées, sauf À, qui est remplacée par une valeur propre 
nulle. 


En effet, l’associativité d' un produit matriciel et la condition 
de normalisation (2) font qu'on a 


AiZ: — AX: — À (X1ZX,) X;i—=MX; = 


— À,X: (XX) = AX: — LÀ; = 0, 
c'est-à-dire 


AiX1 = OX: 
et donc la valeur propre de À est zéro. 
Ensuite, pour j > 1 et tenant compte du fait que 
(X;,, X*)= XX; =0 (Gj—=2, ...,n) 
(cf. chapitre X, $ 16, théorème 1), on obtient 
A1Xÿ = AXj — (XX) X y = MÂÿ — MÂs (Xi À) = À jÂ ; 
ÜU = 2: 0) 


Ainsi, pour la matrice À; la valeur propre la plus grande en 
module est À Pour déterminer À, et le vecteur propre X2 associé 
on peut donc faire appel aux méthodes indiquées aux $$ 11 et 12. 
Ce procédé s'appelle méthode d'exhaustion. Par exemple, en partant 
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du vecteur arbitraire ?, on peut calculer À: d'après la formule 


(AT'Yo): : 
A de us ur — | EEE + 2; co , , 
RG  U d 
de plus 
X2=cAryo (cÆ 0). 


Montrons que pour chercher les itérations Ayo (m = 1, 2, ...) 
on peut utiliser la formule 


Ayo = À" Yo — MX À Yo; (5) 
qui permet d'éviter l’itération directe de la matrice 44. 
En effet, supposons que les vecteurs propres X; et X; (j = 1, 


2, ..., n) de À et de la transposée 4” vérifient les conditions de 
biorthonormalisation (chapitre X, $ 16, théorème 2) 


XX = On, 


où Ô;: est le symbole de Kronecker. On est alors en présence d’un 
développement bilinéaire de À: 


A MX; + XXE + 2 HA Xn KR. (£) 
D'où 
A—=A4— XX, = MX oX, +... + AnXnAÂn - (5) 
Comme 
A"X;=MXy (j—=1,2,...,n), 
en prémultipliant (4) par 4A””", on a: 
AT = AMXIXS + AXaX + ee + ATXnXn = 
— {XX +A2XoX +... +AnXnÂn. (6) 
D'une façon analogue, en tenant compte de 
ATX: = AT! (41Â1) = 0 
et 
ATX;= MX; (j=2,3,...,n), 
on obtient après prémultiplication de (5) par A7”! 
AT = AT XeX; +... + ATX nXn = 
SAN HNAXIXS (0) 
Les formules (6) et (7) entraînent 
PAM AP XXE, 


ce qui est équivalent à la relation (3). 
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$ 15. Calcul des éléments propres d’une matrice 
symétrique définie positive 


Exposons la méthode itérative de la recherche simultanée des 
valeurs propres et des vecteurs propres d’une matrice définie posi- 
tive (5]. 

On sait (chapitre X, $ 15) que si une matrice réelle 


= [a; ñ 


est symétrique et définie positive, 
1) les racines A1, À2, - .., À, de son équation caractéristique 


di — À die din 
ÊT Œss — À .  Uon 0 (4) 
Gn:! Œn2 .. Ann —À 
sont réelles et positives ; 
2) les vecteurs propres 
19 
æV) — . (el: 2:50) 
ch) 


peuvent être pris réels et vérifient les conditions d’orthogonalité 
S 293 2 O pour j £k. (2) 
i= 1 


Ecrivons un système qui permet de calculer le vecteur propre 
at): 


«a (1 (1 
(as —A)a + di2T2 nes, + F dynTn ) = ’ 


(1 (1 Î 
a212 0) + (az — À) 297 +... + aonxQ) = 0, 


An D Lanor DL see + (Gnn — y) x) = 


ou 
er = us L (auri + Guyot, —+- .. + Ginln Li : 
Peu = - (aux + (PER pu + _.  Gnth), 
D à (3) 
€ 
oi 1,17 + An 102Ls TT: - + Zn-1, ne ) 


M = ru (an1x\"! + Auot + CE + AnnTn on) . 
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Les coordonnées des vecteurs propres étant définies à un facteur 
de proportionnalité près, l’une d'elles est arbitraire ; par exemple, 
on peut poser, sauf le cas particulier, x}? — 1. En général, le systè- 
me (3) peut être résolu par la méthode itérative [5] en choisissant 
des valeurs initiales convenables z;!”, ÀŸ”’ et en posant 


(1,R+1) , R) , . 
Ti . (aus + ain) (=1,2,...,n—1); 


ni 
AT > PTS RE EP (Æk=0;1,2 2) 
J=1 
On peut également utiliser le processus de Seidel. C'est ainsi 
qu'on obtient la première racine de (1) 


R 
M & AM (4) 
et le premier vecteur propre 
2 1, À) 
an 
74} k) 
1 


Pour calculer la deuxième racine À de (1) et le deuxième vecteur 
propre x‘, écrivons le système d'équations correspondant : 


por? — : ay (i—1,2,...,n). (5) 


Eliminons des relations d’orthogonalité 
À 240240 — 0 (6) 
1 


l’une des inconnues 2 ) par exemple r, Le système (9) sera alors 
remplacé par le es équivalent 


a) — 23 az de (i=1, Zsces n—2), 
(7) 


n—! 
1 (2) (2) 
k=-—7- 2 An-1,545 - 
mers 


En posant z521 — 1, résolvons le système (7) par la méthode 
itérative. On finira par obtenir la deuxième racine À: de l'équation 
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caractéristique (1) et le vecteur propre x‘°, la n-ième coordonnée 
de ce vecteur étant fournie par la condition d’orthogonalité (6). 
D'une façon analogue on cherche les autres racines À; (j — 3, ... 
..., À) de (1) et les vecteurs propres associés x”. 

Nous ne considérerons pas les cas singuliers auxquels cette métho- 
de peut donner lieu. 


Exemple. Trouver pour la matrice [5] 


les racines À; de l'équation caractéristique et les vecteurs pro- 
pres x‘. 


Solution. La matrice À est symétrique et définie positive 
puisque 


4 2 
À, = — 16 ; 
2 2 x > 0 


As = det À — 80 >> 0. 
Le système associé est de la forme 
A2) — 4x0) + 270 + 279), 
Ar == 22) + 5x + 26), (= 1, 2, 3). (S\ 
A2 — 270 + 2) + Gr) 
En posant j—1 et x —1, on obtient: 


2 = (470 + 27 +2), 


ca = À (220 +52 +4), | @) 
M = 27 Lx +6. 


Le système (9) est résolu par la méthode itérative en prenant 
pour valeurs initiales 


za 0 4 et r00 1. 


La dernière équation du système (9) donne alors ÀŸ” = 9. Les résul- 
tats du calcul sont portés sur le tableau 29. 
On peut adopter 


À = 8,3874 
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et 


Tableau 29 


Calcul par la méthode itérative des éléments propres 
d’une matrice relatifs à la première racine 
de l'équation caractéristique 


HRURSSES 


re 
BD en 
Fe © 0 


Li 


1 


… 


… 


(1) 
1 
2 
3 
4 
©) 
6 
7 
8 
) 
0 
1 


8 


&o 
©0 
a] =] 


ù bb 
nd deb (nd pee ele pelb Duels Dub Dulb Dulh pod babe 


QC O0 O0 O0 O0 O0 O0 O0 O0 OC O0 Oo 


0,7720 


0,8077 
x = |0,7720 |. 
1 


Posons maintenant dans le système (8) j — 2. La condition 


d'orthogonalité des vecteurs x‘ et x conduit à 


0,8077 x! +0,7720 x? + x —0. 


D'où 


«2 
Ts 


= —0,8077x—0,77207. (10) 


En portant cette expression dans le système (8) et en posant 


*— 1, on obtient: 


z® = (2,38467:° __ di 


Xe = 1,1923x%° -- 4,2280. 
Le système (11) est résolu par la méthode itérative en posant 
z9—41 et A9 —5,42. 


Les résultats du calcul figurent dans le tableau 30. 
On peut adopter À — 4,4867 et 7° = 0,2170 ; x? = 1. 
La troisième coordonnée est déterminée à partir des relations 


d'orthogonalité (10): 


29 = —0,9473, 
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Tableau 30 


Calcul par la méthode itérative des éléments propres d’une matrice 
relatifs à la deuxième racine de l'équation caractéristique 


0,2170 
x‘ = | 


— 0,9473 


Le troisième vecteur propre x‘% se déduit directement des deux 
relations d'orthogonalité 


0,8077r;° + 0,77207$° + xi° —0, | 
0,2170x;° + x” —0,94737 — 0. 
En posant 1° — 1, on obtient x — —0,5673; x! — —0,3698. 
Par conséquent, 
1 
2% = | —0,5673 
—0,3698 
La dernière équation du système (8) pour j — 3 conduit égale- 
ment à 


Às — 2,1260. 
Pour vérifier, composons la trace de la matrice À: 
Sp À = M4 + 2 + Às = 8,3874 + 4,4867 + 2,1260 — 
= 15,0001 = 4 + 5 + 6. 
Remarquons que les racines fournies par le processus itératif 
sont le plus souvent rangées dans l’ordre décroissant de leurs modules. 
Les vecteurs propres de la matrice sont déterminés à un coefficient 


de proportionnalité près, pour cette raison, toutes les solutions du 
système (8) sont les suivantes: 
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0,8077c: 0,7720c: . 
0,2170c; Co —0,9473c, 
c _0,5673c3 | —0,3698c3 


ci, C2, Cs sont des constantes arbitraires différentes du zéro). 


$ 16. Inversion d'une matrice à l’aide des coefficients 
d'un polynôme caractéristique 


Dans ce qui précède nous avons exposé les procédés de développe- 
ment du déterminant caractéristique en un polynôme ($$ 3-9). 
En utilisant les coefficients de ce polynôme et en composant les 
puissances À, 4°, ..., A"-1 de la matrice régulière À d'ordre n 
il est relativement facile d'obtenir l'inverse A-!. Sous ce rapport, 
la méthode de Leverrier ($ 8) présente de grands avantages. 

Soit la matrice régulière À d'ordre r. Considérons son polynôme 
caractéristique 


det (ÀE — À) = À" + pl +... + priÀ + Pne 
D'après l'identité d'Hamilton-Cayley (chapitre XI, $2),ona 


AT + pATT +... + PnuÀ + PE = 0. (1) 
En prémultipliant l'égalité matricielle (1) par A *, on obtient 
A1 + pA" 3 +... + pauE + PA = 0. (2) 

D'où pour pr, # 0 
A”!=— —— (A1 + pi AT +... + Pn1E). (3) 


Ainsi, si l'on connaît les coefficients du polynôme caractéristique 
de À et si l’on a composé les puissances de cette matrice jusqu'à 
la puissance (7 — 1} y comprise, la matrice A”! se calcule sans 
peine d'après la formule (3). 

Constatons que si p, = 0 et p, > 0, pour obtenir la formule con- 
tenant À -! l'égalité vectorielle (1) doit être prémultipliée par À “*, etc. 

Exemple. Trouver l'inverse A”! de la matrice (cf. $ 8, 
exemple) 


v 


& © D 2» 
© D = D 
D = ND © 
x O0 Co Es 
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Solution. Utilisons les puissances de À déjà trouvées ($ 8): 


30 22 18 20 
22 18 16 18 
18 16 18 22 
20 18 22 30 


A= 


el 
208 178 192 242 
4 | 178 148 154 192 
192 154 148 178 
242 192 178 208 


Le polynôme caractéristique de À s’écrivant 
det (ÀA — E) — X% — 415 — 401? — 564 — 20, 


on obtient suivant la formule (3) 
208 178 192 242 
1 178 148 154 192 
—20 } | 192 154 148 178 
242 192 178 208 


Al = — 


30 22 18 20 1 234 1000 
22 18 16 18 2123 0100 
_. 18 16 18 22 40132121 -%lo0010ol(f— 
20 18 22 30 4 3 21 0001 
104 89 96 121 60 44 36 40 
1 89 74 77 96! |44 36 32 36] 
7 410 96 77 74 89 36 32 36 44 
121 96 89 104 40 36 44 60 
20 40 60 80 28 0 0 0 
__ | 40 20 40 60] | 023 0 o0Ï{_ 
60 40 20 40 0 0 28 O0l( 
80 60 40 20 0 O0 O 28 
5 O0 0,1 


| 
e © 
ÈS 
© 


0 0,5 — 1 0,5 
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Pour vérifier, composons le:produit 


1234 —0,4 0,5 0 0,1 
AA 2129 0,5 —1 0,5 O0 _ 
3 212 0 0,5 —1 0,5 
& 3 2 1 0,1 0 0,5 —0,4 
1 00 0 
0100 
— — E. 
0010 
0001 
$ 17. Méthode de Lusternik pour améliorer la convergence 
du processus itératif de résolution d’un système 
d'équations linéaires 
Supposons que le système d'équations linéaires 
Ax = (1) 
est réduit à la forme commode pour l'itération 
x=$p+ax. (1°) 


D'après la méthode itérative (chapitre IV, $8), les approximations 
successives de la solution x du système (1”) sont définies par la for- 
mule 

2 = Bhax Mr (m=1:2 3) (2) 


où æ(® est un vecteur initial arbitraire. 
Supposons que les valeurs propres À, À>, . .., À, de la matrice «& 
sont distinctes et que 


IMI>œIkIZz...Z>lAl. (3) 
Le processus itératif (2) converge si 
[Al <1. 


La première valeur propre À, peut être déterminée approxima- 
tivement moyennant les méthodes décrites aux $$ 11 et 12. Comme 
l'a démontré L. Lusternik [6], en utilisant le nombre À, on eut 
accélérer nettement la convergence du processus itératif (2) de la 
résolution du système (1°). 

Si m est suffisamment grand, on peut poser approximativement 


x & an, 
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Evaluons l'erreur æ — x". Sous la condition de convergence du 
processus (2), on a 


m 
a = lim 0m) = 900) L D (ac) — 1) ; 
m—+00 Rk=1 


d'autre part, 


m 
20m) = OL S (x) pi 1)), 
R=1 


Donc 
g— am ii (et) — ptR-1)) — 
k=m+1 
— [actm+1) 0m] LE [artm4+2) — otre 1)] +... (4) 
Puisque 


20) — 98-10 = [BL ax R- 0] —1[B + ar t-2)] — 
= @ (2-0) gR—2)) = oR-1 (y) 2y0)) avec k—1, 2, ..., 
il vient 
2e — ac) = a" (20) — 0) ami (ar) pC0)) EE (5) 


Soient Y1, Y2, - - ., Yn les vecteurs propres de la matrice & asso- 
ciés aux valeurs propres À, À2, . .., À, et formant la base de l’es- 
pace Æ,. En développant le vecteur x‘? —x% par rapport aux 
vecteurs de cette base, on aura: 


DC) — QUO) = CyYa + CoYa + +. + CnYns 
où cy (j—1,2,...,n) sont certains nombres déterminés. On en tire 
ch) — 9 tk—1) — QqhR—1 (ac) — 3(0)) — 
k—1 k—1 k—1 
=CÀi Yitc2 Yat...+CnÂn Un (6) 
(k=m+1, m+2,...). 
On obtient donc d’après la formule (5): 
dc — 00) = CA (+++...) Ti 
++ EE...) Votes + (LE AntA te...) Yn= 


CE Vis Cor 


2 + CnÂn 4 
= 1— À; Ya + Ti, Va tee. 1—n Yn: 
D'où, compte tenu de l'inégalité (3), 


ct 


2 — 0 = ES a + O (AS). (7) 
De plus, on déduit de la formule (6) pour k=m<+i1: 
gt — gp = Tags + O (A. (8) 
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Par suite , 
L 


nt)  qim) 


dr — y 00 _ 


Ainsi, on a finalement: 


œromt1) — im) 
L SAT HE (9) 
e e eCna+D — pm) à e 
Le terme supplémentaire a  — améliore sensiblement la 
=, 


convergence du processus itératif (2). 
Comme la formule (S) entraîne 


QD ge D, (2e D) LL O (AT), (10) 
la formule (9) pcut être remplacée par la formule suivante 
x & a + + (ar D), (11) 


La formule (11) rend inutile le calcul de l’approximation successive. 
En vertu de la formule (10), la plus grande valeur propre À; peut 

être calculée d’après la formule 

(am) — ætm-l); 


MR mn gum 0), (&—=1; Ass n). 


Dans le cas d’une matrice &« symétrique, en utilisant la méthode 
des produits scalaires on obtient une formule plus précise : 
À (tm) — œim-l, am) — gim-l) 
memes 
1 faim gim-2), gt — xim-l) ‘ 


En particulier, si 


net 0) … B 
” — Fo 
il vient 
9 MD QE 1 (x 2%") _ ap 
et 
m m 
LT — ac + » a*-1 (x — 2°) = >» a*B. 

h=1 R:=0 

On a donc 


M pe G=1,2, un) (12) 


où (œ"Bh: et («”'B); sont les i-èmes coordonnées respectivement 
des vecteurs &"$ et æ«”*-'$. D'une façon analogue, si la matrice a 
est symétrique 
n _(amB, amp) 
EE Gp, arf) * (13) 
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Exemple. Résoudre le système suivant par itération [{] 
0,78x1 —0,02z2 —0,12x3 —0,14x, — 0,76 ; 
— 0,027, + 0,867: —0,04z3 -- 0,067, — 0,08 ; 
—0,12x, —0,042: + 0,72x3 —0,08x, = 1,12 ; 
— 0,147, + 0,067: —0,08x3 + 0,744 — 0,68, 
en appliquant pour améliorer la précision de la solution la méthode 
de Lusternik. 
Solution. Réduisons le système à la forme commode pour 
l'application de la méthode itérative 
x = 0,22; + 0,02: + 0,12x, 0,147, <- 0,76; 
La = 0,027, + 0,14z2 + 0,04x3 — 0,067, + 0,08 ; (14) 
La = 0,12, + 0,042 + 0,287: + 0,08zx, + 1,12; 
Za = 0,147 — 0,067: + 0,08x3 + 0,26x4 + 0,68 


ou en le mettant sous une forme matricielle 


T, 0,76 0,22 0,02 0,12 0,14 Zi 
T2 | 0,08 ": 0,02 0,14 0,04 —0,06 2 | (147) 
Lg 1,12 0,12 0,04 0,28 0,08 Lg 
La 0,68 0,14 —0,06 0,08 0,26 A 
D'où 
0,22 0,02 0,12  O,14 0,76 
0,02 0,14 0,04 —0,06 0,08 
7 AE et pP— 
0,12 0,04 0,28 0,08 1,12 
0,14 —0,06 0,08 0,26 0,68 
Comme 


I & Ïm — max (0,50 ; 0,26; 0,52; 0,54) = 0,54 <1, 
le processus itératif de (14) est convergent. 


En prenant le vecteur B pour le vecteur initial æ‘° on obtient 
pour la m-ième approximation x‘ de la solution cherchée 


l'expression suivante : 


am = YN ap. (15) 
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Ainsi, pour calculer °°”, il faut former les itérations successives 
du vecteur f à l’aide de la matrice &. On a: 


0,22 0,02 0,12 0,141 F0,76 0,3984 
re 0,02 0,14 0,04 —0,06 | | 0,08] | 0,0304 | 
7 10,12 0,04 0,28 0,0811 1,121 | 0,4624 |” 


0,14 —0,06 0,08 0,26 À L 0,68 0,3680 


0,22 0,02 0,12 0,141 F0,3984 
B=œap- 1002 0:14 0,04 —0,06 | | 0,0304 | _ 
EP o012 0,04 0,28 0,08 | | 0,4624 | 


0,14 —0,06 0,08 0,26 J 1 0,3680 


0,195264 

0,008640 

0,207936 

0,186624 
etc. 


Les resultats des calculs correspondants sont donnés dans le 
tableau 31. 


Tableau 31 
Itérations successives du vecteur B par la matrice a 


B | af | a°f ap | af 


0,195264 0,09421056 


0, 

0,08 0,008640 0,00223488 0,00055572 
1,12 0,207936 0,09692928 0,04589292 
0,68 0,186624 0,09197568 0,04472340 


8 
a5fi ap a°s ap æ(8) — > cRp 
R—0Q 
0,02174095 | 0,01043649 0,00500961 0,00240463 1,532746 
0,00013570 0,00003285 0,00000792 0 ,00000190 0,122009 
0,02188361 0,01047017 0,00501763 0,00240654 1,972937 
0,02160525 0,01040364 0,00500170 0,00240272 1,410737 


Dans la formule (11) adoptons m — 8. La matrice &« étant symé- 
trique, utilisons pour le calcul de sa première valeur propre À; la 
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méthode des produits scalaires. On a: 
à, & (x5p, afp) _ 
177 (afp, at) 
. 240 4632 + 1902 + 240 65° + 240 272? — 0.480000 
500 961-240 463-F 792. 190-E 501 763-240 654-500 170.240272 ; 


On en tire, compte tenu de 7°’ —2x"7 — aff, 


8 
x&e XL + pe 


1— À: 
1,532746 . F0,002405 1,534965 
__[0,122009 | 12 | 0,000002 [ | 0,122011 
7 41,972937 À Ÿ 13 L 0,002406 | | 1,975159 
1,410737 0.002403 1,412955 


Voici à titre de comparaison les valeurs de la solution du système 
(11) fournies par la méthode de Gauss [1]: 


Lt — 4,534965 ; To — 0,122010 ; 
za = 1,975166;, zx, — 1,412955. 


Ainsi, si æ® donnait les valeurs de zx; (i — 1, 2, 3, 4) avec 
une précision de 1 «10° à 2-10-*, après les corrections de Lusternik, 
la précision sera poussée à peu près à 10° 

La méthode de Lusternik peut être appliquée également au pro- 
cessus de Seidel. On sait que pour le système (2) le processus de 
Seidel est un procédé itératif d'un système équivalent 


a = Pi + ax, 


où la matrice «, est définie par la matrice & (cf. chapitre XI, $ 3), 
et notamment, si 
a=Bæ+c, 


où B est une matrice triangulaire inférieure à diagonale nulle et C 
une matrice triangulaire r alors 


= (E —B)1C. 


Donc si EE (m = 1, 2, ...) sont des approximations successives 
de la solution x du système (2) établies d’après Seidel, on peut poser: 
tm EGR+D — Em) 
RSS + 1— hu ? 

avec pu la valeur propre de @, la plus grande en module. 
Notons qu'il existe également d’autres méthodes d'amélioration 
de la convergence des processus itératifs de résolution des systèmes 
d'équations linéaires, celles, entre autres, de M. Gavourine [7], 


[8], de A. Abramov. 


Oo D 
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CHAPITRE XIII 


RÉSOLUTION APPROCHÉE DES SYSTÈMES D'ÉQUATIONS 
NON LINÉAIRES 


$ 1. Méthode de Newton 
Considérons un système d'équations en général non linéaire 
fi (is Lo, .….., Zn) = 0; 


f2(zi; Los... Tn) =0, (1) 
fa (ris D 223%) =0 
à premiers membres réels. 

Ecrivons le système (1) sous une forme abrégée. L'ensemble des 
arguments Zi, Z2, + - «y Tn peut être considéré comme un vecteur 
de dimension n 

Ti 


T2 


Ta 


De façon analogue, l’ensemble des fonctions fi, fo, . . ., f, forme 
un vecteur de dimension n (vecteur fonction) 


f1 


În 
Le système (1) peut donc s’écrire sous une forme abrégée 
f(æ)=0. a 
Pour résoudre le système (1) on fera appel à la méthode des ap- 
proximations successives. 
Supposons qu’on ait trouvé la p-ième approximation 
AGE LR, ses 2e) 
d’une des solutions isolées æ — (x;, z2, ..., x) de l'équation 
vectorielle (1). La solution exacte de (1’) pourra alors se mettre 
[É 
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sous la forme > 


fra +e, @ 


où eP”—(e, eP,..., eP) est une correction (erreur de 
solution). 
En portant l'expression (2) dans (1° : on aura 


Î (x? + eP?) — (0 . (3) 


Supposons que la fonction f(x) soit continüment dérivable dans 
un certain domaine convexe qui contient æ et x‘? et décomposons 
le premier membre de l'équation (3) par rapport aux puissances 
du petit vecteur 8 en nous bornant aux termes linéaires 


(RP Her) = f(x) + f(x P)eP — 0 (4) 


ou, sous une forme développée, 


HP es Mer ss De )= | 
FT Î1 (ae, AA ..) 2.) + fix, (22 RAA sas 27) D + 
+ fie, (Ps Po ces En JE Tee. 
2 « 
ef (ra, afp) ep 0, 
Î2 (CS + ep PE —- eP” CRE ar 1 EP) Er 
= jte”, 2, fe (a, mr, mp) ep + 
+ fe (a, xp, .., xp) ee es. i (4) 


co fee, É si mer = 0. 
f GP “a e(P, xp’ LeP, _—— xp? Le) LL 
= fn (a, 2 RP) fan (RP, MP ee, 2iP) EP + 


+ frs. (PP, Pen + 


+ fax (x, D nee) Tr) en 0. 


Les formules (4) et (4’) entraînent qu'il faut entendre par dérivée 
J' (æ) la matrice jacobienne du système des fonctions fi, fe, - . ., fn 
des variables x, Zoe, . . ., Zn 


0f1 ôf: df: 
Or! 142 ÿ Zn 
9f2  Vfe Ôf2 


f'(x)=W(x)=|Gr 7 ‘Um |, 
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ou, en écriture condensée, 


f'@)=W(x)- [55] Gi, j=1,2,...,n) 


(4) est un système linéaire par rapport aux erreurs eP (i — 1, 


, --., N) à matrice W (x); aussi peut-on mettre la formule (4) 
sous la forme: 


f(x?) se W (x?) eP — (. 


En supposant que la matrice W (x?) est régulière, on obtient : 
en = Wa (LP) f(x P). 
Par conséquent, 
GP RP WA (RP) f(x Pr) (p= 0, 1, 2, ...) (9) 


(méthode de Newton). 


On prend pour approximation initiale æ® une valeur grossière 
de la solution cherchée. 


Exemple 1. Trouver les solutions positives approchées 
du système d'équations (cf. chapitre IV, $ 9) 
fit 2) = ti +38lgri x: =0, | (6) 
{2x Tr) = 22? —xizo — 5x1 + 1 —0. | 
Solution. Les courbes définies par le système (6) se coupent 


approximativement aux points MW: (1,4; —1,5) et M2 (3,4; 2,2). 
En partant de l’approximation initiale 


. [3,4 
die EI 


calculons les deuxièmes approximations des solutions, en effectuant 
les calculs avec quatre décimales. En posant 


fi (ris T2) 
Le # (Zi nel | 
on à 
on (84+31g3,4— 2,2: _[ 0,154 
f(x") = PR are de | 0 | Re 


Composons la matrice jacobienne 


of: of: ; 3M 

: OZ Urs L+ Z! — Te 

AO SE RE 
OT; ÔT> 
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# 


avec M —=0,43429. D'où 
3-0,43429 
11  —2.2,2 3832 —4, 
W'(æ®) | 3.4 ]-E 383 | 
4.3,4—2,2—5 —3,4 6,4 — 3,4 
en outre 
A=det W(x°)=—23,4571. 


La matrice W(x‘°) est donc une matrice régulière. Composons 
son inverse 

2 _E 64 7 

A |-W,4 1,3832 


La formule (5) donne 


D be | ___ | — 3,4 6,4 | | se ; 
__ [2,2/) 23,471 [4,4 1,3832 || —0,3600 | 
3,4 { — 2,10896 3,4 0,0899 3,4899 
Ë | sg 23,467 | » pes " | 2,2 | + fepsesd _ Fomel 
Les approximations ultérieures s’obtiennent d’une façon analo- 


gue. Les résultats du calcul sont fournis par le tableau 32. 


Tableau 32 
Approximations successives des solutions du système (6) 


Si l’on s'arrête à l’approximation z‘%, on a: 


Ti — 3,4875 A Lo — 2,2616, 
et 


PES pou 


Exemple 2. Trouver par la méthode de Newton la solution 
positive approchée du système d'équations 


ip 0 


mn) 
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en partant de l’approximation initiale 


To = Yo = 20 = 0,5. 
Solution. On a 


z° + y° £? ne | 
f(x) = E + y? —4z | . 
JT° — 4y +5 
0,25 +0,25 4 0,25 —1 —0,25 
f(x ®) — os 0,25 — 2,00 |- | 12) ; 
0,75 — 2,00 + 0,25 — 1,00 
Formons la matrice jacobienne 


2x 2y 2: 
W (x) — E 2y —41]. 
Gr —4 23 


D'où 


On a 
| sl | 
W (x®) = 12 1 —4 
3 —4 | 
et 
1 1 1 ° 
det W (x®)=—1|2 1 —4|— 40, 
3 —4 { 
Cherchons la matrice inverse 
3 4 | 
[15 —5 5 - R : 
1 ft) __ L à ee um 
MPG) 7] —14 —2 6-5 x x 
Se 1 7 1 
“40 40 0 


D'après la formule (5) la première approximation est 


24 D = 90 "1 (x ®) f(x) — 
1 
- : | [ —025 
DT 5 — 1,25 | — 
7 ‘4 — 1,00 


0,5 
—|0,5 | 
| 
0,5 0,375 0,875 
= | + | 0 | = es 
0,5. 0,125 0,375 


S|= MI-2 00 co 
D 
[> 
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Calculons ensuite la deuxième approximation æ%. On a 


0,875° -L 0,500° + 0,375° — 1 0,15625 
f'(arb) — [2er — 7 — Loan 
3-0,875?—4.0,500 - 0,375° 0,43750 
et 
2-0,875 2-0,500 2-0,375 1,750 1 0,750 
W {art) — Los 2-0,500  —4 |- sn 1 —4 | ; 
6-0,875 —4  2.0,375 9,290 —4 0,750 
D'où 
1,790 1 0,750 
det W(rt2)= 13,500 1 —4 
9,290 —4 0,750 


1,790 1 0,750 
1,790 O0 —4,750|— — 64,75 
12,250 0 3,190 


et 
— 195,25 — 3,19 —4,75 
- _ 1193625 —26 5 
W-1 (x) — MRC 23,625 2,6250 9,625 |. 
— 19,25 12,25  —1,75 


En appliquant la formule (5), on obtient : 


a — x") — W=1 (xD) f(x) — 


0,875 45,25 3,75  —4,75 
—|0,500 [+1 | —23,625 —2,6250 9,625 | x 


L 


0,375 149,25 12,925  —1,75 
0,156251 [O0,8751 [0,085191 [O,78981 
< | 0,28125 | — | 0,500 | 0,00338 | — | 0,49662 | . 
0,43750| [0,375| |0,00507| | 0,36993 


De façon analogue on calcule les approximations suivantes: 


0,78521 0,00001 
a — pos , f(x®)=10,00004 |, 
0,36992 0,00005 


elc. 
En se bornant à la troisième approximation, on a 


z—0,1852; y--0,4966; z—0,3099. 
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$ 2. Remarques générales sur la convergence 
du processus de Newton 


Le $ 1 donne un exposé formel de la méthode de Newton. Les 
conditions de convergence de cette méthode dans le cas d’un système 
ont été étudiées par Willers, Sténine, Ostrowski, Kantorovitch, 
d'autres encore. Nous exposons dans ce qui suit un cas particulier 
relatif aux systèmes finis d'équations non linéaires du théorème 
de Kantorovitch (théorème 1) [1] sur la convergence du processus 
de Newton dans des espaces fonctionnels ; pour simplifier le raisonne- 
ment, on utilise des estimations plus grossières. D'après Kantoro- 
vitch, on établit également la rapidité avec laquelle le processus 
de Newton converge, l’unicité d’une solution du système et la sta- 
bilité du processus par rapport au choix de l'approximation initiale 
(théorèmes 2 à 4). On obtient comme cas particulier le théorème 
d'Ostrowski [2] sur la convergence du processus de Newton pour 
une équation au second membre analytique complexe. 

Dans ce qui suit il serait commode de considérer les ensembles 
des fonctions comme vecteur fonction ou fonction matricielle. Pour 
alléger l'exposé nous allons généraliser à ces cas la notion de la 
dérivée. 

Soient æ = (z1, - . ., Zn) et 

fi (x) 
fn (x) 
où f,EC"" (i=1,2,...,n). 


Définition 1. Par dérivée f ’ (x) on entend la matrice 
jacobienne du système des fonctions f; (à = 1, ..., n) par rapport 
aux variables x, ..., æ 


MOBE IE (1) 
La fonction matricielle 
fais (x) + +. far (x) | 


Pl. Er de ae 2 
Go) L" (x) SS Tnr (x) 


peul être considérée comme un ensemble de »7 vecteurs fonctions 
fa (x) fir (x) 
4,(&)=| pe. Fr) 
fn (cc) far (x) 
Il est donc naturel d'entendre par dérivée #”(x) l’ensemble 
ÆE"(x)=1F;(x) ... Fr(r)], 


t9 
Lui 
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Ü , 
dfir Ofik 
ÔT: OT 
Fr, (x) = 
dfnh Ofnh 
UT! OTn 


sont les matrices jacobiennes (4 = 1, 2, ...,r). 


Définition 2. Si F'(x) = {f;, (x)l est une matrice fonc- 
tionnelle n X r et f;, (x) E C‘}, on pose 


EF" (x)= {Fi (x), (2) 


FiGo= [| (, j=1,2,...,n3 k=1, 2, ...,r). 


En particulier, si le vecteur fonction f (x) = [f, (x)] est tel 
que fi (x) € C®, 
Lx) =[Wix) Wa (D), 


avec 


Wa = [| (k=1,2,...,n). 


ÜTR 0Zj 


Pour évaluer les matrices nous utiliserons dans ce paragraphe 
la m-norme (chapitre VII, $ 7) en omettant l'indice m pour abréger 


l'écriture : 
f(x) = max | fi (x) |; 


Ôf; (x) 


(UE 4) 


? 


If" (x)l= max 3 
 j=i 


*fi (2) 
ÔTh OT; 


[* (æ)11 = max |] Wa (a) 11 = max {max D 
 “ 


} . etc. 


D'une façon analogue 


NE (a) 11 = max À | fus (æ) |, 


(FA @)lL=-max > | 46e) 


ÊTh 


Déduisons au préalable quelques estimations des m-normes des 
différences de valeurs des fonctions matricielles analogues à la 


* Puisqu’on a évidemment pour tout ensemble fini des nombres {a;;} 
max (max a;j)=maxa;j. 
| î, J 


462 RÉSOLUTION APPROCHÉE DES SYSTÈMES D'ÉQUATIONS [CH. XIII 


formule des accroissements finis, qui nous seront utiles dans ce qui 
suit (cf. [1]). 
Lemme î. Si 


Ex) = (fi; (x)] (a X r), 


où f;, (x) sont continues avec leurs dérivées premières partielles dans 
un domaine convexe qui contient les poin!s x et x + Ax, alors 


IF (x + Ax) — F'(x)I| < ri] 4x 1-11 &" (6) II, (3) 
où & — æ +0Ax, 0 <6 <iÂ, et par norme des matrices on entend 
la m-norme. 


Démonstration. En appliquant la formule de Taylor, on 
obtient : 


' , . ts) 
Fc+Ax)—F (0) = fi (+2) — fi (i=[ 3 LED ao, 
k=1 
avec E;5=x + Or, 0 <6;; < 1; i=1,2,...,n; j—=1;, Die 
Si l'on fixe x et xr-+-Azr, on aura: 


IF (x -— arf nE S | ED Ar < 


i 0x) 
J=1 k=1 
Ofij (ii) 
<max D : | 2HyEu [LA |< 
J=1 k= 
< max | Azr |- > max D ir vu = 
mi 


= Tr || Ar || Ex x > | -3 Ôfii (Bis) 


OTR 


Le nombre de couples (i, j) étant fini, il existe un couple (p, q) 
tel que 


ô  Lofpq (Epa)l lof (Ena) ” 
max | dy) | eme D | IE ŒIL 
h— Rk—1 4 Rk=—1 
Où Ë == pc 
Ainsi 


14" (x -i 4x) — (x) 11<7 11 Ac IT IE CE) Il: 


ce qu'il fallait démontrer. 
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fi (x) 
f(x) — ° ’ 
În (x) 
f(x + Ax)—f(x)1< 11 4x Il + A" (OI, 


où ëé—x+060Ax et 0<6<1. 
Ici r—1. 


Corollaire 2. Avec f(x)EC‘*” on a: 
If" (&+Ax)—f'(x) <a] Ax || 117" (8)11, 
où 6 — 2 + OAx et 0<LB6<1. 
Lemme 2. Si 


Î: (x) 
ÿ f(x) = EC® 
fn (x) 


dans un domaine convexe qui contient les points x et x + Ax, alors 
. , ’ 1 0° s# 
f(x +Ax)—f(x)—f (x)Axl<-=r | AxlF-11/"(8)11, (4) 
où E—=x+0ÂAx et O<L<O<f. 


Démonstration. En utilisant la formule du binôme de 
Taylor, on obtient : 


If (x + Ax)—f(x) —f" (x) Ax || = 
= | fie + A) fie) — af Ge] [3 SE a; au ]]< 
j,h 


Corollaire 1. Si 


il vient 


OZ j 0Th 
<7f[31as1 || tau]|< 
mas emgsla (3 3 AI 


“fi (Bi) 
Oz; 0th 


=; llAx1#| 


[33 


1. 


où 8: —2æ+060;Ax, 0<6;, <<. 
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Puisque 
0®f ; “fi (Si) 02f; 92 fà (Bi) | = 
D ETES re dzjozr | — 
k 


GE (8p) 


"1 (Gp) 
RE Fe | < mx AE LR CD LE 


=> 
k 
compte tenu du sens de la norme, l'inégalité (5) entraîne 
If (x + Ax)—f (x) —f" (x) Ax | < 
<Z lle LS" @I= LA IE 17" ON, 
où &— Ep = 2% +0Ax et 0<6<1. 


$ 3*. Existence des solutions d'un système et convergence 
du processus de Newton 


Théorème 1. Soit un système réel d'équations algébriques 
ou transcendantes non linéaires 


Î (x) — 0, (1) 


où le vecteur fonction 


În (Xi, .. Zn) 


avec ses dérivées partielles premières et secondes est défini et continu 
dans un certain domaine «, c'est-à-dire 


: F(æ)E CE (w)- 


Posons que x'® est un point contenu dans w avec son &-voisinage 
fermé 
Dex ®)= {le —x® || <S) € w, - 


où par norme on entend la m-norme* (cf. chapitre VII, $ 7) et eù 
l'on vérifie les conditions suivantes : 


* C'est-à-dire, si À = [a;;]: 
11 A 111] À fl = max Ÿ ail. 
i 
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1) la matrice jacobienne W(æ)=[52] pour æ—® possède 
une inverse To=—W"t{(xt®) avec 


Il Lol < 0° 
"(an (0) CA 
2) AT (æ°) IE BE ; 
fi (x) 
5) > 0x; 07h 


pour i, LE 2,...,n et xEUs(x'®); 
4) les constantes Ao, Bo et C satisfont à l'inégalité 


lo = 2n40B0C < 1. (2) 
Alors, pour une approximation initiale x %, le processus de Newton 
x (P+D == 7x P) W”1 (a) f (a P)) (3) 


(p = 0, 1, 2, ...) converge et le vecteur limite 


x*— lim x) 
Po 


est une solution du système (1) telle que 
Ha—2xo l<2B<&. 
Démonstration. Introduisons les notations 


hp = [2240 — 0 | = max | sh 0 — 2h |, 


Vh=WTt(em)  (p=0,1,2,...). 
La formule (3) entraîne 
hp = 1 Lf (x) 1|. 


Les conditions 1})-4) donnent les estimations des quantités l, 
et PJ (x). 

Examinons d’abord le cas p—1. En utilisant la condition 2), 
on a: 


ho=|1x D — 2x0 | =] W-1 (20) f' (ae) IS 2 < LCR 


A 
* En d'autres termes, si W (æ(9)={[a;s], alors Fo—W-1 (æ&t0) — 


où À;; sont les cofacteurs des éléments a; et A—det{a;;]; par conséquent, 


n 
1 
r = MAX ——— À e 
I Tol=mex-s 2 nl 
2= 


30—01072 
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donc 


ho< Bo 
et 


Use (x) © Use (2°). 


Pour évaluer F,—W"1(x2), appliquons Ia relation (4B)"1- 
— B"14"1 pour mettre cette grandeur sous la forme 


Ti :=[W (29) PoW (x) = (ToW (x) Po. (4) 
En tenant compte de la condition 1) du théorème, on a: 
LE —TOW (x) = 1 Po lW (&°) —W (mO)TII< 
< || Poll We) —W (XP) A0 W (2°) —W (209) 11. 
Puisque la condition (3) amène 


02f; (x) 


0x; OTh <C, 


L 
7" (x) 11 = max S 
V7 pi 


en vertu du corollaire 2 du lemme 1 on obtient : 
Wa) —W (co) = 1" (ee) —f" (ao) II < 
<n|æb—x®|C<rBC ; 


et donc 
| 


LE —ToW (x) |] <r40BC = D <S. 
Par suite (chap. VII, $ 10, théorème 5, corollaire), il existe 
une matrice inverse 
[ToW (2) i={E—(E—TW (xb))}t, 
et comme || E||=||£||n= 1, 
ITW (PIE 


1—10 


2 


< 2. (5) 


On déduit de la formule (4): 
I Li STE (CONTI To << 240 = A1: (6) 
La formule (3) entraîne 
| [f(x +1") (29) (2 — 2c(0)) = 0, 
d’où, en vertu du lemme 2, 
LFP) NT) —f (00) — 1 (9) (D — DO) < 
<Fnllet—e® | ||7" (8 1I<+ 28, 
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avec | 
E= x +6(xth—x0) et O<LO<1. 


Compte tenu de l’inégalité (6), on obtient : 
IRNTACDIIE SIN RIT AC DIE 
1 a 1 
< 249°7 nBjC = n ABC => hoBo= Bi (7) 


‘ 


Ainsi pour le point x‘? nous avons 


Ur) E Use (x) € 0 


D) 
°) 


et, en outre, | 
HT A LTD) I<B:, 


a 


ou 
A — 245, 


Î (5144 
Bi => bobo<—. 


Il en résulte | 
ps = 2n ABC = 2n 249 loBoC = bo 2 AoBoC = 1. (8) 


On retombe donc dans les conditions du théorème, à cette diffé- 
rence près qu'au lieu du voisinage U 50 (x'®) on a le ose 
U Se (x‘?) emboîté dans le premier voisinage. 


‘En reprenant des raisonnements analogues, nous pouvons établir 
que les approximations successives 2%‘? (p = 1, 2, ...) ont un 
sens et sont telles que 


U 5e (29) D Use (x) ae Du Use (2ctP)) = 
EX "2P 
de plus 
I Tpl= NW (x) 1I< À 
IT (a P)I= rer l<B,, 


où les constantes 4, et B, sont liées entre elles par les relations 
de récurrence 


(9) 


Ah = 24 p-1 | 
1 
B,= 9 Up-1B p-1 


et 
= 2nApB)C (p=1,2,...). (10) 


30° 
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Montrons que la suite des approximations æ? (p = 0, 1, 2,...) 
vérifie le critère de Cauchy (chapitre VII, $ 9). En effet, pour q > 0 
on a: 


a P+N € U 5 (xt). 
5P 
Par suite, pour tout e >>0 donné à l'avance 
151 4 
[| 20 P+8 __ mtP | < 5 <E, 


sip > Net g>-0 avec N suffisamment grand, ce qui est équivalent 
au critère de Cauchy. On en tire l'existence de la limite 


lim x P)—2%*E€ U 5e (ac(®). 
p—+00 


Montrons maintenant que x* est une solution du système (1). 
La relation (3) conduit à 


f'(P) + W (2007) (+0 — mt) = 0. 


* 


En passant dans cette égalité à la limite quand p— et en 
tenant compte du fait que 


2 PFD__ptPr 0, 
ainsi que W (x?) est continue et bornée dans U 3 (x'°), on aura : 


lim f(x?) — 0. 
p-r00 
On obtient en vertu de la continuité de f(x): 
f (im x) = f (œ*) = 0, 
po 


c'est-à-dire æ* est une solution du système (1). En outre, 


© 
[2° — 2 || =| >, [actP+h __ pt] |< 
p=0 


nd co 

. 

< » [28 — 2? I< >, B,< Bot +... =2Bo<68. 
p=0 p=Ù 

Le théorème est ainsi complètement démontré. 


Remarque 1. Si f(x) EC‘®(w) et dans le domaine © 
le système (1) a une solution simple æ*, c'est-à-dire telle que 


f(x°)=0, f'(x*)=W(x*) 0, 


les conditions du théorème 1 seront évidemment respectées pour tout 
point x‘® suffisamment proche de x*. , 
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Pour vérifier la condition 2) il est utile de noter que B, donne 
une estimation de l'écart entre les approximations initiale et pre- 
mière du processus de Newton: 


I Tof (x) = xx 1< Bo, 


cette inégalité peut donc être vérifiée aisément dès qu'on trouve 
l'approximation x‘. 


Remarque 2. On obtient des énoncés analogues du théorème 
de convergence si au lieu de la norme || 4|,, on recourt à la norme 
I AÏl: où | AÎk. 


$ 4*. Rapidité de la convergence d’un processus de Newton 


Théorème 2. Si les conditions 1) à 4) du théorème 1 du $ 3 
sont remplies, les approximations successives à*P) (p = 0, 1, 2, ...) 
vérifient l'inégalité 


{\P-1 9P_ 
fatale (S) hù "Bo 


où x* est une solution du système et 4 est définie par la formule (2) 


du $ 35. 


Démonstration. En appliquant les relations (9) et (10) 
du $ 3, on a 


1 
Up — 2nA,B,C — 2n 2A}-; + Up-1Bp-1 né C = 
— Lp-1°22AÀ DB 10 = pu _,- 


Il en résulte que 


Hi = Ro 
es ns 
Be = ii = Ho, (1) 
Up = 2". 
Ensuite 
1 lb 25 
Br=—- Hp1Bpi = pi? ‘Bp-} 
Donc 
Â  ,p-1 1  op-2 1 0 
Bp=+rhi Zu 7 6 Bo — 
1 P oD-l10oD—2 1 P 91 _ 
= (ares (lu Be 02) 
Comme 


|] JP+D — 7 P) I] < Bh, 
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on a pour qg > 
| xtP+ — x'P) | < Î xP+tl a x P) Ï —— 
E Il 2rtP+2) — p(P+1) I +... + ] aP+#0 __ y{P#H-l 1 << 


<B pFBpnu+t... + Bprg1 = 
= ( \" 3 2—-1B, +(+ ju -1B + + 


2 
ds pe 1B, — (+ Vu PB, [1+ 
+ ue Te Don) 
On en déduit en tenant compte du fait que uo<1 
farm am [le (+) pot ++ + 
+O)TTI< (5) 07-180. 
En passant à la limite quand qg—> 0, on obtient finalement: 
Perle (sr) ue (5) nd, 


+ 


« 


ou 
Ho — 2nAoBoC < 


&, Ainsi pour lo < 1 la convergence du processus de Newton est 
superrapide. En particulier, pour p—0 on a: 
[x —x | L2B< 6. 


$ 5*. Unicité de la solution 
Théorème 3. Sous les conditions 1) à 4) du théorème 1 du $ 3, 


le domaine 
Il — 2 9 1 < 2Bo (1) 


contientKune seule solution du système (1) du $ 3. 


Démonstration. Supposons qu'en plus de la solution x* 
du système (1) du $ 3, définie par le processus de Newton, il existe 
une autre solution æ** de ce système telle que 


[ar ** — 29 || < 2Bo. (2) 
Les approximations successives æ% (p = 0, 1, 2, ...) du 


processus de Newton sont comprises dans le voisinage de (1) et 
respectent la condition 


f UP) W,, (2 PH — DP)) = 0 
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avec ° 
W,=W (a). 
En tenant compte du fait que 
f (x°*) =0, 
il vient 
W,, (ac P+D —r**) de Î (2r**) f (act Pr) — Wh (r*° — x P)) 
el. par conséquent, 
x'P+1) _—7** = l; (f (°°) us Î (ae) — WW, (°° — a P))], 
où 
P,=W;. 
Calculant l'estimation en norme, on aura: 
at — x PDT], [IS °°) — 7 (a) — WW, (2° — 2) |]. 
Dans les notations du $ 3 (cf. théorème 1) 
Ip | Ap- 
L'application du lemme 2 du $ 2 conduit à l’inégalité 
| Î (x**) —. Î (ar?) nn W» (x°* ee dr) Ï < _ nC | x** — x'P) [f°, 


où la constante C est définie d'après la condition (3) du théo- 
rème {. Par suite 


are nA Cette (p=0, 1,2, ...). (3) 


Posant dans l’inégalité (3) p—0 et utilisant l'inégalité (2), on 
obtient 


ax 40€ || 2%" — 2 |E < 22 40BiC, 


ou, introduisant les nombres définis par les relations 


ne no | ” 
| P=VU, 1, =, ...);, 
Bpn=-UpBp 
on lirouve 

fat — 2 0 | < toBo = 2B4. (5) 


D'une façon analogue pour p—1 on déduit des formules (3), (4) 
et (9): 


arr nAC [x — a [2 A BEC = puBi = 2B2. 
En général, 
[x**—xP|<2B, (p=0, 1, 2, ...). (6 
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Comme la formule (2) du $ 4 entraîne que la grandeur B, —+0 
quand p—+ 0, en passant à la limite dans l'inégalité (6), on a: 


2c**— Jim x) —2%*, 


po 


c'est-à-dire la solution du système (1) dans le domaine || —:rt° || < 
<2B, est unique. 


Remarque. Si le domaine Uæ(x'®) est tel que 
2 BE. 
[lo 
le système (1) ne possède pas dans le domaine étendu (1) 
9 
e — yo) 95 ri 
[x — x I<- 0 (1) 


d'autres solutions que x*. 

En effet, en supposant que le domaine (7) comporte une solution 
x** du système (1) ($ 3) et en reprenant les raisonnements du 
théorème 1, on obtient une inégalité de la forme (3) 


] 2° — x'P+b <= nApC | J** — xp) [F, 


où x (p=—0, 1, 2,...) sont les approximations successives du 
processus de Newton à approximation initiale r‘®. D'où, puisque 


2 
] x — x I<- Bo, 
on a successivement, en use les ER Up+1 = US 


Jaæ**— 2x bi < ZAC Be = 


2 2 
—= nié = Bo=—— Bo Bi mr B;, 
{act — I<+nA CE Bi _ 
1 
È 2 2 


1 2 2 
— 2rn ABC Wii = bib EE 


etc. 
En général, 


lex < Br (p=0, 1,2, ...). 
Puisque . 
Bp=-Up1Bp- 


et 
Up=U_;; 
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il vient 
He 2 pe 


Cette dernière relation peut également s’obtenir directement des 
formules (1) et (2) du $ 4. 
Ainsi 


Bp _1 Bp- ( 1 ) Bo. (8) 


1\r-1 B 
[are — 7 || < (-) . (p=0, 1, 2,...). 


Par conséquent, 
r**—limaxP=r, 
Pr 
ce qu'il fallait démontrer. 


$S 6*. Stabilité de la convergence du processus de Newton 
devant la variation de l’approximation initiale 


Théorème 4. Si les conditions 1)-4) du théorème 1 du $S 3 
sont remplies eb si 


y Bo< SE, 
lo 


avec Uo = 2nAoB6C <<1Â, le processus de Newton converge vers la 
solution unique x* du système (1) ($ 3) dans le domaine principal 
x — 2x ® || LS 2B, quel que soit le choix de l’approximation initiale 
x’ dans le domaine 


] 270) — (0) I] < À 


— Ho 
TE Bo. (1) 


Démonstration. Par analogie avec les notations données 
ci-dessus < 
Wo=W(r®) et = Wii? 
introduisons 

Wo=W (2x9) et Fo =(Wi) TE 

Montrons qu'au point x” on vérifie des conditions analogues 
à 1)-4) du théorème f. 

Utilisant les notations et la méthode de démonstration du théo- 
rème {, on a: 


LE —ToW, = 1 To(Wo—W)I< 
€ Pol Wo— We AoeC |] 2" — 260 |. 
D'où, compte tenu de l'inégalité (1), 


, 1—1u 1— pu 1 
ET WiI< AonC Bo < +. 
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Par suite, 
[ (Co)? l=I1E-Œ- TWO |< 
À) 
Sr 1—IE—ToWoll 9 _ 10  3+bo co 
4 
Il existe donc 
F, — (FoW)"1 Do 
et 
ITW lol <= = 4°. (3) 
: ARDIE ET 
Déduisons ensuite 
MTof GEI POI IE C9) — (9) — 
—W, (ar 9 — x(0) Il +- ] lof (at) | +- Il 20° (0 (0) 1 < 
LL AonC [fa 0 70 PB + (0 0 
1 1 —2 
< + HoBo FLE + Bo ES Se Bo = 
— 1—2ho+ hi + 106h0 +8 —8ho Bo = (3+ 19)° 
16h 16119 . 
On en tire en utilisant l'inégalité (2): 
IT Ce) = To) ETof (x) < 
< | (ToW) NT GONE 
4 (3 + Lo)? _3+lb R _ nr 
SF no 07 2 8. (9 


En vertu des inégalités (3) et (4), on obtient: 


CES NP 9. 4Â9 3+ Ho Le 1 = 
u'-=2nA'B C--2n CENT FREE TT BC — 2n ABC — — 1. 
De plus, 


2B'+||x° Oro | LS + Ee Bi = — Bo = _ < EL 
0 


et donc, à plus forte raison, 


2B<<H. 


Ainsi, au point x’® les conditions du théorème 4 sont com- 
plètement vérifiées ; en outre 


Up: (2° 10) = U 2e (x ®) Use (ac(®) (9) 
Ho 


(fig. 58). 
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La procédure de Newton 


9" (P+l) - - rien (x'P)), 


FT) (p=0,7,2,-:), 


converge donc vers une certaine solution x’* du système (1) du $ 3 
qui repose dans le domaine U»g- (x’‘®). En vertu de la formule (5) 


x'* EU 289 (2°). 
UoË 


Mais la remarque du théorème 3 du paragraphe précédent fait 
que dans le domaine Ur, (x‘°) il n'y a qu'une seule solu- 


tion æx* du système 
principal (1). Donc 
x'* = r* 
et 
xr* — lim * AUS 
p—rco 
ce qu'il fallait démontrer. 


Remarque. Si 
2Bo << é et lo 1, pour 
la première approximation 
initiale x‘® ïil existe tou- 
jours un voisinage dont 
n'importe quel point peut 
être pris comme approxima- 
tion initiale de la procédu- 
re de Newton qui converge 
vers la solution cherchée r*. 

En effet, soit * 


2B <2q9Bo = ét, > 
où g >> 1. Posant 


+ * 1 
Ugo — Max (to, —) , 


NS 


Fig. 58. 


on obtient en vertu des théorèmes 1 et 4 que pour une approximation 
initiale quelconque x’‘* qui vérifie la condition 


on LH 
IL 2 — À 1 < OTP Bo 


le processus de Newton correspondant converge vers la solution x* 
du système (1). 
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$S 7. Méthode de Newton modifiée 
La construction du processus de Newton 
x P+D — ytP>__ 71 (or) f(x) (p=0, {, 2, Lie) (1) 


présente un inconvénient important qui consiste à calculer à chaque 
pas la matrice inverse W-1 (xP)). Si la matrice W-1 (x) est continue 
dans le voisinage de la solution cherchée æx* et l’approximation 
initiale x‘° est suffisamment proche de x*, on peut poser approxi- 
mativement 


W=1 (20) Z W-1(x 0), 


et on retombe ainsi sur un processus de Newton modifié 


ECP+D 2 EP) 1 (0) (EP) (2) 

(p = 0, 1, 2, ...), où 8 — xt%. Remarquons que pour les pro- 

cessus (1) et (2) les premières approximations x'Ÿ et £® coïncident 
2") .— AR 


La convergence du processus de Newton modifie (2) a été étudiée 
par L. Kantorovitch [1]. 


Théorème. Si les conditions 1) à 4) du théorème 1 ($ 3) sont 
remplies et si 
Uo — 2rA oBoC <<, 


le processus de Newton modifié (2) déterminé par l'approximation 
initiale E® — x'® converge vers la solution x* du système 


J'(x) = 0 


[a*—E8P<upfa*—a 0 l<2Bour (p= 0e 1, 2,...), (3) 


et 


où on entend par norme la m-norme. 
Démonstration. Considérons le vecteur fonction 
F(x) = x —Tof(x) = [Fi (x), 


avec To = W”! (x). 
Evidemment 


F(EP)=EP TD, (EP) EP (p=0, 1, 2, ...). (4) 


De plus, 
F'(x) = E —Tof" (x); (5) 


d'où, en particulier, 
F'(xX%)=E —T,f'(x")=E —E =0 (6) 
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Montrons par récurrence que toute approximation &‘” (p — 
— 0, 1, 2, ...) est comprise dans le voisinage 2B, du point x‘° 


EP 2x OI << 2Bo. (7) 


En effet, avec p — 1 l'égalité (7) est évidente du fait qu'en vertu 
de la condition (2) du théorème on a: 


| 80 — (0) | _ Ï 2 D (0) I1< B 


Supposons maintenant que pour un certain p l'inégalité (7) soit 
vraie. Alors, en utilisant le lemme 2 du $ 2 on a: 


[EP x 0 1] =] EP) — 0] EP — To (EP) — 20 | = 
= [| Tolf (EP)—W (00) (EP —2 OT of (x) + 
+ Pot (EP) — (0) WP (00) (EP — 0) 
< Bo + AonC |] EP? — ar 2. 
En appliquant l'inégalité (7) on trouve: 
[840 — O0 | LB, + + nAoC -4B° = 
= Bo + 2nAoBoC - Bo = (1 + Lo) Bo << 2Bo, 


ce qui démontre notre proposition. 

Puisqu'on suppose que les conditions du théorème 1 du $ 3 
sont observées, le système f(x) = 0 possède une solution x* 
telle que |[2x* — x" || < 2B:. 

Considérons la différence + — EP, où p > 1. Compte tenu du 
fait que 

F(x*) =ax* —T,f(x*) = x* 


et en appliquant le lemme 1 du $ 2, on a: 
et —SP II 9) — EF (EPP) I< et TI E" (6) 11, (8) 


où 6 est un point du segment [x*, E?-b], 
Ensuite (cf. $ 2, lemme 1, corollaire 2) 


IE" (6) =" (8) — FR) n 18 — x 0"] max ||” (n)]l, (9) 


où n est un point du segment [6, x‘®]. La formule (5) donne 


FE" (x) = y > Vis J 


s=1 


où Ô:, est le symbole de Kronecker et l,=[v:]. Donc 


F1! 
Ôz] — di — > Vis 
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et 
82F S 82 
NN UE Ts 
dzj 07h D Vis 0j dxp * 
s—=1 
Par suite, 
+" 0® Fi Fi (n) fa fe (N) 
LE" (mI= max Ù ren [= max > [> Vis re 
1 s—1 
fx (N) 


2j dr <max D [velC = CITe|< AC 
1 s=1 


<mex FD 
M7 s=1 Rk=1 

et en vertu de (9), on a 
ILE" (6) < rA40C 18 — x 91. 


Le point 6 appartient évidemment au voisinage 2B, du point x; 


donc 
|] 0 — r(9 I] < 2B, 


et 

14" (6)11< 22 40BoC = lo- (10) 
Si l’on tient compte de l'inégalité (10), l'inégalité (S) permet de 
déduire 

ax —501<polr*—8$522 |, 
d'où 
fa —8P1<ugllet—591=up]aet-2rol<2Bur. 

Pour uo<< 1, la dernière inégalité entraine 


lim EP) — æ°. 
md 


Le théorème est complètement démontré. 


$ 8. Méthode des approximations successives 
Soit un système d'équations non linéaires de forme 
Ti — Pi (zi, Los Tn); 


T2 —= P2 (xs, Lo.) Ta); (1) 
Tn = Pr (ss Lo, Zn); 
où les fonctions @i;, 2, . . ., @n Sont réelles, définies et continues 
dans un certain voisinage «w d'une solution isolée (zf, xÿ, . . ., x) 
de ce système. 
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Introduisons dans la discussion les vecteurs 
LC = (Zi, Ze, . .., En) et (x) = (pi (x), pa (x), - - ., Pn (x)), 
on peut alors écrire le système (1) sous une forme plus compacte 
x = p (x). (2) 


Pour trouver le vecteur racine x* = (x/, x, ..., 21) de 
l'équation (2), il est souvent commode d utiliser la méthode des 
approximations successives 


a P+D = @ (x?) (p=0;:1:2; 23h (3) 


où l’approximation initiale x” &zx*. La convergence de ce pro- 
cessus sera étudiée dans ce qui suit. Constatons que si le processus 
itératif (3) converge, la valeur limite 
6 = lim x(P (4) 
po 


sera nécessairement une racine de l’équation (2). En effet, en suppo- 
sant la relation (4) respectée et en passant à la limite dans l’égali- 
té (3) quand p — ©, on a en vertu de la continuité de la fonc- 
tion œ(x) 

lim xrP+tl = 1) (lim 5 A À 

n +00 p-r00 


5 — (8). 


Ainsi & est une racine de l'équation vectorielle (2). 

Si, en outre, toutes les approximations x‘? (p = 0, 1, 2, ...) 
appartiennent au domaine « et si x* est une solution unique 
du système (2) dans w, alors, évidemment, 


c'est-à-dire 


= +". 


La méthode des approximations successives peut être appliquée 
également au système général 


Îf (x) = 0, () 


où f (x) est un vecteur fonction défini et continu dans le voisinage 
wo du vecteur solution isolé x*. Par exemple, récrivons ce système 
sous la forme suivante: 


x =x+Af(x), 


avec À une matrice régulière. Introduisant les notations 
x + Af(x) = p(x), (6) 
oD aura 
x = q (x). (7) 
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A cette dernière équation il est facile d'appliquer la méthode des 
approximations successives ordinaire (3). 

Si la fonction f (x) possède une dérivée continue f” (x) dans ©, 
la formule (6) entraîne 


q’ (x) = E + Af' (x). 


Dans les paragraphes qui suivent nous montrerons que pour 
l'équation (7) le processus itératif converge rapidement si q’ (x) 
est petit en norme. Compte tenu 
de cette circonstance, choisissons 
la matrice A telle que 


q (ar) = E + Af (ac (9) == 0 ; 


d'où, si la matrice f’(x'°”) est 
régulière, 
A —1f" (0). 


Remarquons qu'au fond c'est un 
processus de Newton modifié appli- 
qué à l'équation (5) (cf. $ 7). 
Dans le cas du det f° (x) = 0, 
il convient de choisir une autre 
approximation initiale x. 
| Il existe d’autres modes encore 
Fig. 59. pour remplacer le système (5) par 
un systeme (7) équivalent. 
Exemple. Résoudre à l’aide de la méthode des approxima- 
tions successives la solution approchée du système 


hr — 1, 
an | & 
Li — Le == 0. ] 
Solution. La courbe de la figure 59 montre que le système (S) 
possède deux solutions qui ne diffèrent que par le signe. Bornons-nous 


à rechercher la solution positive. D'après le dessin nous pouvons 
prendre pour approximation initiale de (8): 


(0) 0,9 
Die | nil 


Posant 


on aura: 
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D'où 
! (apt0) 1,8 1 
L = 
L'R)=) 243 1 


det f” (at) = 1,8 — 2,43 = -4,23. 


La matrice f’ (x'°’) étant régulière, il existe une inverse 


'aoyie ie [T, de | 
4,23 


et 


— 2,43 1,8 
Ainsi 
| L n —1 — 1 
OS ss " 
Posons 


ml 4 [1 1 ][i+a—1 
q(x) =x + Af(x) = AE Er ne” PH | | 


Le système (8) sera alors équivalent à l'équation matricielle norma- 
lisée 


= Q (x). (9) 


Utilisons la formule (4) pour trouver les approximations successi- 
ves de la solution du système (9): 


NT ue ou 
Las] 22% [2,43 1,8 ] Lt — 20 = 
0,9 : ji 1 710,060 
= Los) 7 42 Fa nn best L 
0,9 0,06831 F0,8317 
7 EM L bé | 


[08317] 4 [1 1 Frot 
20 9) — 0,5630 7 4,23 2,43 —1,8 0,83173—0,5630 


0,83171 [—0,00491 [0,8268 
= pyrd —| spl — pr ; 

0,82681 [0,00071 [0,8261 

M ben = Fa L Foret ; 

: Leo | re) Em 

% —10,5631 | | —0,0005 | — | 0,5636 | ' 

etc. 

31—01072 


482 RÉSOLUTION APPROCHÉE DES SYSTÊMES D'ÉQUATIONS [CH. XIII 


En s’arrêtant à la quatrième approximation, on obtient la solu- 


tion 
Li — 0,8261 », T2 —= 0,5636, 


et 


0,0000 
f(x)= boss 


à 10“ près. 


& 9*. Notion de l’application contractante 
Soit un système non linéaire 
Yi = Pa (Lis Tes + Tn)s 
Ya = Paris Tes + - 5 Zn); (1) 


Un = Pan (xi, Los cc.) Zn); 


où les fonctions m1, P2, . . ., ®, sont définies et continues dans un 
domaine connu G d'un espace réel £, à r dimensions (chapitre X, 
$ 1); les valeurs de ces fonctions (y, ÿ2, .  ., Yn) pour (x, ze, . .. 
- +. Tn) € G remplissent un certain domaine GG E,. Le systè- 
me (1) établit une application du domaine G sur le domaine G. 
Introduisons les vecteurs 


T1 Vs Pi 


pour mettre le système (1) sous la forme abrégée: 
y = Q (x). (17) 


Introduisons dans l’espace £, une norme canonique ||x {|| véri- 
fiant les conditions ordinaires. On peut poser, par exemple, 


[zx ll = max|zi|, 
L 
soit 


xl = Dix, 


î 


Ille = y 21 z4, 


soit encore 
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L'application (1) ou (1”) s'appelle contractante dans le domaine G 
s’il existe un nombre q << 1 tel que pour les deux points quelconques 
Li, Le EG, leurs transformés y, — œ(x1) et %y2 — q (2x2) satis- 
fassent à la condition 


[Ys — Yall < 9% — well, (2) 
c'est-à-dire æ 

Ip (æ&:1) — p (22) K gl &1 — æ2ll (0 Kg <1). (2°) 

Considérons l'équation vectorielle non linéaire 

x = (x), (3) 

équivalente au système d'équations non linéaire de forme spéciale 

Li Pa (Tir Los +, En), 

Lo = Pa (Ti, Lo, .-., Tn); 

Las Ent œa): 


La solution x* de cette équation, si elle existe, est un point fixe 


de la transformation (1). Pour trouver æ* construisons le processus 
itératif 


(3°) 


mm = (x) (p=—1, 2, ...), (4) 
vù æOEG. 


Théorème 1. Supposons que le domaine G soit fermé et que 
l'application (1) soit contractante dans G, c'est-à-dire que la condi- 
tion (2) soit respectée. Si dans ce cas pour le processus itératif (4) toutes 
Les approximations successives ax(P) € G (p = 0, 1, 2, ...), 1) Le pro- 
cessus (4) est convergent indépendamment du choix de l'approxzimation 
initiale æ), c'est-à-dire il existe une solution 

= him; (5) 
p—+ co 
2) le vecteur limite x* est solution unique de l'équation (3) dans le 
domaine G; 3) l'estimation 


L 
aa << Ie 20 | (6) 


est vraie. 


Démonstration. 1) Pour prouver la convergence de la 
suite des approximations æ{P) (p = 0, 1, 2, ...), appliquons le 
critère de Cauchy (cf. chapitre VII, $ 9). On a 


1] 2 P+h — 7% P) I] = l (RP pr) L (ac {P42 — ptP+#H) +... + 
Le (act P+h  QiPthi I< | 2c'P+D y Pr || + 
L [fact P# Qt P#b ||... +] 20 P+R) __ ptP+R-1) H. (7) 
31° 
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Utilisons la relation (4) et la «condition de contraction» (2 pour 
obtenir successivement 


8 — 20 2 | 9) (0) <q 9 — 0 < 
a eo | 2°" — 2%" Il < q° Ï FALL — 9 (0) | (8) 


avec s>0. C'est pourquoi en renforçant le deuxième membre de 
l'inégalité (7), on aura 


[| 2c(P+R) __ tp) il < qP I 2 D — (0) ] + gti ] 2 0) — (0) ] + 


DRE + gPth-1 Ï 90 (1) — pt0) Il 


ou, en recourant à la formule de la somme des termes d’une pro- 
gression géométrique, 


Ï 20 (P +R __ ptP) Ï << | tb) — 


—x®1. (8) 


Comme 0 < qg 1 et, par conséquent, g? —+ 0 Pe p + oo il 
apparaît de e la formule (9) que pour tout e& > 0 il existe N = N(e) 
telle qu'avec p > N(e) et k > 0 l'inégalité 


Ï Qc tP+h) __ tp) ] de 
est vraie, c'est-à-dire que le critère de Cauchy de la suite 
2&P) (p —0, 1, 2,...) est observé. Il existe donc une limite 


x* — Jim æ'P), 
p—r00 


et x* EG du fait que le domaine G est fermé. 

2) Le vecteur x* est une solution de l’équation (3) du fait qu'en 
passant à la limite quand p —+ © dans l'égalité (4) et compte tenu 
de la continuité dans G du vecteur fonction (x), on aura 


lim x P = q(lim xP-D), 
Prœ® Pr 
c’est-à-dire 
x = œ(x*). (10) 
Cette solution est unique dans G. En effet, supposons que x*’ 
soit une autre solution de l'équation (3) 
a = p{x*’). (11) 
En retranchant l'égalité (11) de l'égalité (10), on obtient : 
g— x" = px) —p(x*) 
pour en tirer 
Pat —2" 1] = 11?) ()1I<glx" x" |] 


ou 
(Age —x | <O. (12) 
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Comme 1 —g>>0, l'inégalité (12) ne peut avoir lieu que pour 
ILa* — x*°]| = 0, c'est-à-dire si x* — 2x*’. Ainsi, dans le domai- 
ne G l'équation (3) ne peut avoir d'autre solution. 

3) En passant à la limite dans l'inégalité (9) quand k — oo, 
on obtient l'estimation (6). 

Le théorème 1 est complètement démontré. 


Remarque 1. Si le domaine G‘coïncide avec l'espace E, 
tout entier, la condition 2x(P) € G (p = 0, 4, 2, ...) devient évi- 
demment inutile. 


Remarque 2. Si l'on utilise les inégalités 
| 2x'P+D — 90) Î «<q I x(P) me x?" ||, 
| 20 P+2) _ tP+l) Il << q° Î 2 P) — m(P-D Il, 


la formule (7) donne 
] 90 P +R) __ piP) 1 < q Ï 2 tP) _ ptP-D Ï je q® ] 90 P)  gtP-l Ï 


De + g*|| 2x Pr — ptP-l 1 < 


—. ]] 2c 7 — 2-0 |]. 


D'où quand Æ —+ 


rer 02 1] (13) 


En particulier, si 0<g<+ , la formule (13) entraîne que pour 


| 2 P) — ptP-D << e 
l'inégalité 
(CS ES 
est vérifiée. | 
Les conditions du théorème 1 imposent que toutes les 
approximations æ(P) appartiennent au domaine fixé G. Dans la 


pratique cette condition est parfois difficile à vérifier. Aussi donne- 
rons-nous un théorème légèrement modifié. 


Théorème 2. Supposons que l'application (1) soit contractante 
dans le domaine fermé G et que g soit un domaine borné compris dans 
G avec son voisinage p (au sens de la norme adoptée), où 


bp > — , (14) 


D étant le diamètre du domaine g et q le coefficient correspondant de 
l'inégalité (2). Alors, si 


x°Eg et x°--pix)Eg, 
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le processus itératif (4) converge et les conclusions du théorème 1 sont 


4 LR 


valables. 


Démonstration. Ilest clair qu'il suffit de montrer que 
toutes les approximations successives sont comprises dans le domai- 


ne G: 
xmMEG (p= 2; 9,351. (15) 


Donnons la démonstration par récurrence. 


Par hypothèse x'®€G et x'lEG. Soit maintenant x*E€G 
(s=—0, 1, ..., p). Comme 


Il 2 D) — (0) Il < D, 
en vertu de l'inégalité (8), on a: 
[a+ — 2%] <g xt — 2x0 I< Dg" (s=0, 1, 2. ..., p). 
Par conséquent, 
|| at P+l __ jpt(l) 1 < ] 902 — tb Ï op Ï xtP+D __ ptP) ] <L 


Da 


<Dq+...+Dq < — 


< pe 
Donc æP*beG. 
Ainsi la propriété (15) est établie et nous tombons dans les con- 

ditions du théorème (1). Le théorème (2) est démontré. 

Remarque. Les conditions du théorème 2 sont équivalentes 
aux conditions suivantes: soit xME€G et a EG; en outre, 
11.2) — x0||< D. Si la distance du point #1) à la frontière T du 

; - nn s D Distise 

domaine G est égale ou inférieure à — , le processus itératif (4) 
converge. 


$ 10*. Première condition suffisante de convergence des 
approximations successives 


? Considérons le système réduit réel 
Ti — 9: (xi, To, Zn); 
Lo = Pa(Ti, Los +. En), 
Zn = Pntis Las + +. Tnh 
ou sous forme vectorielle 


| x — p(x), (1°) 
avec 


TZ! P1 (x) 
_Tn Pn (X) 
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On suppose que le vecteur fonction (x) est défini et continu avec 
sa dérivée q” @)= [52] dans un domaine fermé borné convexe 
CE En. où 
Dans ce paragraphe nous utiliserons deux normes : 
[Far Îln = max | z: | 


et 
xl 2 lait. 
i=1 
Introduisons les normes par rapport au domaine G: 
[@" (x) Ir = max || p (x) ÎÎm (2) 
xeG 
et 
Le (lire = max || (x) Il (3) 
où 
STE F 
lg’) = max X | LE @) 
L j=1 
et 
| dpi (x) 
’ En : ê ’ 
lg @h=mex 3 |]. (3) 


i= 1 
Théorème. Soient les fonctions @ (x) et g’ (x) continues dans 
le domaine G, l'inégalité 
Ip Gr) <a <1, (4) 
où q est une certaine constante, étant vérifiée dans G. 
Si les approximations successives 
a+) = p(x(P)) (5) 
(p = 0,1,2,...) ne sortent pas hors du domaine G, le processus itératif 
(5) converge et dans le domaine G le vecteur limite 


x* — lim x(P) 
Pc 


est la solution unique du système (1). 
Démonstration. En vertu du théorème 1 du paragraphe 
précédent, il suffit de montrer que sous la condition (4) l'application 


y = (x) (6) 
est contractante dans le domaine G au sens de la m-norme. 
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Soit Xi, L2 E G et Yi: =  (x;) (i — 1, 2). Le corollaire 1 du 
lemme 1 du $ 2 entraîne 
I @1 — Yallm = (1) — (2) Im 
| Lt — Call PE) im LU C1 — Call Il D (€) Ihre 
On en tire 
[Us — Yellm < QI Li — Lellms 


0<g<i, ce qu'il fallait démontrer. 
Corollaire. Le processus itératif (5) converge si 


or 


jee <g<i (i=1,2,...,n) (7) 


pour x EG. 

Il est évident que le système des inégalités (7) entraîne la condi- 
tion (4) du théorème. 

Remarque. Le théorème 1 du $ 9 conduit pour l'approxima- 
tion zx?) à l'estimation suivante 


Pp 
fc — 2 ® | < (p-=0, 1, 2, ...), 


où xt) - ® (ar(0)). 


$ 11*. Deuxième condition suffisante de convergence 
des approximations successives 


Avant de donner la démonstration du théorème de convergence qui 
fait appel aux normes ||” (x)iln, nous déduirons une estimation 
de la différence des valeurs du vecteur fonction analogue au théorème 
de la moyenne et qui présente elle-même un intérêt propre. 


Lemme. Si le vecteur fonction 
f(x) 
f()= |. 2 
n (x) 
est continu avec sa dérivée J' (x) dans un domaine convexe qui contient 
les points x et x + Ax, alors 
I fx + Az) —f (x) ll <| Ar le 17" (6) Île, (1) 
où E—x+60Axr et 0O<L6< I. 
Démonstration. Considérons la fonction auxiliaire 


ñn 


D()= D ei lfi(e+tAx)— fi (a), - 
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où 0 < 1? < À est argument scalaire et e; un système de nombres qui 
prennent les valeurs —1, 0, 1. Evidemment, @(0) — 0. Appliquant 
le théorème de Lagrange des accroissements finis, on obtient : 

n 


2 ei [fi (a + Ar) — fi (x) = D (1) — © (0) = D’ (8) — 


nt | 


avec E = x + OA7r et 0O<B<1. 
On en tire, compte tenu du fait que |e:|<1: 
n 


D eilfi(x + Axr)—fi(x)]< 


ii 
So [2/0 

<D 2 |; 

i=1 j=1 

n 

D E (£) 

0 

dt 7 
en renforçant l’inégalité (2), on obtient : 


2 es [fi (a + Axr)— fi GI< 2 [Az;|11f" (8) = 


‘ 
1= 
—_ 


ñn ñn 

dfà (& Fr 

las Das DES) 
J=1 i=1 


Puisque 


È 9 T2 
< max 3; | PER =;\|f (8) (le, 
i=1 


ñn 
=" @ le 2 1425117" @ el Axe (he. 
Posons dans cette dernière inégalité 
= sen(fi(x+Ax)—fi(x)) (i=1, 2,...,n) 
pour trouver finalement : 


2 1x + Ax)— fi (æ)1<117" (6) Ile] Ar 1h, 


c’est-à-dire 
Ge + 4x) —f (2) 1e I Ax 1h17 (6) 1h, (27) 
ce qu'il fallait démontrer *. 

* Si l’on applique directement le théorème de la moyenne à chaque com- 
posante du vecteur j (x + Ax) — f (x), on obtient une estimation qui dépend 
des valeurs des dérivées “Ho aux différents pointsE,(im1i,2,...,n) 
de l'intervalle (x, æ + Ax). L’inégalité (2°) montre qu’on peut se borner aux 


valeurs des dérivées 210) au même point ÈE (x, x + Ax). 
J 
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Théorème. Soit un vecteur fonction (x) continu avec sa 
dérivée œ’ (x) dans un domaine fermé borné convexe G et 


px) In <g<1, (3) 
où q est une constante. Si æ(0) € Get toutes les approrimations successi- 
ves 

xP+D= px) (p=0, 1, 2, ...) (4) 


sont aussi contenues dans G, le processus itératif (4) converge vers une 
solution de l'équation 


x = q (x) (9) 
qui est unique dans le domaine G. 


Démonstration. Montrons que l'application y = q (x) 
est contractante dans G au sens de la /-norme. 

Soit 2%, &2 E Get y: = (x) (à = 1, 2). En utilisant le lemme, 
on a: 


I as — %2 le = 1 @ (cs) — p (re) Ie Lara — 221 PE) (6) 
où ÈEG. 


Comme 
1? ll < max || p'{x)lh=1p" (x) < 9, 


l'inégalité (6) entraîne : 
Îl 44 — V2 ll Lg 21 — 2 le 
avec 0< gg <1. 
En vertu du théorème du $ 10 le théorème est démontré. 


Corollaire. Le processus itératif (4) converge vers une 
solution de l'équation (5) et cette solution est unique si pour x € G 
les inégalités 
9j (x) 

UT; 


D <gi<1 (7) 


j=1 


(i = 1, 2, ..., n) sont respectées. 
Remarque. Le théorème du $ 10 entraîne pour l'approxima- 
tion x ‘P l'estimation suivante: 


| gp ge 
ar — 20 1 29 — 20 


où (1) = p (xt). 
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$ 12*. Méthode de la plus grande pente 
(méthode du gradient) 


Soit un système d’équations 
fa (xs; Los ec...) Xn) = 0, 
fa(Xis Tes ---, Tn) = 0, 


În (Lis Los Tn) = 0 
ou sous forme vectorielle 


f'(x)=0 2) 
avec 
fi 
s-|” 
fr 


Supposons que les fonctions f; sont réelles et continüment diffe- 
rentiables dans leur domaine de définition commun. Considérons 
la fonction 


U(x)= 2 LG) = (Ce), 7 Gr). (3) 


Il est évident que chaque solution du système (1) annule la fonc- 
tion U (x); par contre, les nombres 21, z2, . . ., x, pour lesquels la 
fonction U (x) est nulle forment une solution du système (1). 

Supposons que le système (1) n'ait qu'une solution isolée qui 
“est le point du strict minimum de la fonction U (x). Le problème 
se ramène alors à la recherche du minimum de la fonction Ü (x) dans 
l'espace E, —={xi, 22, . .., x,} de dimension n. 

Soient æ la solution du système (1) et x‘° son approximation 
initiale. Menons par le point x‘® la surface de niveau de la fonc- 
tion U (x). Si le point >‘° est suffisamment proche de la solution x, 
sous les hypothèses adoptées la surface de niveau 


U (x) = U (x) 


ressemblera à un ellipsoïde. 

Suivons à partir du point x‘ la normale à la surface U (x) = 
— U (x'*) tant que cette normale ne touche en un certain point x‘ 
quelque autre surface de niveau (fig. 60) 


U (x) =U (x). 


Ensuite, en partant du point x‘, suivons encore la normale 
à la surface de niveau U (x) = U (x!) tant que cette normale ne 
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touche en un certain point æ'* une nouvelle surface de niveau U (x) = 
= U (x), etc. 

Comme U (x) > U (x) > U (x?) >..., en nous dépla- 
çant dans cette direction nous nous approchons rapidement du point 
à valeur minimale de U (fond de la 
« cuvette ») qui correspond à la solution 
cherchée x du système (1). Désignons par 

oU 
TEA 

gradU (x)= | : 
oU 


Th 


le gradient * de la fonction U (x). 
En considérant les triangles vectoriels 
OMoM,, OMiMo, ... on déduit que 


a P+1) — 9rP) — Àp grad U (x P)) 
(p=0; 1:24) 
Il reste à déterminer les facteurs À,. A 
cette fin, considérons la fonction scalaire 
Fig. 60. (À) =U [xP) — À grad U (xP))]. 
La fonction © (à) donne la variation du niveau de la fonction U 
le long de la normale correspondante à la surface de niveau en æx‘?. 
Le facteur À = À, doit être choisi tel que © (À) soit minimale. 


En dérivant par rapport à À et en annulant la dérivée, on obtient 
l'équation 


D’ (À) — TS U [2er — À grad U (xtr))] — 0. (4) 

La racine positive minimale de l'équation (4) nous donne pré- 
cisément la valeur de À,. D'une façon générale, l'équation (4) doit 
être résolue numériquement. Nous indiquerons donc une méthode 
de calcul approchée des nombres À,. Considérons que À est une petite 
valeur dont on peut négliger le carré et les puissances plus grandes. 


* Le gradient de la fonction U (:c) (désigné par grad U ou VU; le symbole 
V se lit rnabla) est un vecteur appliqué au point x orienté suivant la normale n 
à la surface de niveau de la fonction au point donné dans le sens de croissance 


de U et de longueur égale à _ 


La formule suivante a lieu 


oU 


grad U — 2e 


oU 
2: En L 


oU 
at Co + … + 9 


où e; (ti — 1, 2, ..., n) sont des vecteurs unités de l'espace Z,.. 
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D (+ À {fat — à grad U (a0)ÿ 


La décomposition des fonctions f; suivant les puissances de À aux 
termes linéaires près donne 


D()= D [ (x (P)) — TE] grad U (x w», 
i={ 


D'où 
O’ (À) = 9 3 [fe (ac P)) — 2e) grad U (x) ] X 


X TE grad U (x(P)) — 0. 


Par conséquent 


D fi (xP)) HE grad U (xtP)) 
 —— 
ôfi (ætP?) : 
> [LE grad U (tm) | 
i=1 
(J (æ'P)), W (x(P)) grad U (æ(P))) 


T(W (æP)) grad U (x'P)), W (æP)) grad U (æ(P))) 
avec 


la matrice jacobienne du vecteur fonction f. 
Ensuite, on a 


= ge {D Ur (me) = 2 ù) fi). 
i=1 
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D'où 


gradU(x)=2| --...... —=2W"(x)f (x), 


i--1 

avec W'(x) la matrice jacobienne transposée. 
Et finalement 

( fP). WW fP) 


Bee ar O, WMA ” 
où, pour abréger l'écriture, nous avons posé 
fP=f(xP);, W,=W(xP), 
de plus 
xP+)=2xP u,W fm (p=0, 1, 2, ...). (6) 


Si l’on admet que la fonction f(x) est deux fois continûment 
dérivable dans le voisinage de la solution cherchée x, on peut obtenir 
des formules de correction plus exactes Az? — œP+h _ pp) 


(cf. [7]). , 


Exemple. Calculer par la méthode de la plus grande pente 
les solutions approchées du système 


xz+zx°—2yz—0;,1; 
y—y* + 3zz = —0,2; 
z+ 2 + 2zry —0,3 
reposant dans le voisinage de l’origine des coordonnées. 
Solution. On a 


0 
(0) — | | 
0 
Ici 
z+ x? — 2yz —0,1 
Î = 1 + 302) 
22 + 2zy —0,3 
et 


W — 32 1—2y 3x 


1+2r —2z = | 
2y 2r 1+2z 
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En y portant l'approximation initiale, on aura: 


— 0,1 1 O O 
po | 2) et [0 4 | 


—0,3 0 O0 1 


Les formules (5) et (6) permettent d'obtenir la première appro- 
ximation 


(0, fo) 


0 —= 


et 


0,1 
(1) = 90) — 1. Ef (0) — [02 . 
0,3 
D'une façon analogue on obtient la deuxième approximation 


xt), On a: 
0,13) 1,2 —0,6 0,4 
fn — | ; v.| 0,9 1,4 o e 


0,05 —0,4 0,2 1,6 
D'où 
0,181 
1700) -- on 
0,147 
et 


0,2748S 
WiW:f0) — ame ; 
0,1632 
Par suite 
0,13-0,2748 + 0,05. 0,2098 -L 0,05.-0,1632 0,054374 


= —— 557287 02008706 — D.14610707 — V9 719 
et 
us 0,181 0,0327 
ae | 02 ous |oee)- 02 | 
i 0,5 0,147 0,2453 | 


Pour vérifier, calculons le résidu 


0,032 
; ji | 00 | . 


| — 0,007 
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$ 13. Méthode de la plus grande pente pour le cas 
d'un système d'équations linéaires 


Considérons un système d'équations linéaires 


n 
fi = > &jt; — bi —0, 
3=1 
h= 2 Gyjzj —bs = 0, À (4) 


În = Ê GnjTj — bn = 


à matrice réelle AÀ=— [a;;] et à colonne des termes constants 


b 
be 
bd — . |: 
bn 
J] vient 
= Ax — 0 
et 
Gyy yo - + in 
W _ df ny Go on = À 
AR À ss à sue 
An: ns Ann 
Par conséquent, 
2c{P+1) — (P) — UpA'"r'p; (2) 
où rh = AxP)— est le résidu du vecteur x( et 
("ps AÂ'rh) 
Hp TAlrs AA Ty) (p=0, 1, 2,...) (3) 


(cf. [5], [6]). 

L application des formules (2) et (3) conduit à des calculs très 
longs. Aussi en pratique, au lieu de « la plus grande pente » recourt-on 
a une « pente » simple en cherchant à minimiser la fonction 


U—(Ax—0b, Ax—b). 
Dans ces conditions, le nombre de pas assurant la précision 


imposée des solutions du système (1) devient en général plus grand; 
par contre, on peut rendre le calcul de chaque pas plus simple. 
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Dans une formulation générale on adopte: 
a PF) — x) — À ,yE) (ps 0472.25) 


où y‘ est un vecteur arbitraire orienté vers l'extérieur de la surface 
de niveau ÜU = const qui passe par le point x‘? 


(grad U (xM), M) > 0. 
On a 


Vp4#1 = AxP+) D — At) — b— Ay®) = d'h — À AYP). 


L'un des modes possibles déterminant le facteur scalaire est 
basé sur la restriction [7] 


(rp#is VP)= (rh; YP)— À (AYP), YP) = 0. 
D'où 
(fps YP)) 


be = Gus, po) ‘ 


Tel ou tel schéma de calcul s'obtient en fonction du choix du 
vecteur y. En particulier, si la matrice À = À’ est définie posi- 
tive (chapitre X, $ 15), en posant y = r, on aura: 


(Tps Th) =: 
(A7 ps Tp) P 


(p = 0,1,2,...), de plus (grad U (x), y) = 2 (4r,, r>) > 0 
pour Tr» % 0. 


Exemple. Résoudre par la méthode de la plus grande pente 
le système d'équations 


a (+1) = y) — 


BTi—2Zo— 223 = 2,3 ; 
1022 + za + 2x4 = —0,9 ; 
— ri + Ora + 2x — — 1,2; (2) 
It — Lo + 2ra + 12r, — 3,7. 
Solution. Comme dans la matrice du système prédominent 
les éléments diagonaux, on prend comme vecteur initial æ‘° le 


vecteur dont les coordonnées sont des valeurs arrondies des solutions 
du système : 


Sti = 2,3 ; Gza — —1,2; 
10x — —0,5; 12r, —3,7. 
Il en résulte, par exemple, que 
0,3 
— 0,05 
—0,21° 
0,3 


90) — 


‘32—01072 
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Donc 
To = AxO) — D — 
RES PR 0,3 2,3 0,55 
_| 0 10 1 2 — 0,05 —0,5] [0,4 
1 0 6 2 —0,2 | [—1217 10,3 
3 —1 2 42 0,3 3,7 0,45 
Ensuite 
0 —1 31 F0,55 5,45 
ae 1110 0 —-11104 3.0 
To! _2 1 6 21103 |120 
0 2 2 1210.45 6,8 
et 
8 —1 —2 071 [5,45 36,6 
| 0 10 1 21130 45,6 
AATo=T _4 0 6 21 [20 12015 
3 —1 214121 16,8 98,95 


Appliquant la formule (3) on obtient : 


(ro AA'ro)  0,55-36,6-+-0,4.45,6+0,3-20,15-+ 0,45.98,95 


Ho — 4470, AA re) — 36,62 45,62 20,152-+ 98,952 — 
88,9425 
7 13616,0452 — SEE 
D'où 
0,3 9,45 0,2644 
— 0,05 3,0 — 0,0696 
(1) — (0) __ d — == 2 — | 
2 4 UoA4'To 0,2 0,00653 2.0 —_0,2131 |” 
0,3 6,8 0,2556 
de plus, 
0,3109 
0,1020 
(D = Art D — ' 
r Ar bd 0,1684 


— 0,1966 
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D'une façon analogue on trouve les approximations ultérieures 
et les résidus correspondants : 


0,2351 0,0956 
00849 | 100087 | 
1 —0,214717 * |0,2493 |’ 

0,2863 0,0967 

0,2296° 0,0712 
mL] 00821  _|-00280| 

1 —-0,22511" °° 0,1692 | * 

0,2748 — 0,0806 

0,2266 0,0680 

— 0,0792 0,0354 
x (4) — l'y : 
—0,2379 |”  * 0,1211 | ? 
0,2875 0,0334 
0,2228 0,0493 
—0,0810 0,0013 
xt) — de == 
—0,2430 |” 0,0839 | ” 
0,2823 — 0,0493 


etc. 5 
Remarquons que dans le cas considéré le processus des approxi- 
mations converge lentement ; après la cinquième approximation nous 
sommes encore loin de la solution exacte du système (4), celle-ci 
étant x — 0,2; ze = —0,1; za = —0,3; zx, — 0,3. 


$ 14*. Méthode des séries entières 
Soit un système non linéaire 
În (Lis Las Tn) = 0 (1) 


(k = 1, 2, ..., n), où les fonctions f, sont analytiques dans Île 
voisinage d' une solution isolée æ* = (xf, x5, . .., x). 
Considérons un système plus général [8] 


F, (Zi Lo, +1 Ln) À) = 0 (2) 


(k = 1, 2, ..., n), qui dépend du paramètre réel À et tel que pour 
À = 0 ‘la solution de (2) est immédiate, alors que pour À = 1 le 
système (2) est identique au système (1) 


Fr (Zis LT2r + ., Zn 1) = fh (z:, Lis + .) Tn) 
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(4 = 1, 2,...,n). Le paramètre À doit être introduit de façon que 
la relation des fonctions F, par rapport à À soit la plus simple possi- 
ble. Par exemple, si 2° = (x°, z%, ..., x’) est une approxi- 
mation grossière de la solution, on ou poser 


à afn (æ(®) 79) 2h (æ0)] | 
(4 = 1, 2,...,n), où 


X — (z:, Toy ce. .) œ,): 


Nous supposerons que les F, soient des fonctions analytiques de À 
pour |ÀA|< 1. 


Supposons que pour |A] < 1 le yon (2) admette une solu- 
tion analytique simple x; Q) (j = 1, 2,..., n) coïncidant pour 
À = 1 avec x? (j = 1, 2, ..., n). se 


2i(0)=x =: 2:::, nn), 


où x” (j = 1, 2, ..., n) est une solution connue du système (2) 
pour À — 0. En développant les fonctions zx; (À) en série de Taylor 
au point À — 0, on obtient: 


2j()-=23(0)+ Aa (0)+ 225 (0)+... (=1,2,...,2) (3) 


Pour calculer les coefficients zx; (0) dérivons l'égalité (2) par 
rapport au paramètre À 


Solo E-L2.n 


j=1 


Posant 2 = 10) et À — 0, on aura 


“ 0): ; 0F (0): 0 
5 PRO 2; (0) = CID (k=1, 2,...,n) 
j=1 


Si 
det [RC | Æ 0, 


on trouve zx; (0). 
Ensuite en dérivant par rapport à À l'égalité (4), on obtient: 


me @+S D) TUE TUES 


zj 07] 
Fa J=1 l:=1 : 
Fr 92FkR _ 
+22 za SU)+- = 0. 


j=1 
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D'où pour x=— 2x0) et À—0, où trouve: 
nñn 0 0) 7t n F ( 0 0) 
0FR (æ0); ” (ON a 22Fr (20); , | 
De agen AU) ON ie AU) aU) 
j=1 j=1 i=1 


92Fh (ac(0; 0) _; d2Fp (20); 0) 
25 PERD REED (1,2) (D 


2=1 


Comme les x; (0) sont connues, le système (5) permet de détermi- 
ner x; (0). D'une façon analogue on calcule les dérivées z’”” (0), 
zlV (0), 

Remarquons que la matrice des coefficients des dérivées supé- 
rieures est toujours la même et est égale à la matrice jacobienne des 
fonctions F1, F2, . .., F, relativement aux variables z,, zo, . . ., 
pour z;j = x; (j = 1, 2, ...,n) et À = 0. 

En supposant que les séries (3) convergent pour À = 1, on obtient 
finalement : 


2 --x5(1)=25(0)+ ri (0) +57 25(0)+ … Ge; 2;::n) (60 


L’inconvénient de la méthode est dü au calcul compliqué dans 
le cas général des dérivées d'ordres supérieurs. D'autre part, la 
rapidité de la convergence de la série (6) peut être insuffisante. 

L'application de la méthode n ‘impose pas nécessairement aux 
fonctions x; (A) (j = 1, 2, ..., n) d’être analytiques, à savoir: 
au lieu de la série de Taylor on peut faire appel à la formule de 
Taylor en interrompant les séries Tj (À) à une certaine puissance 


À" et en de leurs restes d’après les formules connues (cha- 
pitre III, $ 4). 
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CHAPITRE XIV 


INTERPOLATION DES FONCTIONS 


$ 1. Différences finies successives 
Soil 
y = f (x) 


la fonction donnée. Désignons par Az — h une valeur fixée de 
l'accroissement de l'argument (pas). Alors l'expression 


Ay = Af (2) = f(x + Az) —f(à) (1) 


s'appelle différence première de la fonction y. D'une façon analogue 
on définit les différences d'ordres supérieurs 


Ay = A(A"-ly) (n = 2, 3, ...). 
Par exemple, 


Ay = Alf(x + Az) —f (x)] = 
= [f(x + 2Ar) — f(x + Azx)] — [f(x + Az) —f (2)] = 
= f (x + 2Ax) —2f (x + Ar) + f (x). 
Exemple. Construire les différences de la fonction 
P (x) = 
en considérant le pas Az = 1. 
Solution. On a: 
AP (x) =(z +1) — 2 = 3x + 3x + 1, 
AP (x) =(8(z +1} +3(zx +1) +1] — 
— (3r° + 3x + 1) = 6x + 6, 
ASP (x) = [6 (x + 1) + 6] — (6x + 6) = 6, 
A"'P(:2)=0 pour nr > 3. 


Il est à remarquer que la différence troisième de la fonction P (x) 
est constante. 
Dans le cas général la proposition suivante est vraie: si 


Pr (x) = 002" + ax" +... + a 
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est un polynôme de degré 7, alors A"P, (x) = nlah" = const, 
où Az = h. 
En effet, on a: 


AP, (x) = Pa (x + k) — P, (a) = 
= €) [(z +h)" — zx"] + Gi [(x + h)"-1 — z"”1] +... 
ee + nn l(r +h) —hl. 


En se débarrassant des parenthèses suivant le binôme de Newton, 
on voit aisément que AP, (x) est un polynôme de degré (nr — 1): 


AP, (x) = boz" "1 + biz"? +... + bu 


où 
bo —= nhao. 

Des raisonnements analogues conduisent à la conclusion que la 
différence seconde AP, (x) est un polynôme de degré (7 — 2): 
AP, (x) = co7""? + rs +... + che 

et 
Co = (nr —1)hkb, = nn —1) ha. 
En raisonnant ainsi on établit finalement, de proche en proche, que 
AP, (x) = nlak" = const, 
d'où l'on tire en conséquence 
AP (x) =0 pour s> nr. 


Le symbole A (delta) peut être considéré comme un opérateur 
qui associe à la fonction y = f (x) la fonction Ay = f (x + Ax) — 
— f(x) (Az étant une constante). Les propriétés principales d'un 
opérateur À se vérifient facilement : 


1) Au + v) = Au + Av; 
2) A (Cu) = CAu (C'est une constante); 
3) AT (A"y) = AT*" y, 


où m et n sont des entiers non négatifs ; par définition on pose A‘y=y. 
La formule (1) entraîne 


f (x + Az) = f(x) + Af (a); 
en considérant À comme un facteur symbolique, on obtient: 
f(x + 4z) = (1 + A)f(2. (2) 
En appliquant cette relation nr fois de suite on aura: 
f (x + nAz) = (1 + A)" f (2). (3) 
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L'utilisation de la formule du binôme de Newton * conduit 
finalement à 
f(zLnAz)= D CrRA"f(x), (4) 
m=0 
avec 
cm -2(m—1) ... [n—(m—1)] 
Se ml 
le nombre de combinaisons de x éléments pris m à m. 
Ainsi la formule (4) permet d'exprimer les valeurs successives 
de la fonction f (x) par ses différences de divers ordres. 
En recourant à l'identité 
A = (1 + A) —1 (5) 
et en appliquant le binôme de Newton, on obtient: 
A"f(x)=1[(1+A)—17" j(x)=(1+ A)" f(x) — Ca (+ AY f (2) + 
+ Ch AE 7 (x)--... + (— 1) f(x). 
Il en résulte en vertu de la formule (3): 
Af(z)= f(x nAz) —Cif [x + (n—1) Az] + 
+ Ciflz+(n—2)Az]—...+(—1) f(x). (6) 


La formule (6) exprime la différence d'ordre n de la fonction f(x) 
par les valeurs successives de cette fonction. 

Supposons que la fonction f(x) ait une dérivée continue f‘"(x) 
sur le segment [x, x + nAzxl. On a alors la formule importante 

A"f(z) = (Az)"f"9 (zx + OnArx), (7) 
avec 
0 <8 <1. 

Pour démontrer la formule (7), le plus simple est de le faire 
par récurrence. 

En effet, avec nr — 1 on obtient le théorème de Lagrange des 
accroissements finis et, par conséquent, la formule (7) est vraie. 
Supposons maintenant qu'on ait pour k <n: 


Af (x) = (Ax)* f(x + 0'kAz), 
avec 


O<0'< 1. 
Il vient 


AT $ (2) = A ff (x+ Az) — jf (x) = 
= (Az) [f(x + Az + 0" kAr) — f(x + 0'kAz)]. 


* Nous laissons au lecteur le soin de justifier l'application de la formule du 
binôme de Newton. 
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Appliquant le théorème de Lagrange à l'accroissement obtenu de 
la dérivée f(x), on aura: 

AT f (x) = (Az) Azf +9 (x + 0"kAz + 8’Ar), 
où 0<60"<1. Posant 


0"k+0" F 
— = 0, L(8) 


on obtient finalement 
A“ (x) = (A2) TT FÉ T0 (x + 0(k + 1) Az), 
de plus, il est évident que 
0 <8<1. 


Nous avons établi de cette façon le passage de k# à À + 1 et la for- 
mule (7) est ainsi démontrée. 
La formule (7) entraîne 


f) (x + 6nAzx) — ee | 


D'où, en passant à la limite lorsque Az +0 et en supposant que 
la dérivée f(9(x) soit continue, 


fn) (x) — on 


Anf (x) 
o (Az)" (9) 


Il s'ensuit que pour des Ax petits la formule approchée 


: = Anf(z) 
Î (x) ré (Ar) (10) 


est vraie. 
$ 2. Table des différences 
Il arrive souvent que les fonctions y = f (x) à étudier sont don- 


nées par des valeurs tabulées y; = f (x;) pour un système de points 
équidistants zx; (i — 0, 1, 2, ...), où 


AT; = Tiyy — Ti = hk = const. 
Les différences de la suite y; sont déterminées naturellement par les 
relations 
AYi = Yigi — Yi 
My; — À (Ayi) = Aix — Ayi, 
My = À (A y) = A yigs — A ys 
La première égalité entraîne 
Yixs = Yi + Ays = (1 + A) yi. 
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On en déduit successivement : 


Yigz = (1 + À) ya = (1 + AY y, 
Yits = (1 + À) ysse = (1 + A y, 


Yiin = (4 + A)" yi. 
En utilisant le binôme de Newton, on obtient : 
Yitn = Yi + CnAyi+ Chdyi +... + Age 
Inversement, on a: 
Ays = (+ A) — AT ya = (1 + A) gi — Ca (1 + AY ya + 
LC (A+ A) Eye +(— 1) y 


ou 
Ayi= Ynti — CnYnris + Chynsi-e— ee +(— 1 yre 
Par exemple 


Myr = Yige — 2Yir1 + Yu 
Ayi = Yirs — SYige + SYiti — Yi 


etc. Constatons que pour calculer la différence d'ordre r de A'"y,, 


il faut connaître r + 1 termes y;, Y;41, . . ., Yisn de la suite donnée. 
I1 est commode de ranger les différences finies successives dans 


les tableaux de deux types: horizontal (tableau 33) et diagonal 
(tableau 34). 


Tableau 33 
Tableau des différences horizontal 


Tableau 34 
Tableau des différences diagonal 
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Exemple 1. Former lé tableau horizontal de la fonction 
à partir de la valeur initiale x, = 0, en adoptant le pas h = 1. 


Solution. En posant zo = 0, 3 = 1 zx: — 2, on trouve 
les valeurs correspondantes Yo = —1, y = 2, y — 13. On en 
tire : 

Àÿo = Yi — Yo = 3, 

AYs = Ya — Yi = 11, 

Ayo — Ay; — Ayo = 8. 
Portons ces valeurs sur le tableau 35. Notre fonction étant un poly- 
nôme de troisième degré, sa différence troisième est constante (cf. $ 1) 


et égale à 
My; = 2-31 = 12. 


Pour poursuivre la formation du tableau 35 on peut donc recourir 
à la sommation: en utilisant les formules 
Ayiss = Ay + 12 = 0:11, 2:32), 
AYiga = Ays + My (= 1,2, ...), 
Yi = Yi + Ay  (G=2,5,...). 
La ligne étagée indique les données initiales pour former le tableau. 


Tableau 35 


Tableau des différences horizontal de la 
fonction du troisième degré 


63 
107 
163 


Remarque. En composant le tableau des différences le 
calculateur peut commettre des erreurs aléatoires. Voyons quelle 
sera l'influence qu'exerce l'erreur & de y, sur les valeurs des diffé- 
rences. Le tableau des différences diagonal correspondant s'obtient 
sous forme de tableau 36 qui montre que: 1) si y, est entaché d’une 
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Tableau 36 


erreur, les différences 
AYn 11 AYn ; A yn-2 NYn-19 Ayy; 
etc., sont également fausses; 2) les erreurs entrent dans les A'y 


différences d'ordre # avec des coefficients binomiaux aux signes 
alternés; plus précisément les valeurs respectives des erreurs sont 


Che, —Che, Cie, ..., (—1} Che 


et, par conséquent, la valeur absolue de l'erreur maximale de la 
différence d'ordre # croît rapidement avec le numéro de cette diffé- 
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rence ; 3) pour toute différence A*y la somme des erreurs, compte tenu 
de leurs signes, est nulle, alors que la somme des valeurs absolues 
des erreurs est |e]|-2*. Ainsi, même une erreur négligeable de la 
valeur de la fonction conduit à des erreurs importantes dans ses 
différences d'ordres élevés. Remarquons que dans le cas d’un tableau 
diagonal l'erreur maximale des différences A* y se trouve sur la même 
ligne horizontale que la valeur tabulée erronée y, ou sur les lignes 
supérieure et inférieure voisines. 

La loi examinée de la propagation de l'erreur e dans le tableau 
des différences permet parfois d ‘établir l'existence et l’ emplacement 
de cette erreur, ainsi que sa valeur numérique, et par là corriger le 
tableau. 

Les tableaux des différences se composent en général à une unité 
décimale fixée près. Si la fonction y = f (x) possède des dérivées 
continues jusqu à l’ordre m, le pas k — Ax étant suffisamment 
petit, ses différences changent régulièrement jusqu'à l’ordre m 
y compris, la différence d'ordre m étant presque constante dans les 
limites des décimales données. Si cette dernière condition est enfreinte 
dans quelque partie du tableau et si la fonction n'a rien de singulier, 
on est alors en présence d'une erreur de calcul. 

Après avoir trouvé l'écart maximal entre la différence d'ordre m 
et l’allure régulière, on peut déterminer l'emplacement de cette 
erreur dans la colonne des valeurs de la fonction y sous l'hypothèse 
que: 1) cette erreur est unique et résulte du calcul erroné d'une 
valeur de la fonction et 2) le calcul des différences finies n'a pas 
donné lieu à d’autres erreurs. Si on découvre une telle erreur dans 
le tableau des différences, on peut la corriger à l’aide das valeurs 
des différences. Montrons comment on le fait tout en nous bornant, 
pour simplifier, au cas des différences constantes secondes ou troi- 
sièmes. 

Supposons que la valeur tabulée fausse est y, + €, où l'indice 
n est établi, alors que la valeur de l'erreur e est inconnue. 

Si les différences troisièmes sont pratiquement constantes, les 
différences secondes forment une progression arithmétique ; la valeur 
exacte de la différence seconde A°y,_, sera donc égale à la moyenne 
arithmétique de trois différences fausses adjacentes : 


Ayn-1 = + [(Ayn-2 + €) + (Ayn-1 — 2e) + (A*yn + €), 


du fait que les termes en e se compensent. 

D'après la valeur exacte de la différence seconde A°y,_; on peut 
calculer la valeur de l'erreur &, à savoir: cette erreur sera égale 
à la demi-différence des valeurs corrigée et fausse de la différence 
A Un 


Les 
25 [Ayn-1 —(A?yn-1 — 2e)]. 
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Quant à la valeur exacte de la fonction y, elle-même, on l'obtient 
de l'identité 
Un = (Yn + €) — &. 
Pour vérifier il faut de nouveau calculer les différences. 


Exemple 2. Corriger l'erreur du tableau 37. 


Tableau 37 
Différences à erreur unique 


13,260 
14,144 
15,028 
15.912 
16,79 (2) 6 


88 (0) 4 
88 (8)4 


17,680 
18,564 
19,448 
20,332 


884 


Solution. La perturbation maximale du changement régu- 
lier des différences secondes a lieu pour x — 19. L'erreur concerne 
trois lignes réunies par une accolade. Cherchons à déterminer la 
moyenne arithmétique de la différence seconde pour la ligne médiane 
des trois lignes associées 


na = (4 +8—4) —0. 
D'où 
e— [0— 0,008] = —0,004. 
En corrigeant la valeur tabulée de y pour z — 19, on obtient: 
Yn = (Yn + €) — 8 = 16,792 — (—0,004) = 16,796. 
Après la correction on a un tableau dans lequel les différences pre- 
mières changent régulièrement et la différence seconde est constante 


(les chiffres incorrects sont mis entre parenthèses). Notons que cette 
méthode ne permet de corriger que des erreurs de calcul isolées ou des 
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lapsus. Pour éliminer un grand nombre d'erreurs dues à des causes 
diff(rentes, ainsi que pour réduire la cumulation des erreurs produi- 
tes par le manque de précision des méthodes numériques elles-mêmes 
et l'arrondissement des résultats intermédiaires jusqu’au nombre de 
chiffres donné, on emploie des procédés de « lissage » spéciaux [1]. 


$ 3. Puissance généralisée 


Dans ce qui suit nous devrons recourir à la notion de puissance 
généralisée [1]. 


Définition. On appelle puissance généralisée #7-ième du 
nombre x le produit de n facteurs dont le premier est égal à x et 
chaque facteur suivant est plus petit de À que le précédent : 

a = z(z—h)(z—2h)...1{xz— (n —1)hl}, (1) 
où À est une constante fixée. 


L'exposant d'une puissance généralisée se met généralement 
entre crochets. On pose zx] = 1. 


Pour k = 0, la puissance généralisée (1) coïncide avec la puissance 
ordinaire 


xin) = 27, 


Calculons les différences d'une puissance généralisée en posant 
Az = h. Pour la différence première on a: 
Atnl= (x + h)"3 2 ztn) 
=(z+h)z ...[z—(n—2)h]—zx(x—h) ... [x—(n—10 À] - 
=Zxz(z—h) ...[z—(n—2)h]-{(z-+h)—[r—(n—1)h]} -- 
= Z(z—h) ...[z—(n—2)h}nh = nhar-1, 
soit 
Az = nhrin-11, (2) 
Calculons la différence seconde : 
Axtrl = À (Az) = A (nhzlr—11) — 
= nh.(nr—1) hrlr-21 = nh°(n—1) xin-21. 
Ainsi 
AMzrlrl= n(n—1)h?2xln-21. 
Il est facile de déduire par récurrence la formule générale 
A'alnl= n(n—1)...[nr—(k—1)] hhzin-#], 
où Æ—1,2,...,n. 
Il est clair que 


Axlnl=0 pour k>n. 
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La formule (2) permet également de déduire une formule simple 
de sommation finie. Soient 


To, Lis Lo, -.. 
des points équidistants de pas À 
Tin —Ti=h (à-=0, 1, 2 . she 


Considérons la somme 
N=—1 
SR — >», zÛl, 
i=U 
Comme en vertu de la formule (2) on a: 
[n+1 
ter APP 
h(n+1) ? 
il vient 
N-1! 


Sr = » Az{n+11 — 
i—=0 


1 
h (nr +1) 


1 
= ———— 11== 1]- 1] — 1 1] — 1], — 
= en TN EEE aa = 


1 


a +1] __. Î 
7 h(n+1) GK ai 1), 
Ainsi 


N—1 n+1] n+1] 
D fn 2 — 2 
2 AE FR (3) 


La formule (3) est analogue à la formule de Newton-Leibniz pour 
une puissance positive entière. 


$ 4. Position du problème d’interpolation 
Le problème d'interpolation le plus simple [2] consiste en ce 
qui suit. On donne sur le segment [a, b] nr + 1 points zo, 1, . . ., mn 


qui s'appellent points d'interpolation, et les valeurs d’une certaine 
fonction f(x) en ces points 


Î (to) = Yors Ÿ (21) = Yi, +. ., Î (&n) = Une (1) 


Soit à former la fonction F (z) (fonction d'interpolation) qui 
appartient à une certaine classe connue et qui prend aux points 
d’interpolation les mêmes valeurs que f (x), c'est-à-dire telle que 


F (to) = yo Fm) = ya... F (en) = Ya: (2) 
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Géométriquement cela signifie qu’il faut trouver une courbe 
d’équation y = F (x) et de type donné passant par le système des 
points donné M;(x;, yr) (i = 0, 1, 2, ...) (fig. 61). 

Le problème posé sous une forme générale peut avoir un nombre 
infini de solutions ou n’en avoir point. Toutefois, il a une et une 


Fig. 61. 


seule solution si l’on cherche non pas une fonttion arbitraire F (x) 
mais un polynôme P, (x) de degré inférieur ou égal à nr vérifiant les 
conditions (2) et tel que 


Pa (xo) — Uo: PF (x) — Yys Pa (tn) — UYn- 
La formule d'interpolation obtenue 


y = F (x) 


s'emploie généralement dans le calcul approché des valeurs de la fonc- 
tion donnée f(x) pour les valeurs de l'argument x qui diffèrent 
de celles des points d'interpolation. Cette opération s'appelle inter- 
polation de la fonction f (x). On distingue une interpolation au sens 
strict lorsque zx € [xo, x,l, c'est-à-dire lorsque la valeur de x est 
intermédiaire entre x, et x,, et une ezxtrapolation lorsque x € [xo, z,l. 


Dans ce qui suit, nous entendrons par interpolation la première ainsi 
que la deuxième opération. 


$ 5. Première formule d'interpolation de Newton 


Soit y; — f (xi) les valeurs données de la fonction y = jf (x) pour 
des valeurs équidistantes de la variable indépendante x; = xo + 
+ih(i=0,1,2,...,n), où hk est le pas d'interpolation. On se 
propose de choisir un polynôme P, (x) de degré inférieur ou égal 
à n, qui prend aux points zx; les valeurs 


Ph (xi) = Ui (à ri 0, 1, .... n). (1) 


33—01072 


514 INTERPOLATION DES FONCTIONS (CH. XIV 


Les conditions (1) sont équivalentes à ce que 
AFP; (zo) — ATYo 


pour m=0, 1, 2, ..., n. 
Recherchons d'après Newton le polynôme sous la forme 


Pn (x) = 40 + @& (T — Zo) + @2 (x — To) (Z — ri) + 
+ 3 (2 — To) (rx — 1) (x — 22) +... 
Han —Z)(r—x)...(z— Zn). (2 
La puissance généralisée permet d'écrire pour l'expression (1) 
Pa(z)= a+ a (z—20) + a (2— 20) + 
Las(z—rN +... La,(z—r)"l (2) 


Notre tâche consiste à déterminer les coefficients a; (i = 0, 1, 2,... 
..., nr) du polynôme P, (x). Posant dans (2°) x = xo, on aura: 


Pr (Zo) = Yo = &o- 
Pour trouver le coefficient a composons la différence première 
APh(z)=ah+ 2a3(r— zx) 1h+ 
+B3as(r—2) rt... +Lna,(z—z)" 11h. 
Supposant que dans cette dernière expression z = xs, on obtient: 
APn (xo) = Ayo = ch, 
d'où 
=. 
Pour déterminer le coefficient a composons la différence seconde 
AP, (z)=2! ha + 2-3h?as(z— x) +... + 
L(n—1)nrhta,(z— 0)" 1. 
Posant zx = zo, on obtient: 
Pan (to) = Ayo = 2!h°as; 


d'où 
__ 4*%o 
7 21R2° 
De proche en proche, on trouve que 
Aty . 
i TT (=0;:1,2,:5:7), 


où l’on a posé 
O0! =1 et Ay = y. 
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Portant les valeurs obtenues des:coefficients a; dans l'expression (2°) 
on aboutit au polynôme d'interpolation de Newton 


Pa le) =: yo + 2 (22) + 8 (7 20 + 
SR LL 


n\hn 


(x — 72) Me (3) 


On voit facilement que le polynôme (3) vérifie parfaitement les 
restrictions du problème posé. En effet, premièrement le degré 
du polynôme P, (x) est égal ou inférieur à #7, deuxièmement 


Pa (20) = ÿo 
et 


Pa (x) = Vo + 8 (zx — 70) + LB (xx — 20) (ra — 21) + 


+... + Ayo (Th — Zo) (Th — Ts) ... (TR — Tn-4) = 


k1hh 
k(k—1 k(k—1)...1 
= yo + Eye + ED Ayo + ED E ar = 


= (1{+ A  yo=yr (k=1,2,...,n). 


Notons que pour k —+ 0 la formule (3) se ramène au polynôme de 
Taylor pour la fonction y. 
En effet, 


De plus, il est évident que 
lim (z— x) = (x — 20)". 
h—0 


Il en résulte que quand k—>0, la formule (3) prend la forme du 
polynôme de Taylor: 


Pa (2) = y (20) + y" (20) (z— 20) + +) (5 7). 


Pour rendre plus commode l'utilisation pratique de la formule 
de Newton (3) on l'écrit sous une forme quelque peu différente. 
A cette fin introduisons une nouvelle variable d’après la formule 


T—To L 
à q — h , 


alors il vient 


(z— xo)l'] _ (= %9) : (z— z0—h) . (z—z0—2h) 
hi h h h ro 


ECO Lg (g—1)(g— 2). (g—i+1) 


(i=1,2,...,n). 
33% 
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En portant ces expressions dans la formule (3), on aura: 
ns | À 
Pa(z) Yo + 9AY LD ay + + 
+ 14? .. (g—n+1) A"Yo; (4) 


n | 
où q.— + 
point z en partant du point xo. C'est la forme définitive de la pre- 
mière formule d' interpolation de Newton. 

La formule (4) présente un avantage lorsque la fonction y = f (x) 
est interpolée dans le voisinage de la valeur 
initiale xs, où q est petit en valeur absolue. 

Si dans (4) on pose r — 1, on obtient la formule d'interpolation 
linéaire 


est le nombre de pas nécessaire pour atteindre le 


Pi (x) = Yo + gAyYo- 


Avec r — 2ona la formule d’interpolation parabolique ou quadratique 
4 ; 
Pa (a) = Vo + qAvo + 18 at 


Si le tableau donné des valeurs de la fonction y est infini, le 
nombre x dans la formule d'interpolation (4) peut être quelconque. 
Pratiquement dans ce cas on le choisit tel que la différence A"y; 
soit constante avec la précision imposée. Pour valeur initiale x, on 
peut prendre toute valeur tabulée de l'argument zx. 

Si le tableau des valeurs de la fonction est fini, le nombre n est 
borné et, notamment, = ne peut être supérieur au nombre de valeurs 
de la fonction y diminué d'une unité. 

Remarquons qu'en appliquant la première formule d'interpola- 
tion de Newton (par différences descendantes), il est commode de 
recourir au tableau horizontal, les valeurs nécessaires des différences 
de la fonction figurant sur la ligne horizontale correspondante du 
tableau. 


Exemple 1. Le pas étant À = 0,05, construire sur le segment 
[3,5 ; 3 ,6] le polynôme d’interpolation de Newton pour la fonction 
y = e* donnée par le tableau 
3,50 3,55 


z 3,60 


3,69 | 3, TU 


33,115 | 34,813 | 36,598 | 38,475 | 40,447 


y 


Solution. Formons le tableau des différences (tableau 38). 
Remarquons que, comme d'ordinaire, dans les colonnes des diffe- 
rences nous n indiquons pas la place de la virgule, qu'on trouve dans 
la colonne des valeurs de la fonction. Les différences troisièmes étant 
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° Tableau 38 
Différences de la fonction y —e* 


pratiquement constantes, on pose dans la formule (4) 7 = 3. Adop- 
tant zo = 3,50, Yo — 33,119, on aura: 


Pa(z) = 33,115 + 1,698q + 0,087 141 + 0,005 189 A 


ou 
Pa(x) = 33,115 —- 1,698 + 0,0435q (q — 1) -: 0,00083q (q — 1)(q — 2). 


avec 


— 3,50 x - 
q =- = 20 (zx — 3,5). 


Exemple 2. Le tableau 39 donne les valeurs de l'intégrale 
de probabilité 


O (x) — es | e-* dr. 
Va 
En appliquant la première formule d'interpolation de Newton, 
trouver la valeur approchée de ® (1,43). 
Solution. Complétons le tableau 39 de y jusqu aux diffé- 


rences troisièmes y comprises. 
Tableau 39 


Différences de la fonction y — ® (x) 


+. 


OLD ICO UE 0 > © 


1 
1 
l 
1 
Î 
| 
1 
| 
1 
1 
PA 


Le 1 - 1 L 1 Li 1 L 1 1 
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Prenons pour x, la valeur tabulée la plus proche de la valeur 
z = 1,43, c'est-à-dire posons zo = 1,4. Comme k = 0,1, 


__ 1,43—1,4 
7 0, 


En portant dans la formule (4), on obtient : 


= 0,3. 


y x 0,9523 + 0,3-0,0138 + CD (_0,0036) + 


0,3 (0,3—1) (0,3— 2) 2 
— 0,0009 = 0,95686. 


Ne 
(Valeur tabulée: © (1,43) = 0,9569; cf. « Tables des fonctions » 
de Yanke et Emde.) 

Il arrive souvent en pratique qu il faut choisir une formule analy- 
tique traduisant avec une certaine précision les valeurs tabulées 
données de la fonction considérée. Une telle formule est dite empi- 
rique; le problème admet plusieurs solutions. 

Pour construire une formule empirique il faut prendre en considé- 
ration les propriétés générales de la fonction. Si le tableau des diffé- 
rences révèle que les différences d'ordre nr de la fonction pour des 
valeurs équidistantes de l'argument sont constantes, on peut prendre 
comme formule empirique la première formule d'interpolation de 
Newton correspondante. 


Exemple 3. Construire une formule empirique de la fonc- 
tion y donnée par le tableau 


, | 5,2 | 8,0 | 10,4 | 12,4 | 14,0 | 15,2 


Solution. Le tableau des différences (tableau 40) montre 
que la différence seconde est constante. En utilisant la formule 
d'interpolation de Newton sous la forme (3) et compte tenu de ce 
que k = À, on aura: 


ÿ= 5,24 2,8r—% z(x—1) 


ou 
y = 5,2 + 3x — 0,2r*. 


Exemple 4. Trouver la somme des carrés 
Sy =À+2+...+n 


des nombres naturels de 1 à nr. 
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Solution. On à évidemment: 
AS} = Sn+s — Sn = (n + 1}°. 
AS, = 2n +3, AS, = 2 


et, par conséquent, S, peut être recherchée sous forme de polynôme 
du troisième degré par rapport à n». 


D'où 


Tableau 40 
Différences de la fonction y 


0 
1 
2 
3 
4 
9 


Pour déterminer les différences 
AS, AS, 
il faut calculer trois valeurs S:, S2 et Ss On a: 
Si = À, 
Sa= 8 +2 =1+4—=5, 
Ss = S2 + 3 = 5 + 9 — 14. 


D'où 
AS, =5—1—4, 
AS» = 14 —5 = 9, 
MS, =9—4—5, 
et 


ASS, = 2. 


En appliquant la première formule de Newton et en tenant compte 
de ce que 


qg=——=n—1, 
On a: 
Sn=1+4(r—1)+ 0 NU-D , 20 -DECD (ES 
ou 
Sn = n(n + 1)(2r +1). 
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$ 6. Deuxième formule d’interpolation de Newton 


La première formule de Newton est pratiquement incommode 
pour l’interpolation de la fonction dans la partie finale du tableau. 
Dans ce cas on recourt à la deuxième formule d'interpolation que 
nous déduisons ci-dessous. 

Soit un système des valeurs de la fonction 


y; = y(x;) (i=0,1,2,...,n) 
pour des valeurs équidistantes de l'argument 
Zi = Lo + ih. 
Construisons le polynôme d'interpolation de la forme suivante: 
Pa (t) = do + & (T —2n) + 2 (Tr — 2h) (Z — Zn) + 
+ ds (ZT — Zn) (x — Zns) (z — Zn2) +... 
ee (tm) 24)... (tx), 
ou, en appliquant la puissance généralisée, on obtient: 
Pa (x) = @o +4; (z— 2) + a (z— 2) La 
Has(z—zn)t... Lam) (1) 
Notre tâche consiste à calculer les coefficients @ay, @, @o, &z, « . ., @n 
de sorte que les égalités 
P, (x) = y; (i=0,1,2,...,n) 
soient vérifiées. À cette fin il faut et il suffit que 
AiPh(zu) = A'yn-i (=0,1,...,n). (2) 
Posons dans (1) x = x,. Alors, on aura: 


Pl; (Zn) —= Yn — do; 
et donc 
do — Yn- 


Prenons ensuite les différences premières des premier et deuxième 
membres de (1) 
AP,(z)=a1h+a-2h(r—xn 3) 1 
Las 3h (x — zn_)°] +... +annh(xz — PA | es 1], 


On en tire en posant zx = zh, et compte tenu des relations (2): 
AP (trn-1) = Ayn- = Gin. 
Par suite 


A\ 
a; — Et . 
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Formant de mème la différence seconde de P, (x) on obtient: 
AP, (x)= a2tht+ as. 2ht(z— za) 4... + 
Lann(n—1)hk2(z—2,)""°1. 
Posant z = z,_>, on trouve: 
AP n(£n-2) = Myn-2 = a2lh?, 
ainsi donc 
_ Ayn-2 


FAT VANNES À 


La loi qui régit les coefficients a; est suffisamment claire. On peut 
donner une démonstration rigoureuse par récurrence du fait que 


ani (-0,1,2,...,n). (3) 


éthi 


En substituant ces valeurs dans la formule (1) on a finalement : 


AYn- Yn_o 
Paz) = yn + EL (x — an) + UE (x — 2n) (7 — Zn) + 


LA Vns (or) (x — tn )(T — Tao) + RCE 


HE (an). (sm) (4) 


La formule (4) s'appelle deuxième formule d'interpolation de 
Newton. 
Introduisons une écriture plus commode de la formule (4). Soit 


T— TT 
8 
alors 
L—tnt Lan th | Fr. 
code 
re 0 ‘elce 


h 
En portant ces valeurs dans la formule (4), on obtient : 
Pa (2) = Un + DA nes + ET Ayne + 
+ SERÔUES ae. OH ER D ange (41 
C'est précisément la forme usuelle de la deuxième formule de 


Newton. Pour le calcul approché des valeurs de la fonction y on 


pose : 
= Ph (x). 
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Exemple 1. Soit le tableau des valeurs y = 1g x des loga: 
rithmes à sept décimales 


3,0170333 
3,0211893 


Trouver Ig 1044. 
Solution. Formons le tableau des différences (tableau 41). 


Tableau 41 
Différences de la fonction y —1g x 


Adoptons 


alors 


= ——_ = — 0,6. 


En utilisant les différences soulignées, on a, en vertu de la formu- 
le (4): | 


Le 1044 — 3,0211893 + (—0,6)-0,0041560-- UI-COEEN ve 


x 0,0000401 + DEF DIET . 0,0000008 - 3,0187005- 


Dans le résultat obtenu tous les chiffres sont exacts. 
Les deux formules de Newton peuvent être utilisées pour extra- 


poler la fonction, c'est-à-dire pour calculer les valeurs de y pour 
des valeurs de zx dépassant les limites du tableau. Si zx <zxo et x est 
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proche de zo, la première formule présente plus d'avantages. Dans 
ce cas 


g =" < 0. 


Si z > z, et rest proche de x,, il est plus commode de faire appel 
à la deuxième formule de Newton, et on a 


D à 


Ainsi la première formule de Newton est appliquée généralement 
pour interpoler en avant et extrapoler en arrière, alors que la deuxième 
s'emploie à l'inverse pour interpoler en arrière et extrapoler en avant. 
Remarquons que dans le cas général l’extrapolation est une 
opération moins précise qu'une interpolation au sens strict. 


Exemple 2. Trouver sin 14° et sin 56° à partir du tableau 
des valeurs de la fonction y = sin x entre 15° et 55°, le pas étant 
h —= 5° (tableau 42). 


Tableau 42 
Différences de la fonction y —sin x 


Solution. Formons le tableau des différences (tableau 42). 
On voit que les différences troisièmes de y sont pratiquement cons- 
tantes et nous pouvons donc en rester là. 

Pour trouver sin 14° posons: 


Zo = 15° et z— 14°; 
d'où 
g= Et 0 
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En appliquant la première formule de Newton et en opérant avec 
les différences soulignées, on aura: 


= SH 


sin 14° — 0,2588 + (—0,2)-0,0832 + { (—0,0026) + 


Lamine en (— 0,0006) — 0,2419. 


D'après la table sin 14° — 0,24192. 
Pour calculer sin 56° posons: 
Zn = 95 et zx — 56°; 
d'où 


En appliquant la deuxième formule de Newton et en utilisant les 
différences soulignées de deux traits, on aura: 


SE ne 


sin 96° — 0,8192 + 0,2-0,0532 -- (—0,0057) +- 


Losiass TE (—0,0003) — 0,8291. 
La table donne sin 56° — 0,82904. 


$ 7. Tableau des différences centrales 


Pour construire les formules de Newton on ne recourt qu'aux 
valeurs situées d’un seul côté de la valeur initiale choisie, ce qui 
donne à ces formules un caractère unilatéral. 

Dans de nombreux cas on a intérêt à mettre en œuvre des formules 
d'interpolation concernant les valeurs situées des deux côtés du 
point de départ. Les plus usitées sont celles qui contiennent les 
différences données par la ligne horizontale du tableau diagonal 
correspondant aux valeurs initiales x, et yo, ou par les lignes immé- 
diatement adjacentes. Ces différences Ay- 1: AYos A°Y-1s « . . sont 
dites différences centrales (tableau 43), où 


LT; = Lo + ih (ë — 0, +1, +2, ° ), L'' Î (xs); 
AYi = Yi+s — Yi  Afys = Ayirs — Ayi, etc. 
Les formules correspondantes s'appellent formules d'interpolation 


par différences centrales. Ce sont entre autres les formules de Gauss, 
de Stirling, de Bessel [3]. | 
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Tableau 43 


$ 8. Formules d’interpolation de Gauss 


Déduisons d'abord les formules de Gauss. 
Soient 2n + 1 points équidistants 


T_n) T(n-1)1 3 T_1) Lo: Ti, ._. Zn 1: Th 
ou 


Ati = Ziys —m = h = const (i = —n, —(n —1),..., n—1), 
auxquels on connaît la valeur de la fonction y = f(x) 
yi = f(x) (i=0, +1, ..., +n). 


On demande de construire un polynôme P (x) de degré égal ou 
inférieur à 2n et tel que 


P (x) = y; pour i=0. +1,...…. nn 
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La dernière condition entraîne 
A"P(xi) A"yi- (1) 


pour toutes les valeurs respectives de i et de k. 
Cherchons ce polynôme sous la forme 


P (2) = ao + & (tr — to) + az (T — Zo) (x — xs) + 
+as (x —2) (x — 20) (x — 2) + ai (x — xs) (x — 20) (z — x) X 
X (TZ — 22) + QG (Z — T2) (x — rs) (x — Zo) (x — x) (x — Ze) + 
+ + don (TZ — Fm) + + + (Z — 24) (ZT — T0) (zx — x)... 
 (Z— ns) + Gon (Z— Tn-1)) - + + (T— 24) (z— 20) (x — x) . 
-(Z — Zn) (x — 21). (2) 
Introduisant les puissances généralisées, on obtient: 


P(2)= a+ @(x—20) + ar — 20) + 


4 On 
Te ds (z an x) + da (x— zx) J + ..… + Zon-1 (x ES La 1] + 
+ Gen (TZ — un)". (3) 


En appliquant pour calculer les coefficients a; (i — 0, 1, , 2h) 
le mème procédé que pour déduire les formules d’ interpolation de 
Newton et en tenant compte de la formule (1), on trouve successive- 
ment : 
Ay A°y-1 ASy_1 
do Yo, My Tip Tips » 


Aye = M Yen D = AY 
apparu T)jhant » en 2) jan * 


Introduisons ensuite la variable 


Z— TZ) 


q — 


et, après avoir effectué la substitution nécessaire dans la formu- 
le (3), on obtient la première formule d'interpolation de Gauss 

1 1 — 1 
P (x) = Yo + A Yo + 1 Lun ) Ay- + @+ EG ) ASy-1 + 


CR LE RCE A CP CE ECS EC By CPR ENS 


SRE TRES Y-2 + 


+n—1)...(g—n+1) on] 
.e . 2 = n—1) | A TY-(n-1) + 


—1)...(q— n 
+ CT ner à (4) 
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o1 
tÙ 
…) 


ou en abrégée 
À 1)13] 
P (x) = ÿo + gAÿo + — _ Ay + io Sy + 


[+] _4t\f2n-1] 
Es GE Ay-» (g+n—1) A2"-1 


. + Ont) U-(n-1) + 


— 4/27] _ x 
+ Er — A° U-n (4 ) 


avec z = zo + gh et ql"l — qq —1)...{q —(m —1)]. 
La première formule de Gauss contient les différences centrales 


AYor Mynir My, Ayo, Ayo AY_g. 


(cf. tableau 43, où ces différences forment la ligne brisée inférieure 
suivant la flèche). D'une façon analogue on peut obtenir la deuxième 
formule d’interpolation de Gauss qui contient les différences centrales 


AYnys Myuis Ayo, Ayo, Ayeg Aygo oo 


(dans le tableau 43 ces différences forment la ligne brisée supérieure 
suivant la flèche). 
La deuxième formule de Gauss s'écrit 


(a+-1) a (4—1) 
3! à 


P (x) = yo + qAy- re HE Ay-1 + Y-2 + 


2 4)q(4—1 —1 — 1) Ssx 
+ U+ En 6 Les nn n + ) 12 ‘y nr 


(g+n)(g+n—1)...(g9—n+1) 1on 
v (2n) ! Afy-n (9) 


ou, en notations pue 
1 
P(z)= yo + qAyua + 5 — Cu ti = y 


et à) UD a 


EE 2+ Y-2+... 


—4y{27-1] [2n] ” 
a + EE An (51) 
avec 
Z = To + gh. 


(ds 
ty 
ee) 
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$ 9. Formule d'interpolation de Stirling 


Prenant la moyenne arithmétique de la première et de la deuxièe- 
me formule de Gauss (4) et (5) ($ 8), on obtient la formule de Stir- 
ling : 

A - A 2 ® | 2— 1° A3 2 AS = 
P (2) = ÿo + ge LES + D At. + 1U ). Aÿy-2+ASyi + 


2 
re g° RES Ayo + AC LC , Vus Vus “e 
FRE Coste LC in y... + 
" g(g=— 1°) EE 2 LL mt 
Je An PEUT F q° (g*— 1°) Eee [g*— (n—1)°] A y 
où 
je 


On voit aisément que 
P (x) = y; pour i =0, +i, ..., Hn. 


$ 10. Formule d'interpolation de Bessel 


Outre la formule de Stirling, on utilise souvent la formule de 
Bessel. Pour la déduire faisons appel à la deuxième formule de 


Gauss (5) (cf. $ 8). 
Prenons 2n + 1 points d’interpolation équidistants 


L_n) Lin -1)1 . Lo; . . …: Tn-19 Th: 
au pas À et soit 
y =f{(z) (i= —n, ...,n +1 


les valeurs données de la fonction y = f (x). 
Si l’on prend pour valeurs initiales zx = x, et y = yo, en utilisant 
les points zx (k — 0, +1, ..., n) on a: 


1 » 
P (x) = yo + qAy- + ES ae 
| 1)g(g—1 | 2) (g+1)q(a—1 
(qg + L8 x ) Ay-2 + (q + 1U+ 030 ) AY» 1- 
D (m1) (q—m + dom 
Mi n—1)! A Mn 


Re L'An R A y ne (1) 


(2n) ! 
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Prenons maintenant comme valeurs initiales x — z et y = y; 
et utilisons les points ziin (4 = 0, +1, ..., -kn). Il vient 
TT z—Zo—h 


h =q—1À, 


les indices de toutes les différences du deuxième membre de (1) 
augmentant respectivement de l’unité. Si dans le deuxième membre 
de (1) on remplace qg par g — 1 tout en augmentant de l'unité les 
indices de toutes les différences, on obtient la formule auxiliaire 


= 
P(a) = ya + (9—1) Ayo + LE Ayo + 
—41)(9—2 1 —1)(q9—2 
de g (q AS D Asy_ + (4 + au ) (q ) Au. 
(g+1) q (g—1) (qg—2) (q —3) (g+n—2) ...(q—n) 
RE UNS 


e —1)...(q— : 
x A? Len + ES pe Yen (2) 


En prenant la moyenne arithmétique des formules (4) du $ 8 et (2) 
après des transformations élémentaires on obtient la formule 
d’interpolation de Bessel 


P(x)= Hot + (9— 3) Ayo+ 18-29. net. + 
us g(g—1)(q+1)(g—2) Ay_2+Aty_; 
RE à 


(a—+) g(g—1) (g+1) (g—2) 
A ASy-2 +- 
Fe g(q—1)(q+1)(g—2)(g+2)(q—3) Afy-s+AMye , 
RE EL EL: CO 


g(g—1)(qg+1) (g—2)(g+2) ...(g—n)(g+n—1) 
DS (2n) ! à 


Je ATY-n AP Y ns 
ot 


(a—3)2U—0 @+0 6-2 +2... am a+rt) 
CES A° Y-n; (3) 


TZ— T9 
Porn 


Comme le montre la déduction, la formule de Bessel (3) est un poly- 
nôme qui coïncide avec la fonction donnée y = f(x) en 2n +2 
34—01072 
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points 
Lions Ln-1)s © + +9 Tns Tn+1- 


Dans le cas particulier, pour r — 1, en négligeant la différence 
ASy_ on a la formule d’ je” sets quadratique de Bessel 


P (x) = #01 vo +0 Fe (3— +) 4% RE AL 19 . So 041 t vs — Be 


ou 
P (x) = yo + A yo — 1 (Aya — Ay) 


__ g(1—3) 
M 0 . 


avec 


Dans la formule de Bessel tous les termes contenant les diffé- 
rences d'ordre impair comportent le facteur qg — c'est pourquoi 


avec q = _. la formule (3) devient beaucoup plus simple: 


Zo+z1 \ __Yo—ty1i 1 A?y-i+ Av 
TERRES 


2 8 
pe yes Os 
128 2 1024 2 nn 
n [1:3-5...(2n—1)]2 Any, + Any _,,: 
0 nl — SEL 


Ce cas spécial s'appelle formule de dichotomie de Bessel. : dans la 
formule (3) on effectue le changement de variable d’après la formule 


q ee = p, la formule devient plus symétrique: 


: | 
Dr 0 
+ , , 4 Ay_, + A? 
P (x) = AS | PAY 5 ] . y _. Yo | 


2_1\ (9 
AE _. My + (+ à ) te 7) | = y + 


> _ 1 2_ 9 2_ 1 2 9 2 _ 29 
.2( ë)(e ) je, à L ) (? 2) 15 
> _ 1 > _ 9 _— 2__(2n—1} 
DE ee La 1 Le ml au me 


2 _ 1 A 2__ @r—1)? 
” AEy-n + BPry-ntt se (? z) | ns me E | 


: 4 Zo + Ti 
où p=— (s-#i4) : 


X 
X Ayant (3°) 
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S 11. Caractéristique générale des formules 
d’interpolation à pas constant 


Pour donner une caractéristique générale des formules d'inter- 
polation notons que dans le cas des formules de Newton on prend 
comme valeur initiale x, le premier et le dernier point d'interpola- 
tion; dans le cas de l’interpolation par différences centrales, le point 
initial est médian. Le tableau 44 schématise l'utilisation des diffé- 
rences dans les formules d’interpolation principales. L'ordre d’in- 
dexage dans la deuxième formule de Newton est changé pour rendre 
plus commode la lecture du tableau. 

Tableau 44 


de Newton 


Une étude plus poussée des formules montre que pour | g| < 0,25 
il vaut mieux appliquer la formule de Stirling, et pour 0,25 < q < 
< 0,75, celle de Bessel. Il est avantageux d'appliquer la première 
et la deuxième formule de Newton lorsque l’interpolation porte sur 
le début ou respectivement sur la fin du tableau et les différences 
centrales nécessaires font défaut [4]. 

Exemple 1. Les valeurs de l'intégrale de probabilité [3] 

x 
2 _x3 

VE L dx 
sont données dans le tableau 45. Trouver ® (0,5437). 


O (zx) = 
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Tableau 45 
Différences de la fonction y —© (x) 


0,5292437 
0,52 0,5378987 
0,53 0,5464641 
0,54 0,5549392 


0,55 0,5633233 


0,56 0,5716157 
0,5798158 


Solution. Complétons le tableau 45 par les différences finies 
de la fonction donnée y — ®D (x). Posons zo = 0,54 et x — 0,5437; 
il vient 


Las _ 0.5437—05% 
IF: Ti: nn LL 


Comme r<q<i , appliquons la formule de Bessel (3). On a: 
p=q—+ = 0,37 —0,50 = —0,13 : 


d’où, en utilisant les différences soulignées, 
D (0,5437) » 0,5549392 + 0,5633233 


+ 
2 
0,0169-—0,25  —0,0000910 —0,0000917 
+ (— 0,13) 0,00BBAL + + 


+ -=043(0.0169—0.2) {_0 0000007) = 


— 0,55913125 —0,00108993 + 0,00001065 = 0,5580520. 


Exemple 2. Soit le tableau 46 des valeurs de l'intégrale 
elliptique totale 


dr 


VA—sinasin2z 


Trouver X (78°30”). 


tr NA 
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. Tableau 46 
Valeurs de l'intégrale elliptique totale K (a) 


K (œ) AK A?K ASK AK ASK | AK 


2,76606 
2,83267 
2,90256 
2,97857 


3,06173 
3,15339 
3,25530 


3,36987 
3,50042 
3,65186 


Solution. Posons xo = 78; hk — 1°; x — 7830"; d'où 
qg = 0,5. Si l’on recourt à la formule de dichotomie de Bessel, on 
aura en se bornant aux différences cinquièmes: 


K (78°30°)— 2,97857 + 0,5-8316. 10 —0,125. TR 105 + 


+0,023437-ÀLT . 10-5 — 2 97857 — 0,04158— 
—0 000978 + 0,000008 = 3,019180. 
Pour comparer appliquons maintenant la formule de Stirling 


K (78°30") = 2,97857 + 0,5 ESS 1004 


+ 0,125715.10-5 — 0 0625. ÊTES . 1075 — 


__0,0078.32.10-5-+ 0 0117. se .405— 


= 2,97857 + 0,039792 + 0 000894 —0 000074 — 
—0,000002 + 0,000001 = 3,019181. 
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$ 12. Formule d'interpolation de Lagrange 


Les formules d'interpolation déduites dans les paragraphes 
précédents ne sont applicables que dans le cas des points équidistants. 
Pour des points arbitraires on utilise une formule plus générale 
appelée formule d'interpolation de Lagrange. 

Supposons que pour #7 + 1 valeurs distinctes de l'argument 
Los Lis Los + + En données sur le segment [a, b] on connaisse les 


y=T (x) 


Fig. 62b. 


“ST 


Xn OX pi(x)= 85 


valeurs correspondantes de 
la fonction y = f (x) 
f (xo) = Yos 

Î (x) = Yy5- Î (Zn) = Yn- 

On demande de cons- 
truire le polynôme ZL, (x) de 
degré égal ou inférieur à n 
et prenant aux points don- 
NÉS Zpy Lis + - -y In les 
mêmes valeurs que la fonc- 
tion f(x), c'est-à-dire tel que 


Lh (xi) = Ui 
= 0; T2. 0 
(fig. 624). 


Résolvons d’abord le 
problème partiel : construire 
un polynôme p; (x) tel que 
[1 si j=i; 
(O0 si ji, 

(1) 
où Ô;,; est le symbole de 
Kronecker (fig. 62b). 


Le polynôme à obtenir s'annulant en n points Zg, Zi, ce. 
e VAE Tthto . Th il s'écrit 


Pi (2) = Ca (to) (z—2) (tt) (z—mips) ee (&—2n)s (2) 


où C; est une constante. Posant dans la formule (2) x = x; et prenant 
en considération que P; (x;) = 1, on obtient: 


Ci (Zi —Zo) (ti —2) . + (ti —Zi a) (mi —Zixs) + . (mi —2n) = 1. 


D'où 
Ci= 


1 


(zi— zo)(zi— 24)... (ti — ris) (ri —zi41) ... (Zi —2n) 
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Portant cette 7. dans la formule (2) on obtient: 


. — Lo) (T— Zi) ... (Z— ii) (Z—Zi4s) ... (Z—2%n) 
pi(s)= DE (i— 2) (tin) (ai tits) (Gin) (8) 
Maintenant passons à la résolution du problème général qui con- 
siste à former le polynôme Z, (x) vérifiant les conditions indiquées 
ci-dessus: ZL, (x;) = y. 
Ce polynôme est de la forme 


Ln(x) = 2 pi (x) yi. (4) 


En effet, premièrement, il est clair que le degré du polynôme 
construit L, (x) est égal ou inférieur à », et deuxiemement, en vertu 
de la condition (1), on a: 


En (x) = À pi(z)yi=p(xs)ys=ys (G—0,1....,n). 


Portant dans la formule (4) la valeur de p; (x) tirée de (3) on obtient 
l° de. 


_ (Z— 20) (x — 2x4) ... (z—zis) (z—ziss) ... (z— Zn) 
Las) = RE ed ie Ge) 


qui est précisément la formule d'interpolation de Lagrange. 
Montrons l'unicité du polynôme de Lagrange. 
Raïisonnons par l'absurde, 


Soit L, (x) un polynôme distinct de L, (x) de degré égal ou 
inférieur à 7 et tel que 
La) =g  (=0,1,...,n). 
Alors, le polynôme 
Qn (2) = Ln (2) — Ln (2). 


dont le degré est évidemment égal ou inférieur à n#, s’annule en 
n,+ 1 points Zo, Zi Ze, + +, Zn, C'est-à-dire 


. Qn (x) =0. 
E, (x) = L, (x). 


On en tire en particulier que si les points d'’interpolation sont 
équidistants, le polynôme de Lagrange coïncide avec le polynôme 
de Newton correspondant. 

Remarquons dans le cas général qu'avec un choix de points 
approprié toutes les formules d'interpolation précédentes se dédui- 
sent de la formule de Lagrange. 


Par suite, 
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La formule de Lagrange (5) peut être mise sous une forme plus 
condensée. À cet effet introduisons la notation 


hn+1 (x) = (2 — Zo) (x — 2). + e (T — Znhe (6) 


En dérivant ce produit par rapport à x on obtient: 


Un+: (x) — à (Z— 20) (z— 2) (2 — 2j) (& —Zj4s) 00 (TZ — Zn)e 


Adoptant z = x; (i = 0, 1, 2, ..., n), on aura: 
Tags (ti) = (Si —20) (mi 2) + à (mi —Zis) (mi is) + oo (Zi —Xo). 
(7) 


Portant les expressions (6) et (7) dans la formule (5) on obtient: 


La(z)=Tn4 (x) > PTE TEE (5°) 
i=0 


Il convient de signaler un fait important: à la différence des 
formules précédentes, la formule de Lagrange contient y; sous une 
forme explicite. 

Considérons deux cas particuliers du polynôme de Lagrange. 

Pour 7 — 1 nous avons deux points et la formule de Lagrange 
est dans ce cas l’équation d’une droite y — L; (x) qui passe par deux 
points donnés: 


Y = ET Yo + Es 


où a et b sont les abscisses de ces points. 
Pour nr — 2 on obtient l'équation d'une parabole y = L2 1x) 
qui passe par trois points: 


__(z—b) (z—c) —a)(z—0c) (r—a)(z—b) 
= ee dot ang + Er Ver 


où a, b, c sont les abscisses des points considérés. 


Exemple î. Construire le polynôme de Lagrange de la 
fonction y — sinxz pour les points 


1 1 
T=0, U=r =. 


Solution. Calculons les valeurs correspondantes de la 
fonction : 


Yo = 0, n=sin tr, y =sin $— 1: 
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Appliquant la formule (5), on‘ aura: 


ou 
L: (x) = x —3. 


Exemple 2. Soit le tableau des valeurs de la fonction y = 


— f(x) [3]: 


Calculer la valeur f (323,5). 


Solution. Posons z = 323,5; n — 3. Alors d'après la for- 
mule (5), on a: 

__ (323,5— 322,8) (323,5 — 324,2) (323,5— 325,0) 

Î (23,5) = Gr 8 (321—324,2)(321—325) °2,90651 + 

(323,5 — 321) (323,5— 324,2) (323,5— 325) 

7 -322,5— 321) (322,8 — 324,2) (322,5 — 325) 

(323,5 — 321) (323,5 — 322,8) (323,5 — 325) | 

+ (324,2 — 321) (324,2 — 322,8) (324,2 — 325) 2,51081 + 

(323,5 — 321) (323,5— 322,8) (323,5 — 324,2) . 

EL (325— 321) (325 — 322,8) (325— 324,2) 2,51188 — 


= —0,07996 + 1,18794 + 1,83897 —0,43708 = 2,50987. 


.2,50893+ | 


$ 13*. Calcul des coefficients de Lagrange 


Indiquons un schéma qui rend plus facile le calcul des coeffi- 
cients de y; (à = 0, 1, 2,..., n) dans la formule de Lagrange dits 
coefficients de Lagrange 

(n) __ (z—2%o) (z— 24) ... (2—273-1) (z — 2141) ... (z— 2h) 
Li (2) (Zi zo) (ti —2zs) ce (zizi) (mi — Zur). (&i— Zn) ? (1) 
ou sous une forme abrégée 


mn) _. [n+4 (x) 
HG) = a) au Go ? ” 
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[hn+s (x) = (& — 20)... (7 — 2). 


La formule de Lagrange s'écrit alors 
n 
La(z) =} L£ (2) gi. 
i=0 


Notons que la forme des coefficients de Lagrange est invariante par 
rapport à une substitution linéaire entière z = at + b (a, b sont 
des constantes et a = 0). En effet, posons dans la formule (1) 


z= at +pb;: z; = at; +0 H=0;.1,::.:n0): 


en divisant le numérateur et le dénominateur par a”, on obtient: 


en pyn D  t—to) (t— tr) ... (t—ties) (t—tiss) ... (tn)? 
UE (i— to) (ta —t4) +. (ta —ti-s) (t—ti4s) +. (ti — tn) (8) 
ou 
gs Mass (6) 
ie (t— ti) Mn (ti) (3) 
avec 
Hays () = ( —to) (t —h)...(t —h); 
ce qu'il fallait démontrer. 
Pour calculer les coefficients de Lagrange on peut utiliser le. 
schéma ci-dessous, commode à réaliser sur un calculateur électroni- 


que. Rangeons d’abord les différences en un tableau de la façon 
suivante : 


LT: — Lo L ou TZ: TL; = Lo CRC L: — Tn 

Lo — To To — TU  T'—TLTenre Lo — Th (*) 
e o e. ee + ee + ee + + ee ee ee ee e. + + ee + ee ee e 

Tn — To En — TU In —TLe.s T — In 


Désignons le produit des éléments de la première ligne par Do, de la 
deuxième ligne par D:, etc. Quant au produit des éléments de la 
diagonale principale (éléments du schéma soulignés), il est évident 
qu'il s'écrit Il,41 (x). On en tire que 
Ih . 
LI) = HE (i=0,1,...,n). (4) 


Par conséquent, 


Ln (x) = Un (x) D PE . (S) 


i=0 
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Dans le cas des points équidistants, les coefficients de Lagrange 
peuvent être simplifiés. 
En effet, en posant 
ZT = Lo + th, 
on aura: 
lo = 0, LT, . En 
D'où 


[lus () = é(t —1)(t—2)...(t —n) 


= n. 


et 


Is: ()=(—1) til(n—;i)! 
Portant ces expressions dans la formule (3), on obtient: 


LS (4) = Tu (0): ai À (i=0,1,... n), (6) 
où ? | r : 
On en tire pis SEE 
La(2) = nn) D Ty, (7) 
où ” Don 
je — 


Dans le cas d'un pas constant, le problème d'interpolation est 
rendu encore plus facile par le fait qu'il existe des tables des coef- 
ficients de Lagrange (cf. [5]), les calculs se ramenant ainsi à la 
multiplication des coefficients tabulés par les valeurs correspon- 
dantes de la fonction y; et à la sommation. 


Exemple 1. Soit le tableau des valeurs d'une fonction 
y = y (2) 


0,9512 10,860710,818710,7788| 0,7047 | 0,6703 | 0,6065 | 0,5769 
1 3 4 5) (l 8 10 11 


Trouver y (0,45). 
Solution. Pour simplifier les calculs, posons : 
z = 0,054. 


Alors les valeurs de la nouvelle variable t associées aux points 
d'interpolation seront 1, 3, 4, 5, 7, 8, 40, 11. Il faut trouver la valeur 
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de y pour z = 0,45, c'est-à-dire pour &t — 9. En adoptant t{ — 1, 
(à = 0,1,2,...,7), disposons les calculs suivant le schéma ci-dessus 
(tableau 47). 

Tableau 47 


Schéma de calcul des coefficients de Lagrange 


0 |[8|—21—3|-4 6 |-7 | 9 LU —725 760 |0,9512| —0,0131.10-4 
112 [611—11-2 1-4 5 |—7 ! —8| 26880l0,8607  0,3202.10-+ 
213l1 1511-41 [3 1-4 1-6 | —7| —756010,8187| —1,0829.10-< 
314121 [4]l-2 [3-5 | —6| 5760l0,7788| 1,3520.10-4 
alelalsl2 [2111 |—3 | —4| —345610,7047 __2,0390-10-4 | 
517/5l14l3l1 11 —2 | —3| 2520l0,6703| 2,6530.10-4 
6191716) 5) 31 2/||-1]| —1| 11340,0,6065) 0,5348.10-4 
7 liols|7|e6el4l 3 D = —_80 640 |0,5769| —0,0715-10-4 
11 (9) — 3840 S —1,6535.10-4 
On en tire 
i1=7 
y (0,45) =1I1(9) ÿ —5- = (9)-S — 3840-1,6535- 1074 — 0,6349. 
i—0 


Exemple 2. La fonction y = coszxz est donnée par le 
tableau [5] 


on 


0,377977743 0,468516671 0, re 
1 2 


5,4 5,5 5,6 5,7 


CLS 


0,634692876 0,708669774 0 PART a 
4& 5) 


” 
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Trouver cos 5,347. 


Solution. Effectuons le changement de variable suivant 
la formule 


z=0 it +5. 


Les valeurs de la variable t relatives aux points d’interpolation 
seront alors 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 et la valeur recherchée z = 5,347 
deviendra x = t — 3,47. En tenant compte du fait que les points- 
ty = i (i =0, 1, ..., 7) sont équidistants, les calculs peuvent 
se faire d’après le schéma donné ci-dessus (tableau 48). 

Tableau 48 


Schéma de calcul des coefficients de Lagrange pour le cas 
des points équidistants 
| i | Zi Vi 


{ —i 


_y7-i _4y7—ici Vi 
—1)7-ici Le Gr 


ve 

0 9,0 0,283662185 3,47 —1 —0,08174702 
1 9,1 0,377977743 2,47 7 1,07119198 
2 5,2 0,468516671 1,47 —21 —6,69309530 
3 5, 0,554374336 0,47 35 41,28319523 
4 5,4 0,634692876 —0,53 —35 41,91368048 
5 9,9 0,708669774 —1,53 21 —9,72684003 
6 5,6 0,775565879 — 2,53 —7 2,14583444 
(l 9,7 0,834712785 —3,93 1 —0,23646254 
1 = 42.8848749 S —69,67575724 


Le tableau 48 donne: 


11(3,47)= 9 (3,47 — i) — 42,8848749 
i-=0 
et 


7 
S= 3 ( —1)7-1c; ï. 7 = 69,67575724. 


En vertu de la formule (7) 
cos 5,347 = 7.11 (3,47)-5 == 0,592864312. 


$ 14. Evaluation de l'erreur de la formule de Lagrange 


Au $ 12 nous avons construit pour la fonction y = f (x) le poly- 
nôme de Lagrange L, (x) qui prend aux points Zo, di, . . ., x, les 
valeurs données 


Yo= À (Lo), Yi = Fa), + + Yn = f (En). 
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Une question se pose de savoir: quelle est en d’autres points 
l'approximation du polynôme construit par rapport à la fonction 
f (x), c'est-à-dire quelle est la grandeur du reste 


Rh (x) = f(x) —Z, (x). 


Pour déterminer cette approximation imposons à la fonction 
y = f(x) des restrictions supplémentaires. Supposons que dans 
le domaine considéré a < z < b de variation de x, qui contient 
les points d'interpolation, la fonction possède toutes®les dérivées 
f' (x), f(x), ..., f%#D (2) jusqu'à l’ordre (nr + 1) y compris. 


Fig. 63. 


Introduisons une fonction auxiliaire 
u (zx) = f(x) — La (x) — kIls: (x), (1) 


Hngs (x) = (T — to) (x — x) . - . (T7 — 2) 


et À est une constante qui sera choisie dans ce qui suit. 
Il est évident que la fonction u (x) possède r + 1 racines aux 
points 


* 


ou 


Lo» Lis ee. « 7 Ln: 


Choisissons maintenant la constante À de sorte que u (x) ait une 


(n + 2)-ième racine en un point quelconque fixé z du segment 
[a, b]l, autre que les points d’interpolation (fig. 63). A cet effet il 
suffit de poser 


f(x) — Lan (x) — ka (x) = 0. 
D'où, puisque, Il (x) 0, 
n+1 (x) 


Pour cette valeur du coefficient k, la fonction u (x) a nr +2 
racines sur le segment [a, b] et s’annule aux extrémités de chaque 
segment 


[To Zi], [Ti Le]; 7) [Ts z], [x, Li+i], ...) [Tn-1» Tn]- 
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En appliquant le théorème de Rolle à chacun de ces segments 
on voit que la dérivée u” (x) compte au moins x + 1 racines sur le 
segment [a, b]. Opérant de même pour la dérivée u” (x) on voit que 
la dérivée seconde u” (x) devient nulle au moins r fois sur le seg- 
ment Î[a, b]. 

Finalement ces raisonnements aboutissent à la conclusion que 
sur le segment donné [a, b], la dérivée u‘"*h (x) possède au moins 
un zéro que nous désignerons par E: u‘*b (E) = (0. 

Comme 


L®FN(z)=0 et 1e) (x) =(n+1)!, 


la formule (1) entraîne 
ur) (x) = fRHD (x) —Rk (nr - D! 


Pour z—£ on obtient : 


O= fé (E)— (+ 1)! 


D'où 
[TD G) 


La comparaison des seconds membres des formules (2) et (3) 
donne : 


j(&)—Ln (189 G) 


NMn+1 (2) (n+1)1 © 
c'est-à-dire 
_ E ) _ 
1-2 = En, (9 
Puisque x estjarbitraire, la formule (4) peut également s'écrire : 
) Li 
Ra (2) = j (æ)— La (2) = EL ln (2),à (5) 


ù £ dépend de zx et repose à l’intérieur du segment [a, b]. 

Notons que la formule (5) est vraie pour tout point du segment 
[a, bl, y compris pour tout point? d'interpolation. 

Désignant par 


* Mau = max [fm (x)|, 
a<x<b ! 
on obtient l'estimation suivante de l'erreur absolue de la formule 
de Lagrange: 
Ma 
[Ra (z)|={f(z)— La (2) Re pr 1 | ITh+1 (x)|;' (6) 


avec 
Nn4s (x) = (zx — to) (rt — x)... (x — 2). (6”) 
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Exemple. Avec quelle précision peut-on calculer Y 115 à l'aide 


de la formule de Lagrange pour la fonction y = V x si l'on prend 
les points d'’interpolation zo — 100, zx — 124, x: — 144? 


Solution. On a: 


| 
? 1 . n 1 
Il en résulte 
1 3 


3 
on CE dur D pour 100 LI 144. 


En vertu _— la sp (6) 
| R]< +105. -—— _. [ (115 — 100) (115 — 121) (115 — 144) | — 
= 210. 15.6.29 = 1,6- 1073. 


$ 15. Evaluation des erreurs des formules de Newton 


Si les points d'interpolation To, Zi, + + -, Th Sont équidistants et si 
Lits —Z =h (i = 0, 1, 2, ess mel); 
en posant 


on obtient en vertu de la formule (5) du paragraphe précédent le 
reste de la premiere formule de Newton 


(q—1 —n 
Ra (e) = he OUR jen (E), (1) 
où E est une certaine valeur intermédiaire entre les points d’inter- 
polation xs, 1, . . ., Zn et le point concerné z. Notons que dans le 
cas de l’interpolation au sens strict, E € [xo, x,l; dans le cas de 
l’extrapolation, il est possible que E € [xo, tal. 

D'une façon analogue, en posant dans la formule (5) du $ 14 


TZ—Tn 
=: 
on obtient le reste de la deuxième formule de Newton 
155: 
Rn(g=htte IEEE pt) (€), 12) 


où £ est une valeur intermédiaire entre les points d interpolation 
Los Lis + + +» En €t le point zx. 

Dans les cas pratiques il est d° usage d'arrêter le calcul suivant 
les formules de Newton aux termes qui contiennent des différences 
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pouvant être considérées comme constantes dans les limites de la 
précision imposée. 

En supposant que A"*! y soient quasi constantes pour la fonc- 
tion y — f(x) et h suffisamment petit, et en tenant compte du 
fait que 
Antly 


ft (x) lim EE , 


h—0 
on peut poser approximativement : 


Antly 
JU (E) = PRES UN : 


# 


Dans ce cas, le reste de la première formule de Newton est égal à 
qg(q—1)...(q—n) AY 
(n + ET l 


Sous ces mêmes conditions, pour le reste de la deuxième formule de 
Newton on obtient l'expression 


Rh(z) = 


_ 1(a+1)...(q+n) 
Ra (x) & mi "À Yn 


Exemple 1. Les tables des logarithmes à cinq décimales 
donnent les logarithmes des entiers de x — 1 000 à x — 10 000 


avec une borne d'erreur absolue égale à _ 10". Est-il possible de 
réaliser une interpolation linéaire avec la même précision? 
Solution. Posant 


A y=ilgz 
on aura: 
LM y _ M 
zx € CRE 172 ? 
avec M —0,43. D'où 
1 
— max | y” Pan 10 +107. 


Pour nr = 2 et hk = 1 la formule (1) donne l'estimation suivante 
de l’erreur d'interpolation linéaire: 


LR (a) OL mp, AD. À 10. 
Comme pour 0<qg<1 on a 
1 1 2 1 
gA—g=r-(s-s) <7. 


on obtient finalement : 
_ 


| Ri(m)|< + +10 < 1077. 


Par conséquent, l'interpolation linéaire est tout à fait admissible. 
35—01072 
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Exemple 2. Evaluer l'erreur d'approximation de la fonction 
Î (x) = sin x par le polynôme de cinquième degré P; (x) coïncidant 
avec la fonction donnée pour les valeurs z — 0°, 5°, 10°, 15°, 20°, 25°. 


Solution. Ici f‘® (x) = —sinzxz; par suite |[f® (2) |< 1. 
En vertu de la formule (1), on a: 


[sinxz—P,(x)| < 


2(e— 2) (24) (24) (5) (e-5)| 


Par exemple, pour x = 12°30° = arc 0,21816, on obtient: 
|sinxz — P,(x)] <2,2-10. 


- 17 
SF! 


$ 16. Evaluation des erreurs des formules d’interpolation 
par différences centrales 


Voici sans démonstration les expressions du reste des formules 
de Stirling et de Bessel [3]. 

a) Reste de la formule d’interpolation de Stirling. Si 2n est l’ordre 
maximal des différences utilisées du tableau et si x € [xo — nh, zo + 
+ rh], alors 


Rèntl 2n+1) : , : . . : : 
Rata) = TS q (98 — 49) (98 — 25) (a — 3) … (8 — nt), 
où 
g= et EClrzo—nk, zo —nh]. 


Si l'expression analytique de la fonction f (x) est inconnue, on pose 
pour un À petit: 


Antly_,_ Anti ie 
BR: (x) & Y-n 1 + Y-n 


Sontnt, — 9(—1)(g—29... (an). 


b) Reste de la formule d'interpolation de Bessel. Si 2r + 1 est 
l’ordre de la différence maximale utilisée du tableau et si x € [ro — 
— nh, zo + (r+1)hl], alors 


ponte ; ; ï so 
R, &)= rar +2) (E) q (9° — 1°) (g° — 2 pes is , ” 
... X (g—n")[g—(n- 1)], 
où 


qg= et EEltzo—nhk, zo —-(n+1)}]. 


Si encore la fonction f(x) est donnée par le tableau et le pas À 
est petit, on adopte: 
An +2y_ 1 1 + A2 +2y_ à 
RD Re T9 (9 — 1?) (a —2 LES 
.. X(g®—n)[g—(nr+1)]. 
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e 


En particulier, avec q=+ une erreur de la formule de dichotomie 


s’ecrit 
R.— A°n+E fCn+2) ® (_ jy: (13.5 ... (2n +1)]° 
n 7 (2n+ 2) l 22n+2 


OI 


… Any ns + AM+2y à +4 [1-3.5. . (2n+ 1) 
R1 = — 2(2n +2)! (— 1)" nn ? 


Si l'on pose 
| 4 
g=p+r D ? 
l'expression du reste de la formule de Bessel se met sous la forme 
h2n+2 


Ra (a) = page 042 (8) (p° — 7) (2) [re ST. 


4 


$ 17. Sur le meilleur choix des points d’interpolation 


L'analyse de la formule (5) du $ 14 montre que l'erreur À, (2) 
de la formule de Lagrange est, à une constante numérique près, 
le produit de deux facteurs, dont l'un, f+#b (E), dépend des pro- 
priétés de la fonction ÿ @ et ne se prête pas à l’ajustage, alors que 
la grandeur de l’autre, I1,,: (x), n’est déterminée que par le choix 
des points d' interpolation. 

Dans le cas d'une mauvaise répartition des points d’interpola- 
tion z;, la borne supérieure du module de l'erreur R, (x) ((6) du 
$ 14) peut être très grande. Par exemple, si les points x; se concen- 
trent au voisinage de l’une des extrémités du segment [a, b], R, (2) 
sera dans le cas général grand aux points x proches de l’autre extré- 
mité du segment. Le choix des points d'interpolation x; (pour le 
nombre »z donné de points) doit être donc le meilleur pour que le 
polynôme Il,,;, (x) soit sur le segment [{a, b] minimal en valeur 
absolue maximale, ou comme on dit pour abréger, « s'écarte de zéro 
sur {a, b] le moins possible ». Ce problème a été résolu par le mathé- 
maticien russe P. Tchébychev [2], [6] qui a montré que dans ce sens 
le meilleur choix des points d'’interpolation est donné par la formule 


ba b—a 
rite + 2 Ei, 
où 
2i+1 ; 
eo 2 (0 Aie) 


sont les zéros du polynôme dit de Tchébychev 7,., (x). Dans ce 


cas on à: 
b—a \n+1 
Lu (I<2 (ET. 
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Il est curieux de noter que ces points ne sont pas équidistants, 
mais s'accumulent aux extrémités du segment. Même avec un tel 
choix de points on ne peut pas garantir dans le cas général que la 
valeur absolue de l'erreur soit aussi petite que l’on veut pour un n 
suffisamment grand. 

Voici des remarques générales sur la détermination des erreurs 
des formules d'interpolation. Si les différences maximales sont 
pratiquement constantes, le résultat d’interpolation au sens strict 
compte généralement autant de décimales exactes qu'en comptent 
les données tabulées ; l'évaluation des erreurs n'est donc pas obli- 
gatoire. Dans le cas de la formule de Lagrange, il est impossible 
de suivre la variation des différences et, par suite, il faut, si pos- 
sible, évaluer le reste. 

Si la fonction f (x) est tabulée et que son expression analytique 
soit inconnue, l'évaluation de l'erreur du polynôme d'interpolation 
est en toute rigueur impossible. En effet, théoriquement on peut 
construire pour le polynôme considéré un nombre infini de fonctions 
differentes coïncidant avec ce polynôme dans le système de points 
donné. Ainsi aux points intermédiaires, l'écart du polynôme d'’in- 
terpolation par rapport à la fonction peut être quelconque. Toute- 
fois, si la fonction est telle que sa courbe est régulière, les erreurs 
des polynômes d'interpolation peuvent étre déterminées approxi- 
mativement avec un grand degré de certitude à partir des valeurs 
des différences d'ordres supérieurs d'après les formules données 
dans ce qui précède. 


$ 18. Différences divisées 


Jusqu'à présent, en dressant le tableau des différences, nous 
avons supposé que les valeurs de l'argument d’une fonction sont 
équidistantes, c'est-à-dire que leur pas est constant. Toute- 
fois dans la pratique on rencontre également des tableaux pour des 
valeurs non équidistantes de l'argument, c'est-à-dire 
des tableaux au pas variable. Il en est souvent ainsi, par exemple, 
des données empiriques. Pour les tableaux au pas variable, la notion 
des différences finies est généralisée, et on introduit ce qu'on appelle 
les différences divisées. 

Supposons que la fonction y = f (x) soit tabulée, xo, mi, Ze, . .. 
les valeurs de son argument et yo, y1, y, . . . les valeurs respec- 
tives de la fonction où les différences 


AT; = Ziys — nu 0 (ë = 0, 1,...) 


ne sont pas égales entre elles. 
Les relations 
Yi+1— Yi 


Lis L = 
[ri 4] Ti+1— T1 
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Est, 23e) s'appellent différences premières divisées. Par 
exemple, 


Y1— Y0 . y1 


Y2 — 
[To, Ti] = Zi —%0 ’ [Ts Re etc. 


D'une façon analogue on détermine les différences secondes divisées 


| [ziss. Zisol— (ri. ziss] 
[Tis Lit Lie] = —<— 

1+2 ê 
(=0, 1, 2,...). Par exemple, 


[To Lio Te] = Ja: zero: 211 eee z4l ’ 
etc. 

D'une façon générale, les différences divisées d'ordre n s'obtiennent 
à partir des différences divisées d'ordre (7 — 1) à l’aide de la rela- 
tion récurrente 
[tisss +... Tien] — (Zi, :.., Zisn-1] (1) 


(Zi, Lisys .. Tisn] = Fin = t; 


(m1 Loue 0s 12e) 

Remarquons que les différences divisées ne changent pas avec 
la permutation des éléments, c’est-à-dire qu'elles sont des fonctions 
symétriques de leurs arguments. Par exemple, 

Yi —Y Vo — y 
[ïo, Zi] rer CL To), etc. 

Les différences divisées forment généralement un tableau du 

type suivant (tableau 49). 


Tableau 49 
Différences divisées 


Différences divisées 


x y 
ordre !{ ordre 2? ordre 3 ordre 4 
T0 Yo 
[Zo, T1] 
T1 y1 [ro Z1s 2] 
[z1, ze] [zo, 21, 22. 23] 
T2 Ya [Zi T2, Z3] [Tor T15 To, T3. Ta] 
[z», Z3] [z1, To, Z3, x] 
T3 y3 [ze T3: z;] 
[z3, :] 
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Exemple. Composer les différences divisées de la fonction 
donnée par le tableau suivant: 


216,000 


y | 139,054 148,877 7 466 | 166,375 | 195,112 


Solution. En appliquant successivement la formule (1), on 
aura : 


148,877 — 132,651 


[Xo, Zi] = 0,2—0 — 81,13; 
197,464 — 148,877 +. 
[T1 Tel = 630% 69,91 ; 
85,87 — 81,13 ; 
[To; 1, 2] DUR NS 15,8, 


etc. Les résultats des calculs sont portés sur le tableau 50. 


Tableau 50 
Différences divisées de la fonction y 


x | y ordre 2 


132,651 
140,877 
157,464 
166,375 
195,112 
216,000 


$ 19. Formule de Newton pour des valeurs 
non équidistantes de l'argument 


En utilisant la notion des différences divisées on peut mettre 
la formule de Lagrange sous une forme analogue à la première for- 
mule de Newton. Démontrons au préalable un lemme qui présente 
lui-même un intérêt propre. 
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Lemme. Siy = P (x) est un polynôme de degré n, sa différence 
divisée d'ordre (n + 1) est identiquement nulle, c'est-à-dire 


[x, Los Lis + + +) In] =0 
pour un système quelconque des nombres distincts entre eux x, xo, 
Lis ee + Lne 
En effet, si P (x) est un polynôme de degré n, 
P (x) — P (za) 


[x, To] Fe T— IQ 


= P (x, To) 
est un polynôme en x de degré (7 — 1). Ensuite 


P (zx, zo)— P (xo. 71) 


[T, To, T1] = 27 


—= P (x, To; Ti) 

est un polynôme en x de degré (n — 2). En effet, la fonction 
P (x, to) — P (to, 1) = P (x, xo) — P (x1, ïo) admet pour racine 
x = zx, et, par conséquent, en vertu du théorème de Bézout, le 
polynôme P (x, xo) — P (xs, ti) est divisible par le binôme z — z.. 
Des raisonnements analogues montrent que 


Moss me P (A Lo sd) 


est un polynôme de degré nul, c’est-à-dire 
P (z, Los - - Lt) — C. 

D'où 

C—C 


== (); 


[x, To) ses; Tn] = 


Soit maintenant P (x) un polynôme de Lagrange de degré r 
tel que 


P (xi) = f (ci) = yi (1) 


(i = 0, 1, ..., n), où y = f (x) est la fonction donnée. Désignons 
par P (x, to), P (x, To M), +. P (x, Zo, - . ., æh) les différences 
divisées successives du polynôme P (x). On a: 


P (ro, T1) = (To, Li], 


P (2: Li >) = [r0, Lis Lol, 


A RS Sd (2) 
P (ro: Ti, -. -, Tn) = [Lo, Ti; ist 
de plus, en vertu du lemme, 
PL tn ess 2) = 0: " (3) 
Par définition 
P(z)—P 
EE = P(z, x); (4) 
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d’où 

P (x) = P (xo) + P (x, to) (x — to). (5) 
Par definition 

PE Zen = PE Em PE 20) 
On en tire 
P (x, To» - - Tm -1) — P (Zo; er Tm) 25 
(TT — zm) P (x, zx .- . ., Tm) (6) 

On = T, 2,5: 


… N). 
Utilisant la formule (6) on déduit, de proche en proche, de la 
formule (5): 


P(z)= P(x0) + P(x, ro) (x — ro) — 
= P(x0)+ P (20 1) (T — To) :- 
+ Ps Zoe &)(z— 20) (rx — 23) = 
= P (to) + P (to, 21) (x — 20) + 
+ P (ro, Ti, Ze) (x — ro) (1 — x) +... 
co + P (to, Lis c., Tn)(Z — ro) (XL — ri) 
oc. (Z—Zn) + P(x, Xo, ..., Tn) X 
X(z—To)(z— ti)... (T—ZTn), 


ou, en tenant compte des égalités (2) et (3), finalement on obtient 
la formule de Newton pour les valeurs d'argument non équidistantes 


P(x)= yo +[ro, ri] (2 —Zo) + [Tor Zi, T2] (Tr — ro) (z— 1) +... + 
+ (To, Lis --., Tn](T — Lo) (ZX — ri) -. .(T— Zn). (7) 


Comme dans les cas courants, l'erreur de la formule (7) s'écrit 


R(2)=f (9 —P (2) (2 23)(z—2) (22), (8) 


où ë est une valeur intermédiaire entre les points xzo, Zi, « - ., Zn 
et zx. 


Exemple. Former le polynôme d'’interpolation de la fonction 
y = f (x) donnée par le tableau: 


Z 


0 | 2,95069 | 5,0154 | 7,92210 


y | 0,3989423 | 0,3988169 | 0,3984408 | 0,3978138 
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Trouver à l'aide de ce polynôme f (3,1608). 


Solution. Calculons les différences divisées de la fonction y 
(tableau 51). 


Tableau 51 
Différences divisées de la fonction y 
x | 7 ordre ! ordre ? | ordre 3 

O 0,3989423 

— 500 
2,5069 0,3988169 — 199 

— 1499 0 
5,0154 0,3984408 — 199 

—2496 


7,9270 0,3975138 


En utilisant la formule (7), on tombe sur 
y = 0,3989423 — 0,0000500xz — 0,0000199z7 (x — 2,5069). 
D'où 
y (3,7608) — 0,3989423 — 0,0000500 -3,7608 — 
— 0,0000199 -3,7608 .(3,7608 — 2,5069) = 0,3986604. 


$ 20. Interpolation inverse pour le cas 
des points équidistants 


Soit la fonction y = f (x) donnée par le tableau. 

La tâche de l'interpolation inverse consiste à calculer d'après 
la valeur donnée de la fonction y la valeur correspondante de l'’argu- 
ment x. 

Considérons d’abord le cas des points équidistants. A cette fin 
on recourt d'ordinaire à la méthode des approximations successives. 

Supposons que la fonction y = f (x) soit monotone et que la 
valeur donnée de y est comprise entre yo = f (xo) et y1 = f (x). 

En remplaçant la fonction y par le premier polynôme de Newton, 
on obtient : 


Ayo À 


An 
Y—=Yor 194 #0 


ne qg(g—1)+...+ x] q(g—1)...(g—n<+t1); 


d'où g=p(q), avec 


y — yo A°y0 


An 
PO= Says 201)... — e 


n Ayo 


g(q—1)... 
.…(g—n+1). 
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On admet pour approximation initiale: 


Yy— Yo 


do — A Vo 


En appliquant la méthode des approximations successives, on aura: 
Im = P (Qm-1) (m = 1,2, ...). (1) 


Si f(x) E C"*b [a, b], où l'intervalle [a, b] contient les points 
d'interpolation et que le pas À soit suffisamment petit, ce processus 
converge, c'est-à-dire 


lim In =; 
mr 00 
où g cst une solution réelle. 

Pratiquement le processus itératif se poursuit tant que les chif- 
fres de precision imposée ne deviennent invariables et on pose q Æ 
Æ ss OÙ q, est la dernière approximation. 

Après avoir trouvé qg on détermine x suivant la formule 

T— T9 : 
"es 2 

d'où 
Z = Lo + qh. 


Exemple 1. Utiliser les valeurs de la fonction y = Ig x 
données par le tableau 


y 1,4771 


1,3010 | 1,3919 


pour trouver la valeur de x telle que y = 1g x = 1,35. 
Solution. Formons le tableau des différences. 


Tableau 52 
Différences de la fonction }/ 


969 


on 
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Adoptant yo = 1,3010, on aura: 


Ensuite, en gardant trois décimales, on a par le procédé de 
proche en proche : 


gi = 0,506——T— 0,506 (1 —0,506) = 0,506 — 0,023 = 0,483 ; 
qu = 0,506—— TT 0,483 (1 — 0,483) — 0,506 — 0,023 — 0,483. 
On pose 
qg = 0,485. 
D'où 


x = %o + qgh = 20 + 0,483.5 — 22,42. 

Le tableau des antilogarithmes donne x — 22,39. L'écart impor- 
tant entre les valeurs calculée et exacte s'explique par le fait que 
le pas À = 5 est trop grand. 

Nous avons appliqué la méthode des approximations successives 
à la résolution d’un problème d'interpolation inverse en recourant 
à la première formule de Newton. Mais d’une façon tout à fait ana- 
logue on peut l'appliquer également à d'autres formules d’interpola- 
tion, et notamment à la deuxième formule de Newton, aux formules 
de Stirling, de Bessel, etc. Ilustrons ce fait par l'exemple suivant. 


Exemple 2. Le tableau 53 donne les valeurs de l'intégrale 
de probabilité [3] 


Î ex dx. 


U 


2 
Pour quelle valeur de z l'intégrale y est-elle égale à +? 


Tableau 53 


Valeurs de l'intégrale de probabilité 


0.4754818 
0,4846555 


0,4937452 
0,5027498 
0,5116683 
0,5204999 
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Solution. Complétons le tableau 53 par les différences de la 
fonction y. La grandeur tabulée la plus proche de l'argument zx, 


associée à la valeur de la fonction y — 3» Et Zo = 0,47. Ici il 


est commode d'employer la formule de Bessel. 

On a xzo = 0,47; hk—0,01; y = 0,5. 

En portant ces valeurs dans la formule (8) du $ 7 et en utilisant 
les données tabulées correspondantes, on obtient: 


0,5 — 0,4982475 -- 0,0090046p + LE (EX) 1077 + 


2 
+ LEE (_410).107. (2) 
On en tire en divisant les deux membres de l'égalité (2) par 0,0090046 
et en isolant le terme de premier degré en p: 
p = 0,194623 -+ 4,753 -1073 (p° — 0,25) + 
+ 1,85 -10-°p (p* — 0,25). (3) 
Admettons pour première approximation du paramètre p: 
pt = 0,194623. 


Portant p‘? dans l'expression (3) on obtient la deuxième appro- 
ximation : 


p' = 0,194623 + 4,753 10 [(0,194623)° — 0,25] + 
+ 1,85 -10-% -0,194623 -[(0,194623)* — 0,25] = 
= 0,194623 — 0,001008 — 0,000001 = 0,193614. 


De même, en portant dans la formule (3) p® au lieu de p, on obtient 
la troisième approximation: 


p'® = 0,193612. 
Comme les premières cinq décimales coïncident, le processus itératif 


peut être considéré comme achevée. 
Ensuite on trouve successivement : 


g=Pp+- L 0, 693612 


et 
z = Zo + qh = 0,47 + 0,01 -0,693612 = 0,47693612. 


Les six premières décimales de cette valeur sont exactes. 
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$ 21. Interpolation inverse pour le cas des points - 
non équidistants 


Le problème d'interpolation inverse pour le cas des valeurs non 
équidistantes de l'argument xo, 21, . . ., x, peut être résolu immé- 
diatement à l'aide de la formule de Lagrange. A cette fin il suffit 
d'admettre que la variable y est indépendante et écrire la formule 
qui exprime x en fonction de y (fig. 64) 


"2 (Yi — y) (vi — ve)... (vi—yi 1) (Ur — Vis) -. (Vi —Vn) zi, (1) 


où y =f(z;) (i —0, 1, ..., n). On peut également, en considé- 
rant y comme argument, utiliser la formule de Newton pour les 
valeurs non équidistantes de 
l'argument (cf. 8 19): y 

T = Zo + (Yo, Yi (Y — yo) + 
+ Îyo; Yi, Val (Y — Yo) (Y — y1) + 
Su vues + (Yo, Uir Ynl X 

X (y — yo) (y — y)... 
se (Y — Yn-1) (2) 

où Yo; Yils [yos Yi, yel, .. 


- .9 [Yos VU: 7 y] sont les diffe- 
rences divisées correspondantes. 


Exemple. Résoudre l'exem- 
ple 2 du $ 20 à l’aide de la 
formule de Lagrange pour l'interpolation inverse ({3]. 

Solution. Bornons-nous aux quatre valeurs: 


Zzo = 0,46; x — 0,47; ze = 0,48; zx, — 0,49. 


y 


ÿr 


Fig. G4. 


En posant 
u — 107y —<+. 107, 


on aura le tableau suivant : 


z | 0,46 | 0,47 | 0,48 


: | _153445 | —c2sss | 27498 
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La valeur donnée y = _ correspond à u = 0. En appliquant la 


formule (2), où y est remplacé par uw, on obtient: 

62548. (— 27498) .(— 116683) 0 46 - 
(— 153445 + 62548) -( — 153445 — 27498). ( — 153445 — 116683) 7 
158445. (— 27498) (— 116089) Gr 
(— 62548 + 153445) - (— 62548 — 27498) - ( — 62548 — 116683) ° 
AS 

(27498 + 153445). (27498-+ 62548): (27498 — 110683) 
153445. 62548. (— 27498) .0 49 — 

T M10685 7 159245). (116689 + 62648)- (110083 — 27408) V 


— —0,020779 +0,157737 + 0,369928 — 0,029950 = 0,476936. 


LT = 


$ 22. Recberche des racines d’une équation par la méthode 
d'interpolation inverse 


Notons en conclusion que la résolution de l'équation 
f (x) = 0 


peut être ramenée au problème d'interpolation inverse. A cette 
fin il faut dresser le tableau des valeurs de la fonction y = f (x) 
et construire le tableau correspondant des différences pour les valeurs 
de z voisines de la racine. Ensuite on applique les procédés d”' in- 
terpolation inverse en recherchant la valeur de x associée à y = 0. 


Exemple. Trouver à 10% près à partir du tableau des valeurs 
de la fonction de Bessel y — J, (x) la racine de l'équation J, (x) = 
= 0 comprise dans l'intervalle (2,4; 2, 


y | 0,0025 | 0484 —0,0968 


Solution. Formons le tableau des différences (tableau 54). 
Adoptons y = 0 et zo = 2,4; yo = 0,0025; on obtient alors en 
vertu de la formule (1) du $ "20 : 

__Y—%o 0,0025 
Jo — Aÿo EE 0, 0509 


A2 
Qi = Jo + y Go (1 — Go) = 


0,049 ; 


51 = 0,049 — 0,001 = 0,048 ; 


Q2 = 0,049 — 0,048. 
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Tableau 54 
Différences de la fonction de Bessel 
y—=Jo(x) 
x y | Ay A?y 
2,4 0,0025 — 509 25 
2.5 —0,0484 —454 
2,6 —0,0968 


Adoptons 


q = 0,048; 


d'où 
zx = zo + qgh — 2,4 + 0,048 «0,1 — 2,405. 


Les tables donnent 
zx = 2,404$. 


$ 23. Méthode d'interpolation pour développer 
le déterminant caractéristique 


L'interpolation des fonctions peut être utilisée pour développer 

le déterminant caractéristique (séculaire) (cf. chapitre* XIT) 
D (à) = det (A — ÀE), 

où À — [a; ;]. 

Choisissons des points équidistants 

A = 0 hs: LR 
et calculons pour le déterminant D (À) les valeurs correspondantes 
D (0)=D;,, D(1)=D;,,..., Din) = D,. 


En dressant le tableauf horizontal des différences de la suite 
des nombres D (0), D (1), .-., D (n), on trouve par le procédé 
usuel les différences A'D (0) (i — 0, 1, ..., n). D'où l’on tire, 
en appliquant la première formule de Newton, l’expression poly- 
nomiale du déterminant caractéristique 


DG)=D(0)+ D PO 31)... (A —i+ 1). (1) 


1=!{ 
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Si l'on pose 


RAS PRE SEE EL 2e 2. (b=1;2::9, (2) 


i! 


après des transformations élémentaires on obtient la formule de 
Markov : 


D(?) = D(0)+ 2 27 2 CmiA'D (0). (3) 


Les calculs suivant la formule (2) sont rendus plus faciles par les 
tableaux des coefficients c,; {8] 

Dans un cas plus général, si l’on prend comme points d'inter- 
polation les nombres À; = a + ih (i = 0, 1, ..., n), la formule 
{3) s'écrit 


D(2.)- D(a) + (A — a)" pa Cmik'A'D (a). (4) 


Bien que la méthode d'interpolation qui vient d'être exposée 
impose de longs calculs de nr + 1 déterminants d'ordre n, cette 
méthode est pour autant commode par son schéma de calcul très 
simple. De plus, elle est applicable au développement d'un déter- 
minant de forme plus générale 


F (à) = det [f;; (à)l, 
où f;; (À) sont des polynômes entiers en À. 


Exemple. En utilisant la méthode d'interpolation dévelop- 
per le déterminant caractéristique 


1—À 2 5) 
2 1—X 2 
3 2 1—XÀ 
À 3 2 1—À 


{cf. chapitre XII, $ 3, exemple). 


D O5 Æ 


D (à) — 


Solution. Calculons successivement D (i) pour à = 0, 1, 2, 
3, 4. On a: 


D (0) = —20, D (1) = —119, D (2) — —308, 
D (3) = —575, D (4) = —884. 


Les différences AD (0) (i = 0, 1, 2, 3, 4) sont can sur le 
tableau 55. 
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Tableau 55 
Différences des nombres D (à) 


| Do | AD (à) | 42D (à) | ASD (2) A8D (à) 


—90 12 24 
—78 36 TT 
—42 


Puisque 
À 
FT À 
AÇA—I) 27 À. 
PT 02: 
(A—1)(4—2) À A 2, 
OT 6 > F3 
à, (2. — 1) (7. — 2) (D 112 À 
4! 7 24 4 24 4 ? 
la formule (2) conduit à 
Cu=- 1; 
1 1. 
En os Non: 
1 1 1 
C3 Gr (2 — 5: Ci3— T3; 
1 1 11 1 
Cu sr Cu Ts Cu gs = — TZ 


D'où, en appliquant la formule de Markov (3), 
D (à) = D (0) + [c1,AD (0) + c,2A°D (0) + ci3ASD (0) -- 


+ csAtD (0)] À + [c22A2D (0) + c23A°D (0) + c24A4D (0)] À? + 


+ [c3:A%D (0) — CasA3D (0)] À? +- CaaA D (0) A4 — 
1 1 i 
= —20+4(—99-.1+ 90.412. + —24.—)Aa+ 


+ (90.512054 240) A9 + (12.524) 


+ 24.2 


35—01072 


061 


5x À = — 20 — 56À — 404? — 4A + AE. 
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$ 24*. Interpolation des fonctions de deux variables 


Soit la fonction 


z — f(x, y) 
donnée sur un système de points équidistants (x; ,ys) (i, j = O, 1, 
2, ...), avec 
TZ = Lo + ik, Yi = yo + Ïk, 
de plus 


hk — Az; = const; k — Ay; = const. 
Pour abréger l'écriture introduisons les notations 
Z;j — Î (Zi, y). 


Les valeurs de la fonction z peuvent être rangées dans un tableau 
à double entrée (tableau 56). 


Tableau 56 
Valeurs d’une fonction de deux variables 


L'interpolation d'une fonction de deux variables 
z = f(x, y), 


c'est-à-dire le calcul de ses valeurs non tabulées peut se faire, de 
proche en proche, séparément par rapport à chaque variable x et y. 
Supposons, par exemple, qu'il soit nécessaire d'obtenir la valeur 


z _ Î (z, y). 
L'interpolation des fonctions dûment choisies d'une variable zx 


fa (x) = f(&, ya), 


où y, & y, permet de trouver les valeurs jf, (x). A cet effet on utilise 
les lignes correspondantes du tableau double. En considérant les 


valeurs obtenues f} (x) — f (x, ya) comme les valeurs de la fonction 
f (x, y) d’une seule variable y, on obtient à l’ ue d'une des formules 


d'interpolation la valeur cherchée f (x, y) = 
On peut opérer également dans l'ordre inverse. 
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Exemple. Les valeurs de la fonction de posteffet 
oo 
jee De T ems-ea tas 


sont données par le tableau suivant (cf. Yanke et Emde, « Tables 
des fonctions ») 


Trouver f (0,5; 0,03). 


Solution. Formons les tableaux 57a, 57b, 57c en utilisant 
les lignes du tableau double donné. 


y—=0 Tableau 57a | y — 0,05 | Tableau 57b 


— 1,056 


0,637 


? 


Puisque pour ces tableaux 
h = 0,7 — 0,4 = 0,3, 
en posant zo = 0,4, on a: 


z—zg _ 0,5—0,4 


1 
RE ET | 


36* 
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On en tire successivement en utilisant la première formule de 
Newton : 


1 2 
fo=f(0, 5; 0) = 2,500 — +. 1,071 HEC T) ose — 2,072 : 
fi = 1 (0,5; 0,05) = 2,487 — À. 1,068 —+.0,644 — 2,069 : 


fa=f(0,5 ; 0,10) — 2,456 —<+.1,056—+.0,637 — 2,033. 


Formons le tableau des valeurs obtenues (tableau 58). 


Tableau 58 


D'où 


3 2 
(0,5 ; 0,03)= 2,072—<-.0,003 + ss), — 0,033) = 2,074. 


$ 25*. Différences à deux variables d'ordres , 
supérieurs 


Pour la fonction z = f(x, y) donnée par le tableau double 
{z;;} on peut calculer les différences partielles 


Axzij = Sir j—Zij et Âyzi = 2, js — Zi. 
En reprenant ces opérations, on obtient des différences à deux varia- 
bles d'ordres supérieurs 
Az = Nmonziy = Am (Anzis) = An (Am2ij), 
où l'on a posé A°*z;; = z;y, Par exemple, 
Attzi5 = As (Auzip) = Ax(zi, jee — 22, j41 + Zi) = > 


= (Zn, jee — DZiea, pes + Sega, 3) — (Si, jee — 225, jus + 2ij). 
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$ 26*. Formule de Newton pour une fonction 
de deux variables 


En recourant aux différences d'une fonction de deux variables 
z = f(x, y), on peut former un polynôme d'interpolation analoguc 
à celui de Newton. Soit P (x, y) un polynôme entier tel que 


Amen P (20, Yo) = A"*"200 (1) 


{m, n = 0, 1, 2, ...). Supposons que P (x, y) soit développe 
par rapport aux puissances généralisées des différences z — z, et 
y — Yo, c'est-à-dire 
P (x, y) = Coo + Cio (Z — Lo) + Cor (Y — Yo) + C20 (T — To) X 
X (2 — ti) + Ci (TZ — To) (y — Yo) + 
+ Coz (Y — Yo) (y — y1) + . . (2) 
Posons z = x, et y = y, pour avoir, en vertu de la condition (1), 
P (os Yo) — 200 — Coo- 

Composons les différences premières du polynôme P (x, y) 

A,P (x, y) _— C0 + 2c20h (z 7 To) À Cyihe (y ES Yo) + .…. 
et 

AP (x, y) = coik + C1 (7 — To) + 20024 (y — Yo) + - .. 
Il en résulte en posant z = x, et y = y, et en vertu de la condi- 


tion (1): 
AxP (os Yo) = A 200 = Ci 


et 
SL. AyP (&os Yo) = A°*z00 = Coik, 
c est-à-dire 
A1+0:00 A0+12 
Ci0 — ki s _ C10 — Pa . 


Ensuite, en calculant les différences secondes du polynôme P (x, y), 
on trouve: 
AxxP (x, y) = 2!coh° + ..., 
AzyP (x, y)=cuhk + ..., 
AyyP (x, y) = 2 !cok° + ... 
D'où pour z—zx et y—=%: 
AxxP (ro, yo) = A**°259 = 2 !cooh*°, 
AzyP (So, Yo) = A 1200 = Cuihk, 
AyyP (zo, Yo) — À°*°200 = 2 Ch? , 


et 


240. _ z 
A2+0 At+l9 : 1 : A0+2209 . 


1 200 
GO ZT Re 7 MR + STE 
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On opère d'une façon analogue pour obtenir les coefficients ulté- 
rieurs de la décomposition (2). En portant les valeurs des coeffi- 
cients obtenues dans la formule (2) on compose le polynôme d'’in- 
terpolation d'une fonction de ue variables 


P (es 9) = 200? | ER (520) + ES (y — yo) ] + 


= 00 


(x — xo)l°1 -- 2. 


T (Z — 20) (y — Yo) + 


ja jy gp à …  (@) 
Pour interpoler la fonction f (x, y), on pose: 
Î (2, y) & P (x, y). 
En introduisant les variables 


+srl 


y — Yo 
—— = p, mn 0 
on rend généralement les calculs plus commodes: il vient alors 


T— T1 y — _ 
h 


= p—1, =q—1, 


etc. Par suite, la formule (3) se met sous la forme 
2% 200 + (PA? 0200 + gAI*1 200) + 
+27 LP (P—1) A%200 + 2pQA op + 9 (g — 1) AWEZo0] + (3) 
avec 
Z=2o+ph, y = yo + gk. 


Si l’on pose p = 0 ou qg = 0, (4) devient une formule de Newton 
correspondante. 


Exemple. Appliquer la formule (4) et calculer f = f (0,5; 
0,03) de la fonction f (x, y) de l'exemple du $ 24. 


Solution. En posant zo = 0,4, yo = 0, formons les ta- 
bleaux des différences premières de la fonction f (tableaux 59a et 
59b). 

Tableau 59a Tableau 59b 


1+0 1 
| a; | a; 


— 1,071 —0,429 A9+1/f;0 |[—0,013 | —0,010 |—0,0x5 


J =0 
1—=1 —4 ,068 —(0 ,424 A0+1f;1 |[—0,031 | —0,019 | —0,014 
[=2 —41,056 —0,419 
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On en tire les différences secondes 


ou 


A°*0f00 = A!T0f09 — A0 f09 = —0,429 —(— 1,071) = 0,642 ; 
A fo = A1 fo — A0 f09 — — 1,068 —( — 1,071) = 0,003 


A1 f00 = A%*1f19 — A%*1f00 = —0,010—(— 0,013) = 0,003 ; 
A%%2f509 = A%1 fo] — A%1f00 = — 0,031 — (— 0,013) — — 0,018. 


Puisque 


_ Zzzo _ 1, __Yÿ—%Yo 3 
LÉ lL : A k 5 ” 


en appliquant la formule (4), on obtient : 


f= 2,500 +2.(—1,071) + ©.(—0,013)+ 


+3[5-(—2):-0,642+2. +. À.0,008 + 


ce 


++ ( — +) (—0,018) | — 2,500 —0,357 — 0,0078—0,0713 — 
+-0,0006 + 0,0021 = 2,067. 


En comparant avec le résultat f — 2,074 obtenu par la première 


Lu 


méthode on voit que les chiffres des millièmes méritent peu de con- 
fiance. 


1. 


D O1 à ww N 
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CHAPITRE XV 


DÉRIVATION APPROCHÉE 


$ 1. Position du problème 


Il arrive souvent que pour résoudre des problèmes pratiques il 
faut calculer les dérivées d'ordres imposés d'une fonction y = f (x) 
donnée par un tableau. Il se peut également que l'expression analy- 
tique compliquée de cette fonction rende difficile sa. dérivation 
immédiate. Ce sont autant de cas où l’on recourt à la dérivation 
approchée. 

Les formules de dérivation approchée se déduisent en remplaçant 
la fonction donnée f (zx) sur le segment concerné [a, b] par une fonc- 
tion d'interpolation P (x) (le plus souvent par un polynôme) et 

en posant ensuite: 


f(x) = P"(x) (1) 
pour 
a<r<bt. 
Les dérivées d'ordre su- 


périeur de la fonction f (x) 
s'obtiennent d'une façon 


analogue. 
Si l’on connaît l'erreur 
FAB: 60: R (2) = f(x) — P (à) 


de la fonction d'interpolation P (x), l'erreur de la dérivée P”(x) 
est donnée par la formule 


r (x) = f’(x) — P'(x) = R’(>), (2) 


c'est-à-dire l'erreur de la dérivée d'une fonction d'interpolation est 
égale à la dérivée de l'erreur de cette fonction. I] en est de même pour 
les dérivées d'ordre supérieur. 

Il convient de noter que dans le cas général, la dérivation appro- 
chée est une opération moins précise que l’interpolation. En effet, 
le voisinage des ordonnées de deux courbes 


y=f(r et Y =P() 
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sur le segment [a, b] ne garantit pas encore la proximité sur ce seg- 
ment de leurs dérivées f’(x) et P’(x), c'est-à-dire un faible écart 
des coefficients angulaires des tangentes aux courbes considérées, 
les valeurs de l'argument étant les mêmes (fig. 65). 


$ 2. Formules de dérivation approchée basées 
sur la première formule d'interpolation de Newton 


Soit la fonction y — f (zx) donnée aux points équidistants x 
(à — 0, 1, 2,..., nr) du segment [a, b] par des valeurs y; = 
= f(x). Pour chercher sur [a, b] les dérivées y’ = f' (x), y” — 
= f” (x), etc. *, remplaçons approximativement la Atos y 
par le polynôme d'interpolation de Newton établi pour un système 
de points Zo, Ti, . - ., TR (k Ln). 

On a 


| 1) y  ata—t)(9—2 | 
y (2) = Vo + 9 AV + LT ty + OUT ay + 


3 


—1)(q—2 —3 
+ 4 G= ) (q D At (1) 


g= + et R—xiy —x (i=0, 1,...). 
En multipliant les binômes, on obtient : 


| RO 
y (x) = ÿo —- q Ayo + < Ayo + ES Ayo + 


—6 3 11 2 —6 | ? 
+ ER Appt. (19 
Puisque 


il vient 


y' (= + [Age + 


o 3 2— 6 2 ) 
Ayo + SITE Ayo + 
293 — 9g2 + 114 —3 
+ ET Ayo + + (2) 
D'une façon analogue, comme 
d ge d(y) _ d(y) dq 
| y'(x) = —dqg dr” 
EE 
* Bien entendu, le fait de l’existence des dérivées correspondantes de la 


fonction f (x) doit être connu à l'avance, car s’il n’en est pa ainsi, les calculs 
ont un caractère illusoire. 
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on a 


y" (x) 7 [4° Vo = (9 — 1) Ayo + HE RI TE 


Ayo+ -.. |. (3) 


Quand la nécessité se présente, on procède de même pour cal- 
culer les dérivées de la fonction y (x) d'un ordre quelconque. 

Constatons que pour chercher les dérivées y” (x), y” (x), 
en un point fixé x, il faut prendre comme x, la valeur tabulée de 
l'argument la plus proche. 

Quelquefois il faut chercher les dérivées de y aux points tabu- 
laires principaux z;. Dans ce cas les formules de dérivation numé- 
rique deviennent bien plus simples. Toute valeur tabulée pouvant 
être considérée comme initiale, posons, z—zxo, q = 0; alors on a: 


, 1 A? A3 A4 AS 
y (co) = + (Avo— + 0 + —...) (4) 


et 
SECTE 
ÿ" (0) = 47 (A°ÿo— Ayo 5 Aÿo— Ag .). (5) 
Si P, (x) est un polynôme de Newton qui contient les différences 
AYos Ayo, . Akys et si 
Ri (x) = y (2) — Ps (à) 
est l'erreur correspondante, l'erreur de la détermination de la déri- 
vée s'écrit 
Ra (2) = y (x) — P4 (2). 
On sait (chapitre XIV, $ 15) que 
Ra (x) = ee ytR+ 1 (E) — 


1 k < 
— Jh+1 1 (a— — — ) yek+ (ë), 


où E est un certain nombre intermédiaire entre les valeurs xo, 
Zi, --., Tr @t x. Aussi, en supposant que y{xr)}€ C'*+® on obtient : 


k 
Rio) = 2 {ut (ED La (a — 1) (g— #1 + 


d 
+ g(a—1) 22. (g— 2) ty Ep] À. 
Supposant ensuite [y*+1 (E)] bornée et en tenant compte du 


fait que 2 [9(g— 1)... (g—#)loo =(—1Ÿ#!, on en tire avec 
z—=zxo et, par suite, avec g—=0, 


R (ro) = (—1Ÿ —— - Tr y (E). (6) 
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Comme dans de nombreux cas y‘**h (E) se prête mal à l’esti- 
mation, on pose approximativement pour un À petit: 


k+1 
h+1) _ A**lyo 
y (E) én hh+1 


et donc 


(1% Kyo 


Rk (xo) F h k+ 1 : (7) 


D'une façon analogue on trouve l'erreur R4 (x0) de la dérivée 
seconde y” (Zo). 


Exemple 1. Chercher y” (50) de la fonction y = 1g x donnée 
par le tableau 60. 


Tableau 60 
Valeurs de la fonction y —Igzx 


Solution. Ici k—5. Complétons le tableau 60 par les 
colonnes des différences finies (comme d'ordinaire, la place de la 
virgule n'est pas indiquée; elle est définie par les décimales des 
valeurs des fonctions). 

En utilisant la première ligne du tableau on a, en vertu de la 
formule (4): 


y’ (50) = + (0,0414 -- 0,0018 : 0,0002) = 0,0087. 


Pour évaluer la précision de la valeur obtenue constatons que 
puisque la fonction tabulée ci-dessus est y = Ig x, 
, __ M __0,43429 


x — == . 


T TL 


Par conséquent, 
0,4:3429 


TT 0,0087. 


y" (50) — 


Ainsi, les résultats coïncident à la quatrième décimale près. 


Exemple 2. La distance y = f (t) parcourue par un point 
en mouvement rectiligne pendant le temps !{ est donnée par le ta- 
bleau [1]: 
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i Temps li | Distance y (1) Temps t; Distance 7 (t3) 
ens en cm en s en cm 

0 0,00 0,000 D 0,05 35,721 

1 0,01 1,519 6 0,06 50,000 

2 0,02 6,031 7 0,07 65,798 

3 0,03 13,397 8 0,08 82,635 

4 0,04 23.396 9 0,09 


Utiliser les différences jusqu'à l’ordre cinq y compris pour 
trouver la vitesse V — e et l'accélération W — Te approchées 
du point aux instants t — 0; 0,01; 0,02; 0,03; 0,04. 


Solution. Composons le tableau des différences (tableau 61). 


Tableau 61 
Différences de la fonction y = /f (t) 

i | AY; 2y; | A3y; Aây; | 35; 
0 1,519 2,993 —0,139 —0,082 —0,004 
1 4,912 2,854 —0,221 —0,086 0,021 
2 7,366 2,633 —0,307 —0,065 0,002 
3 9,999 2,326 —0,372 —0, 0,018 
4 12,325 1,954 —0,435 —0,045 0,014 
5 14,279 4,519 —0,480 —0,031 _— 
6 15,798 1,039 0,511 _ 
1 16,837 0,528 — 
8 17,365 _ 
9 Eu 


Adoptant k — 0,01 et appliquant les formules (4) et (5) on obtient 
les valeurs approchées de la vitesse V (cm/s) et de l'accélération 
W (cm/s°). Par exemple, 


V (0) = 100 (1,519 — 1,496 — 0,046 + 0,020 — 0,001) = —0,4 cm/s, 
W(0) = 10 000 (2,993 + 0,139 — 0,075 + 0,003) — 30600 cm/s!. 


Les valeurs correspondantes de V et de W sont portées sur le 
tableau 62. 

Remarquons que la loi du mouvement tabulée est donnée par 
la formule 


y — 100 (1—cos TE) 
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Tableau 62 


Valeurs de la vitesse F et de l'accélération # définies 
par la loi du mouvement 7 — j (x) 


90nt 


Œy _ 25000017: se 50nt 
dt? 81 9 ” 

Les deux colonnes droites du tableau 62 donnent à titre de com- 
paraison les valeurs exactes Ÿ et W. 

Notons que les formules de dérivation approchée peuvent égale- 
ment être déduites de la deuxième formule de Newton. 


$ 3. Formules de dérivation approchée basées 
sur la formule de Stirling 


Les formules de dérivation numérique déduites au $ 2 pour la 
fonction y au point x = x, ont l’inconvénient de n'utiliser que les 
valeurs unilatérales de la fonction pour x > zx. Les formules de 
dérivation symétriques qui tiennent compte des valeurs de la fonc- 
tion donnée y aussi bien pour z > zx, que pour zx << x, sont relati- 
vement plus exactes. Ces formules s'appellent en général formules 
de dérivation par différences centrales. Nous allons déduire l’une de 
ces formules en partant de la formule d'interpolation de Stirling. 

Soient ..., Z_3, T_2, T4, Tor Lis Te, Ta, . . . UN système de 
points équidistants à pas Zi4, — 2, = h et y; = f (xi) les valeurs 
correspondantes de la fonction donnée y = f (x). Si l'on pose 


et remplace approximativement la fonction y par le polynôme de 
Stirling, on aura: 


! 2 o 2—1 2 {qg2— 1 
y(z)= vo qhy à +7 Ag + EN ay 4 PO ay + 
2 {)(n2— 22) ,. 2 (92 — 1) (02 — 22 
… 9(q pa ) A5y 5+ qg° (q eu À Asy + _ (1) 
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où, pour abréger l'écriture, on introduit les notations 


Ay-1 + Ay 
Ay = 5 0 : 
9 
Ayo : A3 . 
My _3= y F Yi : 


ASy_ + ASy_» 
5 nl 
A y … 5 


etc. 
En tenant compte de 


on obtient de la formule (1) 
RE 1 
y (1) + (ay 


5qt — 15q2 +4 3q5 — 104$ + 4 
RES ay Om el. (2) 


>. 3q2—1 2—q 4 
+ gA* y + TE Ay_3+ = L Ay-2 + 


L 


— Ay-2 + 


J'(1) = (Aya + My +” 


2q — 3 Sud — 2 | 
+ HS RE as (2) 


En particulier, si l’on pose qg—0, on a: 


ÿ' (20) = + (A + AY + 5 A%y_5+...) (3) 
2 


et 
1 , 
y'(t)=-+ = (Avi — VAE Afy-s +. .) (3°) 
Exemple 1. Calculer y’ (1) et y” (1) de la fonction y — 
— y (x) donnée par le tableau 63. 


Solution. En composant les différences de la fonction y 
(tableau 63) et en utilisant les termes soulignés on a en vertu de la 
formule (3): 


1 ( 87 355 +88 656 107 1 LE 10-742 4 10-7)= 


— —_50.(88 005,5 + 4,2-L 0)-10-7 — — 0,4400485. 


Pour vérifier, constatons que la fonction tabulée est une fonc- 
tion de Bessel à indice nul y = Jo (x). 
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Tableau 63 


Valeurs de la fonction y = y (x) 


x | [1 | dy 


0,7825361 
0,7739332 
0,7651977 
0,7563321 
0,7473390 


On sait que 
Ji (1) —= —J, (x) Les —= —0,4400506. 


D'une façon analogue, l’utilisation des termes soulignés d’un double 
trait et l’application de la formule (3”) amènent : 


y” (1)= TE  (—1301.10-7 25.1. 107) = 
— 2500-1301: 1077 -: —3,2525. 10-1— =0,325250. 


Pour comparer, voici la valeur exacte donnée par les relations entre 
les fonctions de Bessel 
y" (1) = J5 (1) = Ji (4) — Jo (1) = 

= 0,4400506 — 0,7651977 = —0,325147. 


Ainsi la recherche numérique de la dérivée seconde est en genéral 
une opération moins sûre que celle de la dérivée première. 

Remarque. Parfois il faut trouver l’extrémum d'une fonc- 
tion à dériver y = y (x) donnée tabulairement. A cet effet, il faut 
que l'égalité y” (zx) = 0 soit vraie au point de l’extrémum z. En 
annulant la dérivée y’ (x) de la formule (2) on trouve à l’aide de la 
méthode des approximations successives la valeur correspondante 
de qg. On en tire 

T = Lo Fe qh, 


et on calcule la valeur y d'après la formule (1) ou l’une quelconque 
des formules d’interpolation. La valeur obtenue y est un extrémum 
de la fonction si dans le voisinage du point zx le signe de la diffé- 
rence seconde AÀ°y est constant. 
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Exemple 2. Trouver le zéro de la dérivée de la fonction 


—= J, (x) donnée par le tableau 64. 
Tableau 64 


Valeurs de la fonction y —.J; (x) 


0,5815170 
0,5817731 


0,5818649 


0,5817926 
0,5815566 
0,5811571 


Solution. Complétons le tableau 64 par les différences de 
la fonction y. Posons zo = 1,84. Utilisons les différences soulignées 
pour obtenir en vertu de la formule (2) 


or te m3, (—1641) + Et. _ 


ou 
0 = 97 — 16419 + Sd. 
Il en résulte que | 
2 BA + g- (4) 
Rejetons le petit terme non linéaire; on obtient alors la première 
approximation : 


gi = = 5,911 1072. 


En améliorant la précision de cette valeur, on obtient à partir 
de la formule (4) la deuxième Rte 


ge = go + [ge = 5,911.1072 + - 3,494. 1073 — 
— 9,911-107? +43,2.10"8-— 5,911.107:. 
Par conséquent, on peut poser: 
g = 0,05911. 


x = 29 + qh = 1,84 + 0,05911-0,02 = 1,8411822. 
J: (1,8411822) = 0. 


D'où 


Ainsi 
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$ 4. Formules de dérivation numérique 
pour des points équidistants, exprimées par des valeurs 
de la fonction en ces points 
Soient les points équidistants Zo, Tis Los + + + Zn 
Zn —Z =h (= 0; 1,2;::. nr — 1); 
et soient les valeurs connues y; = y (x;) (i = 0, 1, ..., n) de la 


fonction y = y (x). Formons pour le système donné des points x; 
le polynôme d'interpolation de Lagrange (cf. chapitre XIV, $ 12) 


: e Nh+1 (x) vi 
LG) 2 Rien (0 ° 


This (x) = (z— 2) (z— 2x)... (zx — zx). 
Il vient ; 
La (xi) = yi (= 0; 1:55 0). 


En posant 
LZ— T0 ve 


h =; 


on obtient 
Nas (x) = h"#1q(q—1) ...(q—n)= h"#hqin+1l 
et 
ns (ri) = (ri ro) (ti — ts) ee (ri — is) (ti — Zius) + + (mi — Zn) = 
— hi(i—1) 110)... [md] =(— 4") mil(n—ù1 (1) 
Le polynôme de Lagrange L,(zx) est donné donc par l'expression : 
LE Et (2) 


En retenant que 


a = 
on en tire 
nettoie fdr+t) 
OR O=RD Fonte (). O 


D'une façon analogue on peut trouver les dérivées d'ordre supérieur 
de la fonction y(xz) donnée. Pour évaluer l'erreur 


Tn (x) = y" (x) — LA (x) 


37—01072 
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faisons appel à la formule connue de l'erreur d’une formule d’in- 
terpolation (2) (chapitre XIV, $ 14) 


Ra (2) = y (2) — Lan (2) = EE Tiau(z), (&) 


où £ = E (x) est une valeur intermédiaire entre les points zo, ti, . .. 
LA TL OL: TT: 
Supposons que Age pour déduire 


Tn (x) = Ra (x) = Tr (n+1)1 {y (6) Das s (x) + Mass x) + = Li Œn} . 


D'où l’on obtient, compte tenu de la formule (1) et supposant 
; [y"*+b (E)] bornée, l'erreur de la dérivée aux points 


, n-iLn ] —i)! n = 
Ra (ei) = (ANS Re TETE yet), 5) 
E étant la valeur intermédiaire entre Zo, Zy, + +. Zn 


z. 
I. Effectuons le calcul pour rz — 2 (trois points). La PAT (2) 
entraîne 


1 1 
Li(x) = yo (—1) (g— 2) —y1g (g— 2) + y2g (a — 1). 
D'où, en tenant compte de ce que =, on aura: 


y'(z)& Li()= + [5 v0(27—3)— un (29 — 2) ++ va (29 —1) | . 


En particulier, pour les dérivées 
y (xi) = yi (= 0, 1, 2) 


on obtient les expressions suivantes : 
CE (—3vo+ Avi — y) ; 
= _. (— Yo + ya) : 
Ys = _ (Yo — 4ys + 3y2) 
aux erreurs respectives : 
ro= + h2y" (Bo) : 
Es —+ k?y" (6) ; 


ra= + hey" (Es). 
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Voici sans démonstration les formules de dérivation pour quatre 
et cinq points [3] que le lecteur peut facilement justifier lui-même. 
II. z — 3 (quatre points): 


Vo + (—11y0 + 18y1 — Que + 2ys) — y'® (8) ; 
Yi = _ (— 20 — 3y1 + Gy2— ys) + _. y'®(); 
Ya = _ (Yo — 6y1 + Sye + 2) y'® (€); 
ÿ:= _ (— 2ÿo + Iyi — 18y2 <- 11y2) LE yo (E). 
IT. r—4 (cinq points): 
= 7 (— 2580 + 4811 — 36ÿ2 + 16ÿo— 3y4) -+ = y (E) : 
= 7 (—3%o— 10u1 + 18u2 — Gus + ya) — à y'9 (E): 
Ys= D (Yo — 8y1 + Sys — ya) +5 y (€); 
Ys= _ (— Yo + Gys — 18y2 + 10ys + 3) — 57 y® (8); 
va = Dr (BUo— 160: + 36ÿ2 — 48ys + 25ua) + y (E). 


L'examen des formules II et III montre que si le nombre de 
points est impair et si la dérivée est prise au milieu, la formule de 
dérivation numérique correspondante devient plus simple et est 
un peu plus exacte. 


Fig. 66. 


Ci-dessous nous donnons pour les cas nr = 2 et n = 4 les formules 
de telles dérivées aux différences centrales [3]; pour rendre la symé- 


trie évidente nous avons modifié la numérotation des points (fig. 66): 
I. n = 2. 


ve = av) yo (&), 
où y; =y(xri) et i= —1, 0, 1; 
IT. n —4. 
Yo = (nv) — 77 (u2— y) HS y'® (E), 
où yi—y(z;) et i— —2, —1, 0, 1, 2. 
37% 
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$ 5. Dérivation graphique 


Le problème de dérivation graphique consiste à construire d'après 
la courbe de la fonction y = f (x) donnée la courbe de sa dérivée 


Y = f” (2). 


Soit la courbe de la fonction y = f (x) (fig. 67). Pour construire 
à une échelle connue L la courbe de sa dérivée, on choisit sur cette 
courbe un réseau suffisamment serré de points 1, 2, 3, 4, 5, ... 
qui comprend autant que possible les points remarquables du gra- 
phique. On mène à la levée par ces points avec le plus grand soin 


Fig. 67. 


possible les tangentes à la courbe de la fonction. Ensuite, en choi- 
sissant sur l'axe Ox un point P (—{, 0) (pôle) on mène les droites 
P1", P2", P3', P4', P5', ... parallèles aux tangentes respectives 
jusqu'à leur intersection avec l’axe Oy. Les segments de l'axe Oy: 
01”, 02”, 03”, 04’, 05’, ... sont respectivement les grandeurs pro- 
portionnelles aux valeurs de la dérivée y” = f” (x) aux points choisis, 
c’est-à-dire sont les ordonnées de la courbe de la dérivée. En effet, 
on a par exemple pour le point 1 de la figure 67: 


OA = l'tg œ = lf" (x). 


Pour tous les autres points on obtient des résultats analogues. Les 
points d'’intersection 1”, 2”, 3”, 4”, 5”, ... des parallèles menées 
par les points 1”, 2°, 3”, 4°, 5’, ... avec les verticales respectives 
qui passent par les points 1, 2, 3, 4, 5, ... appartiennent donc à 
la courbe de la dérivée y — lf’ (x). 
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Si nous relions les points 1, 2”, 3”, 4”, 5”, . .. par une ligne 
dont l'allure tient compte de la position des points intermédiaires, 
nous obtenons la courbe approchée de la dérivée y’ à l'échelle L. 
En prenant ! = 1, on obtient la courbe à l'échelle naturelle. 

Pour que le graphique soit plus exact il est recommandé d'établir 
d’abord la direction de la tangente et de ne marquer qu'’ensuite le 
point de tangence. À cette fin on 
divise la courbe de la fonction donnée C 
en petits arcs qui diffèrent très peu 
d'un segment de droite. Considérons 6 
l'un de ces arcs AB (fig. 68). Cons- 
truisons une famille de cordes parallè- 
les à la sécante AB. Le lieu géométri- 4 
que des milieux de ces cordes forme 
une courbe À qui coupe la courbe de Fig.\ 68. 
la fonction en C, où la tangente est 
parallèle à la sécante AB. Ce procédé permet de déterminer? sur 
chaque arc le point et la direction correspondante de la tangente. 
En poursuivant la construction on opère de la même façon. 

Pour plus de détails il faut se référer à des ouvrages spéciaux 
(cf. par exemple, [5]). 


$ 6*. Notion de calcul approché des dérivées partielles 


Si la fonction z — f (x, y) est donnée par un réseau rectangulaire 
T= To +ih; y = yo + ik 


(T0, 2 )r on peut la représenter approximativement 
par une formule d’ interpolation (chapitre XIV, $ 26) 


2=2ÿE _ + QA% 200] + 
+ r LP(P—1) A°200 + 2P4A 200 + q (q — 1) A°*2200] + 
+ [p(p—1)(p—2) A0 + 3p (p — 1) 9A**1z00 + 
+ 3pg (9 — 1) A200 + 9 (9 — 1) (g — 2) A%E200] + ..., (1) 


où 
z— x y — 
PT Ts = 
et A"*"z09— Amunz (0,0) sont des différences mixtes à deux 
variables. 


La formule (1) conduit facilement aux dérivées partielles 
2 9z dp 1 9z z 0z dq 1 0z 


0x  Oôp dr hop’ dy 0q dy k og ? 
etc. 


OO à À ND 
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CHAPITRE XVI 


INTÉGRATION APPROCHÉE DES FONCTIONS 


$ 1. Généralités 


Si la fonction f (x) est continue sur le segment [a, b] et si l'on 
connaît sa primitive F (x), l'intégrale définie de cette fonction dans 


les limites de a à b peut être calculée d'après la formule de Newton- 
Leibniz 


b 
| f(æ)dz = F(b)—F (a), (1) 


où F(x) = f(x). 

Pourtant dans de nombreux cas la primitive F (x) est trop com- 
pliquée ou ne peut s'obtenir à l'aide de procédés élémentaires ; 
il en résulte que le calcul de l'intégrale définie d'après la formule (1) 
peut être trop difficile ou même pratiquement impossible. 

Par ailleurs, dans la pratique, l'expression sous le signe somme 
f (x) est donnée souvent tabulairement et la notion même de pri- 
mitive perd alors tout son sens. Des problèmes analogues surgissent 
lors du calcul des intégrales multiples. C'est pourquoi les méthodes 
approchées et, en premier lieu, les méthodes numériques de calcul 
des intégrales définies acquièrent une grande importance. 

Le problème de l’intégration numérique d’une fonction consiste 
à rechercher la valeur de l'intégrale définie à partir de plusieurs 
valeurs de la fonction sous le signe somme. 

Le calcul numérique d'une intégrale simple s appelle quadrature 
mécanique, celui d'une intégrale double, cubature mécanique. Les 
formules respectives sont aites formules de quadrature et formules de 
cubature. 

Nous allons étudier d'abord le calcul numérique des intégrales 
simples. Le procédé usuel pour réaliser une quadrature consiste 
à remplacer la fonction donnée f (zx) sur le segment concerné [a, b] 
par une fonction d'’interpolation ou d'approximation q (x) simple 


(par un polynôme, par exemple), pour admettre approximativement 
ensuite 
b b 


À f(x) dr = | pa) dz. (2) 
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La fonction (x) doit être telle que le calcul de l'intégrale 
b 
| (x) dx soit immédiat. 


Si la fonction f (x) est donnée analytiquement, il faut évaluer 
l'erreur de la formule (2). 

Considérons de plus près l'utilisation à cette fin du polynôme 
d'interpolation de Lagrange (chapitre XIV, $ 12). 

Supposons que pour la fonction y = f (x) on connaît les valeurs 
correspondantes 


Î (xi) — ÙV; (ë —= 0, 4, 2, , . .) n) (3) 
aux n + 1 points zo, Zi, To, . . ., Æ du segment [a, b]. On demande 
de trouver approximativement 


b b 
fudr= | f(a dr. 


Formons le polynôme de Lagrange d’après les valeurs données y; 


CD but) z 
La(x)= 2 (z—zi) Has (ri) dis (4) 
où 
Tina (x) = (x — ro) (7 — 24) (2 — Zn), 
de plus, 


La(zi) = y: (i — 0, 1,2, 28 00)e 
Remplacons la fonction f (x) par le polynôme ZL, (x) pourSobtenir 
l'égalité 
b b 
fr(a)az= | La()dz+ Ralfl, (5) 


où RÀ, {fl est une erreur de la quadrature (5) (reste). L'application de 
l'expression (4) conduit à la formule de quadrature approchée 


b n 
| y dr — ÿ Aiyi, (6) 
a 1=0 
avec 
b 
A= (Mt gr (i=0,1,2,...,n). (7) 


J (z—zi) I, 41 (xi) 


Si les limites d'intégration a et b sont des points d'interpolation, 
la formule de quadrature (6) est dite « formule du type fermé »; 
dans le cas contraire, on dit qu'elle est du « type ouvert ». 
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Pour calculer les coefficients À; constatons que 

1) les coefficients À; pour la répartition donnée des points ne 
dépendent pas du choix de la fonction f (x); 

2) pour le polynôme de degré n, la formule (6) est exacte, puisque 
dans ce cas L, (x) =f (x); par conséquent, en particulier, la formule 
(6) est exacte pour y = z* (4 — 0, 1, ..., n),c'est-à-dire R, [x*] — 
= 0 pour À = O0, ses M 

Si dans la formule (6) on pose y = x (k — 0, 1, 2, ..., n), 
on obtient un système linéaire de r + 1 équations 


To = > À;, 
i=0 
TI; = À: Ù 
i à Ti (8) 
In = > Ait; 
=Ù 


bh+1 — ar +1 


ET 1 (= 0, T5: sn), 


b 
= ET E 
qui permet de définir les coefficients 4, As 4 ME PE 
Le déterminant du système (8) est un déterminant de Vandermonde 
D — [I (ti — t3) 5 0. 
1>J 
Remarquons que l'application de cette méthode rend superflue la 
construction du polynôme de Lagrange Z, (x). 


S. Nikolski [3] a établi une méthode simple de calcul des erreurs 
des formules de quadrature. 


Exemple. Déduire une formule de quadrature de la forme 


{és (4 7) +4w (5) +44 (2): (9) 


Solution. Adoptons dans la formule (9) 
y= 2h (k= 0, 1, 2); 


en tenant compte du fait que 


i 
_ __1 = 
Les \ sas (ET 
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on obtient le système 
1 = A0 + A; -- 42, 


1 1 1 3 
77 A4o+- A+ A, 
1 1 1 9 
7 = 36 40+7 A+; 4. 
D'où 
2 1 2 
A9=7 A=—7, A4=+ 
et donc 


1 
judr=tu(r)-5u(5)+$v (à). (10) 


La formule de quadrature (10) du type ouvert est précisément 
la formule exacte de tous les polynômes de degré égal ou inférieur 
à deux. On voit facilement que pour y = x la formule (10) donne 
également un résultat correct. Elle est donc exacte encore pour les 
polynômes de troisième degré. 


$ 2. Formules de quadrature de Newton-Côtes 


Supposons que pour la fonction donnée y = f (x) il faille cal- 
culer l'intégrale 


b 
| ydz. 


Adoptons le pas 


= b—a 
n 


et découpons le segment [a, b] à l’aide des points équidistants 
Lo =, L=ZX+ih (i=1,2,...,n—1), zx, = b 
en nr parties égales; soit 
y = f(x) (=0,1,2,...,n). 


Remplaçons la fonction y par le polynôme de Lagrange L, (x) 
correspondant pour obtenir la formule de quadrature approchée 


| y = Aiyii, (1) 
xXo 14=0! 


où À; sont des constantes. 
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Déduisons les expressions explicites pour les constantes À; 
de la formule (1). 
On sait (chapitre XIV, $ 12) que 


Lan (x) = à Pi(x)yt; (2) 


— 20) (Z— 23) ... (2 — ris) (Z—Ziss) ... (z— 7h) (3) 
as (rit) ce. (titi) (ti — Tien) (fi Zn) | 


Pi(x) = 


Introduisons les notations 


T—7TO 


1 (4) 
et 
gm#1=g(g—1)...(g—n), (5) 
pour obtenir (cf. chapitre XV, $ 4, formule (2)): 
ROLE -i  qgl+il 
La (x) — > il(r—=àl — nus die (6) 


En remplaçant dans la en (1) la fonction y par le polynôme 
L, (x) on obtient, en vertu de la formule (6), 


FT (—tpn-i gril 
An | nr er 
X0 


ou, comme 
dz 


FR 


To 


g= +, dq — 


en faisant un changement de variables de l'intégrale définie, on 
amène 


(—1}n-i gir+il 


RER T — — dq (i=0,1,2; n). 
Û 
Puisque 
je b—a | 
n 
on pose ordinairement 
Ai=(b—a)H;, 


où 


À (—1pri f gn+1] _. : 
Brest l'or 4 (i=0, 12252 n) (7) 
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sont des constantes appelées coefficients de Côtes (cf., par exemple, 


[1], [4). | 
La formule (1) se met alors sous la forme 


b 

[ydr=(b—a) D Hiyr, (8) 
a i==0 

avec 

— a 


je 


et yi=fi(a+tih) (i=0,1,...,n). 
On voit sans peine que les relations 


1) > Hi=1; 2) H;=H, ; 
i=0 
sont vérifiées. 


$ 3. Formule des trapèzes et son reste 


En appliquant la formule (7) du paragraphe précédent pour 
n=1,ona 


fydr- (+). (1) 
X0 
Nous avons obtenu la formule des trapèzes, connue pour le calcul 
approché d'une intégrale définie 
(Fig. 69). 
Le reste (erreur) de la formule de 
quadrature (1) s'écrit 


x1 
h 
R= | ydr—{(uo+u). 
X0 


Supposons que y EC [a, b] et dé- 

Fig. 69. duisons une formule bien simple 

pour le calcul du reste. Considérons 

R = R(h) comme une fonction du pas k; on peut alors poser 
xo+h 


R(R)= À ydr lu (x) +y (zh). 
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Dérivons cette formule deux fois par rapport à z 
’ ' 1 l ’ 
R°(h) = y (xo rh) — [y (20) + y (xo +4) —T+y (xo + À) — 


1 k , 
= & [y (xo + h)—y(xo)] —+ y’ (70 + À) 
et 
” , , h , hé. 
R'(R) = 0" (ao +4) TV (rot h)— EU (ro = — TV (rh), 
de plus 
R(0)=0, R'(0) = 0. 


En intégrant par rapport à k et en appliquant le théorème de la 
moyenne, on déduit successivement: 
h 


h 
R'(h)= R'(0)+ | R°(E) dt = —+ À ty" (eo +1) dt = 


Le: h=  , 
Te os (E1) tdt= y (1), 


Cm nd 


où E, C(ro, zo +), et 
h 


R 
R(k)=R(0)+ | Ra = 7 (y (Eat - 
0 (n) 


où EE (ro, ro + h). 
Ainsi on a finalement : , 


où ë € (Zos Z;). 

Il s'ensuit en particulier que si y” > 0, la formule (1) donne 
la valeur de l'intégrale par excès, et si y” 0, cette valeur est 
donnée par défaut. 


$ 4. Formule de Simpson et son reste 
La formule (7) du $ 2 entraîne pour r = 2 


pa 
14 1 1 /8 1 
H=%z | @—1 Ut ($-6+4) +, 
( 
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Donc, puisque z2—z9 — 2h, on a: 
+2 } 
L 
| y dz = + (vo + Ai + ve). (1} 
Xo 


La formule (1) s'appelle formule de Simpson. Son interprétation 
æéométrique est donnée en remplaçant la courbe concernée y = f (x} 
par une parabole y — L; (x) qui passe par trois points Mo (zo, yo), 
Mi (ts ya) et M2 (za yr) (fig. 70). 


Fig. 70. 


Le reste de la formule de Simpson s'écrit 
x2 
h 
R = | y dr — + (vo + 4y1 + y2)- 
x0 


Supposant que y € C‘® [a, b], on déduit d'une façon analogue à la 
formule des trapèzes une expression de R plus simple. En fixant 
le point médian zx; et en considérant R = R (h) comme une fonction 
du pas À (k = 0), on obtient 

xs ; 

R(h) = | ydz——[y(r—h)+4y (2) + y (mi + h)]. 

xi—h 
D'où, en dérivant trois fois de suite la fonction R(X) par rapport 
à À, on aura 


R'(4) = {y (+) + y (x —h)] + y (ai — h) + 4y (21) + y (mi +R) — 
(y ah) y Ga + = y (eh) +7 (mi + 4 — 
TO AC ES CEE 


$ 4.) FORMULE DE SIMPSON ET SON RESTE 991 


RCD = 217 (rh) y (mi +2 — 
A DE AC D ETC DES AC EE 
NC DES CE) ETC ES CEE 
R (k)= +19" (— 2) +9" (+41 — 
— Lu" Ces) + 9 es 9 Ca) 9 (es + 2) = 


ho, : 2 1v 
= — + [y (zi+h)—y" (x —h)] — ——— yV (Es), 
où EsC(r1—h, rh). 
En outre, on a: 


R(0)=0, R'(0)=0, R’(0)=—0. 


Une intégration de proche en proche de R”(h) et l'application du 
théorème de la moyenne donnent 


h h 
R°()= R"(0)+ À R-(pat= —+ | #yV (Es) à = 
Ù (h) 


À 
2 , 
= —Luv() [ed — Heu (E), 
0 


où EE(t—h, th); 


R À 
R'(k)= R'(0) + | R'(tdt= —À f PyIV (E2) di = 


& 
2 4 P > 
= —2yv() | Bdt= — 2 hylV (&), 
0 
où EE(z1 —, zh); 


h h 
R(H)=R(O)+ | R'(a= —5 | eiv (Ba = 
0 U 


R 
= —— yIV (&) | t' dt — — uv (E), 
0 


où ÉE(m—k x +h). 
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Ainsi le reste de la formule de Simpson vaut 


R= — TE yIV(E), (2) 


où E E(Zo, 22). 

Cette formule est donc exacte non seulement pour les polynômes 
du deuxième, mais aussi du troisième degré, c’est-à-dire la formule 
de Simpson est plus exacte bien que le nombre d'ordonnées est 
relativement pelit. 


$ 9. Formules de Newton-Côtes d'ordres supérieurs 


Les calculs correspondants pour rz = 3 donnent suivant la for- 
mule (7) du $ 2 la formule de quadrature de Newton 


X9 


3} . 
À y dx = (vo Bu + 3u2 + y) (1) 
(règle des trois huitièmes). 
Le reste de la formule (1) est égal à [2] 


où Ë € (Zos T3). : 

Les formules de quadrature de Newton-Côtes d ordres plus 
élevés sont données dans [1] et [2]. Les restes de ces formules sont 
établis par Steffensen (cf. [1], [5], [6]). 

Remarquons que si la fonction y = f (x) est suffisamment lisse, 
l'erreur de la formule de Newton-Côtes à nr + 1 ordonnées est au 
moins de l'ordre [1], [6] 

n 
r=opme UE, 
E (=) étant la partie entière de la fraction =. 


Il s'ensuit qu’au sens de l'ordre de précision les formules de 
? # e e 
quadrature au nombre d ordonnées impair sont plus avantageuses. 


Tableau 65 


Coefficients de Côtes 


Dénominateur 


commun 
1 1 1 2 
2 1 CA 1 6 
3 1 3 3 1 8 
4 7 32 12 32 7 90 
s) 19 79 o0 90 79 19 288 
6 | 41 216 27| 272 27| 216 41 840 
7 | 751 | 3577 | 1323] 2989] 2989] 1 323| 3577| 751 17 280 
8 | 989 | 5888 | —928 |10 496 | —4540/10 496 | —928 | 5888 | 989 28 350 
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Voici à titre de référence le tableau des coefficients de Côtes 
(tableau 65). Pour la commodité de l'écriture, les coefficients de 
Côtes pour chaque » figurent sous la forme de fractions 


A; 
Hi=7 


au dénominateur commun À. Pour vérifier constatons que 
LL A 
ÿ H; — N. 
i—0 


Nous attirons l'attention sur le fait que pour de grands n les 
coefficients de Côtes peuvent être négatifs (cf., par exemple, n — 8). 


Exemple. Calculer 


| 
dz 
IT; 
U 
en appliquant la formule de Newton-Côtes à sept coordonnées (n = 6). 
Solution. Adoptant le pas 


6 6? 


dressons le tableau 66 dans lequel on a posé pour commodité À; = 
— 840 H3. 


Tableau 66 


Calcul de l'intégrale d’après la formule 
de Newton-Cotes 


| Hiui 


0 0 1 mi | 41 
1 6 : 
1 _ _ 216 | 185,142857 
1 3 
2 + _ 27 | 20,25 
D, 
3 _. _ 272 | 181.,333333 
, 2 3 
_ = 27 | 16,2 
5 6 
9 Fe 1 216 117,818182 
6 1 : 41 | 20.25 


A 


| 591 ,994372 


38—01072 
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fe "581 994372 — 0,6933. 


La valeur exacte est 


I = In 2 = 0,69515 ... 


Les coefficients de Côtes étant très compliqués dans le cas d’un 
grand nombre d'ordonnées, le calcul approché des intégrales defi- 
nies s'opère pratiquement de la façon suivante: on divise l'intervalle 
d'intégration en un nombre suffisamment grand d'intervalles par- 
tiels pour appliquer à chacun de ces derniers la formule de quadra- 
ture de Newton-Côtes à petit nombre d° ordonnées (cf., par exemple, 
[7]). Les formules ainsi obtenues sont d’une structure plus simple 
et leur précision peut être aussi élevée que l’on veut. 

Dans les paragraphes qui suivent nous considérerons des exem- 
ples de formules de ce type. 


$ 6. Formule des trapèzes générale 


Pour calculer l'intégrale 


fre 


a 


divisons l'intervalle d'intégration [a, b] en n parties égales [to 21), 
[t1, To), y (nu 2) et appliquons à chacune d'elles la formule 


des no (cf. $ 3 (1)). Posons k = = et désignons par y; = 


= f (x) (i = 0, 1, ..., n) les valeurs de la fonction sous le signe 
somme aux points z;; il vient 


b 
k l | 
Judz= 7 (uo+v)+ (a+) + L ++ (Un + Yn) 
ou 
b 
fudr=h(S+utuet Hume tuns +4) . (1) 


Géométriquement la formule (1) s'obtient en remplaçant la 
courbe de la fonction sous le signe somme y = f (x) par une ligne 
brisée (fig. 71). 
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Si y E C'® [a, b], en vertu de‘(2) du $ 3 le reste de la formule de 
quadrature (1) est égal à 


R= | yd + D Gi + yi) = 
0 


i= 1 


ms: [ | y dr (ya + vi) | = _ Sy E, (2) 


où E; E(æi-r, 1). _. 
Considérons la moyenne arithmétique 


LL = £ D y” (Ei)- (3) 


i=1Î 


Evidemment, u est compris entre les valeurs minimale m> et 
maximale M: de la dérivée seconde y” sur le segment [a, b] 


Mi << M2. 


Comme y” est continue sur le segment [a, b], elle prend comme 
valeurs sur [a, b] tous les nombres intermédiaires entre m2 et M. 


Fig. 71. 


Il existe donc un point E € [a, b] tel que 
u = f” (E). 


Les formules (2) et (3) entraînent 


R3 , b—a)h? , 
R= — y" (= — D y (en, 


où EE [a, b]. 
38* 
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$ 7. Formule de Simpson générale (formule des paraboles) 
Soient r7 — 2m un nombre pair et y; = f (x;) (i = 0, 1, 2, ... 
.., n) les valeurs de la fonction y = f (x) pour les points équi- 
distants a — Zp, Zi, . . ., Zn —= b, dont le pas est 
Fe b—a b—a 


— 


mn 2m 


En appliquant la formule de Simpson ($ 4, (1)) à chaque intervalle 


y=f (x) 


Fig. 72. 


double [xo, t2l, [ro, ral, . . ., [Zom- Tom) d’une longueur de 2h 
(fig. 72), on aura 


b 
} | , db s 
À y de = + (uo-i Aya + y) + + (ue Aus + ya) + ... 


J 
D _ (Y2m-2 + AYam-1 + Yam)- 
On en tire la formule de Simpson générale 


b 
Ê y dx = + I(Uo + Yom) + 4 (Bi + Va + ee + Yom) + 


+ 2 (Ye + Ya-r -.. + Yeme)l. (1) 
Introduisons les notations 


= Yi + Ys +... + Yem-t 
On — 


2 = Ya TT Yi +... + Yam 
pour mettre la formule (1) sous une forme plus simple: 
b 
h ? 
À y de — + Lo + yn) +401 + 20]. a”) 


Si y EC [a, b], l'erreur de la formule de Simpson sur chaque 
intervalle double [xoy_o, Ton) (k = 1, 2, 


.., m) est donnée en 
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vertu du $ 4, (2) par la formule 
Th == us (Eu), 


OÙ Ex, E (Zon-2 Ton). En additionnant toutes ces erreurs, on obtient 
le reste de la formule de S sais 0e sous la forme 


R-- _— yiv (Ex)- 
k=1 
Comme ylV(x) est continue sur le segment [a, b], il existe un point 
EE[a, b] tel que 


yV (= + Y'yV (Br). 
On a donc . 


— a ha 


R= y" (E)= y'V (E), (2) 


où EE a, b]. 


Si l’on donne la borne d'erreur admissible e > 0, en désignant 
M, = max | y (x) |, 


le pas k sera déterminé par M od 


(b— a) a Mi<e: 
d’où 
JT 18 — 
h< (b—a) M, ? 


c'est-à-dire l'ordre de k est ÿe. 

Dans de nombreux cas il est malaisé d'évaluer d’après la for- 
mule (2) l’erreur de la formule de quadrature de Simpson (1). On 
applique alors le calcul double pour les pas À et 2h et on considère 
que les décimales qui coïncident sont celles de la valeur exacte de 
l'intégrale. 

On peut indiquer encore un procédé pratiquement commode pour 
évaluer l'erreur de la formule de quadrature de Simpson. Supposons 
que sur le segment [a, b] la dérivée ylV (x) varie peu. En vertu de 
la formule (2) l'expression approchée de l'erreur cherchée est 


R = Mh, 
où le coefficient :/ est considéré comme constant. Soient ZX, et 


Zx les valeurs approchées de l'intégrale 
b 


1: fur, 


a 
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fournies par la formule de Simpson respectivement pour -les pas À 
et H = 2h. On a 
1 Zh + Mh* 


et 
Lg — DE un M (2h). 
D'où 
_ Zn—2x 
R= FE. 


Il est rationnel de prendre comme valeur approchée de l'intégrale 7 
la valeur corrigée 


. Sh—È 


Constatons que si le nombre de divisions nr est multiple de 4, 
le calcul de la somme Z x peut se faire à l’aide des valeurs tabulées, 
en les prenant deux à deux. 


Exemple. Calculer à l’aide de la formule de Simpson l'in- 


tégrale 
1 
dz 
T- | 1+z’? 
U 


en posant r — 10. 
Solution. On a 2m = 10. D'où 


Les résultats des calculs sont donnés dans le tableau 67. 


Tableau 67 
Calcul de l'intégrale suivant la formule de Simpson 


. | #i Uzj-1 | Vaj 
o | o 
1 0,1 0,90909 
2 0,2 0,83333 
3 0,3 0,76923 
4 0,4 0,71429 
5 0,5 0,66667 
6 0,6 0,62500 
7 0,7 0,58824 
8 0,8 0,55556 
9 0,9 0,52632 
10 1,0 0,50000 — yn 


| | 3,45955 | (01) | 2,72818 | CA) 
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La formule (1°) donne 


I & + (ÿo+ Un -+ 401 + 202) = 0, 69315. (3) 


Calculons l’erreur du résultat (3). L'erreur totale R se compose 
de l'erreur générée R, et du reste R2. Il est clair que 


n 


R: Ti > A;e, 


i=0 


A; étant les coefficients de la formule de Simpson et & l’erreur d'ar- 
rondi maximale des valeurs de la fonction sous le signe somme. 
Dans notre cas 


R, = nhe = (b— a) e = 1-L.10-5 = 0,540. 
Le reste est évalué d'après la formule (2). Puisque 


1 na 
y=rr;= (+2) se 


il vient 
yiV=(—1)(—2)(—3)(— -5 24 
=(—1)(—2(—3 (DA HIS Tr 
D'où 
max [y | = 24 pour 0£z<i1 
et donc ! 
LR |< 1 CD. 24 2 4,3.10. 


160 
Ainsi, la borne d'erreur totale s'écrit 
R = 0,540 + 1,3.10-5 = 1,8.10-5 << 0.00002 


et, par conséquent, 
I = 0,69315 + 0,00002. 


$ 8. Notion de la formule de quadrature de Tchébychev 


Considérons la formule de quadrature 
1 ñn 
| f@a= 3 Bif(e), (1) 
1 1—=1 


où PB; sont des constantes. 

Tchébychev a proposé de choisir les abscisses £; telles que 

1) les constantes B; soient égales entre elles; 

2), la formule de quadrature (1) soit exacte pour tout polynôme 
jusqu'au degré z y compris. 
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Montrons comment dans ce cas on peut trouver les grandeurs 
Biet t;. En posant 


Bi =bB:s=:::=D;=R2 


et en tenant compte de ce que pour f({) =1on a 


2= D, Bi, 


où 
(l 
bn 


on obtient : 


La formule de quadrature de Tchébychev s'écrit donc 


Î 
ICE 2 D jt (2) 
—1 


i=1 


Pour définir les abscisses {; remarquons que d’après la condition 
2) la formule (2) doit être exacte pour les fonctions de la forme 


fO=tE,..., mm 


Si l'on porte ces fonctions dans la formule (2), on obtient un 
système d'équations 


li + LL + -| tn =0, 

a a : a n 

2 De ET Sr ne 

BiB+... +0, 

, n (3) 

LL + +4 FE 

ñn n n _. n[1—(—1)r#1] 

bit... CET CEE SNS 


qui permet de déterminer les inconnues #; (i — 1, 2, ..., n). 
Tchébychev a montré que la résolution du système (3) se ramène 
à rechercher les racines d’une certaine équation algébrique de degré nr 
[6], [8]. Le tableau 68 consigne les valeurs des solutions t; du système 
(3) pour n —: 2, 3, 1: 

Notons que le système (3), comme l'a montré S. Bernstein, ne 
possède pas pour nr — — 8 et nr > 10 de solutions réelles. C’est là 
un inconvénient de principe de la formule de Tchébychev. 


Exemple 1. Déduire la formule de Tchébychev pour trois 
ordonnées (n — 3). 
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Tableau 68 
Valeurs des abscisses t; de la formule de Tchébychev 


+F0,577350 
+0,707107 
0 


+0,794654 

+0,187592 

7F0,832498 

F0,374541 
0 


70.666247 

+0,422519 

+0,266635 

+0,883862 

+0,529657 

7+0,323912 
0 


LA 2 rs 
DE RUE 


Æ 


12 
4: 3 
2 

1: 4 
2: 3 
14: 5 
2: 4 
3 


Solution. Pour déterminer les abscisses t; (i = 1, 2, 3) 
on a le système d'équations 


l +tl2ttls=0, 
tits, (4) 
Hi Li = 0. 
Considérons les fonctions symétriques des solutions 
Ci=ti+h+is 
Ca = title + lits + lola 
Ca = titota. 
Le système (4) donne 
Ci=0; 
Ca= + (ta 2) — (EEE) = 2 (0—1)= —T; 
[és + de + 3) — 3 (4 te tte) (Gi HÉ HÉNE 2 HE) = 


= À (0—0+0)—0. 


On en tire que les t; sont les racines de l'équation auxiliaire 
B— CE +Ct—C:=0 
ou 


821,0. 


2 
On peut donc adopter 


vi 
D, ? 


dd. 0, V3 


y —= — 
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Ainsi la formule de Tchébychev correspondante s'écrit 


Î «at = Tr(— 3)+10+1(-)]. 


Pour appliquer la formule de quadrature de Tchébychev à l’inté- 
grale de la forme 


b 
fftaaz, 


il faut la transformer en utilisant la substitution 


b — 
qui associe le segment a < zr < b au segment —1 Lt<LA. En 
appliquant la formule de Tchébychev (2) à l” intégrale he 
on aura 


b ñn 
JFG dr= ES f(x) (5) 
a EE | 
où 
ri= Ts + ee, (6) 


et {; (i = 1, 2, ..., n) forment la solution du système (3) (figu- 
rant dans le tableau 68). 

La formule de quadrature de Tchébychev s'emploie essentielle- 
ment dans la construction navale. 


Exemple 2. Calculer l'intégrale 


d'après la formule de Tchébychev à cinq ordonnées (n = 5). 


Solution. Introduisons les notations 


f(z)= 


on a 


Lt (1) + f (22) + fes) + fm) + f(x), 
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où, en vertu de la formule (6), 


| 4 e» = 
m=++sh=zts(—0,83250): : 0,087 : 
11 21 102 0,37454) —0,31272 
st nr MRC (— 94494) = 59124; 
| | 1 1 
T3=g+gls—st.-0--0%); 


Za— 1—27:— 0,68727 ; 

Lys — 1 — Li — 0,91625. 
Les valeurs correspondantes y; = f (x;) (i = 1, 2, 35, 4, 5) de la 
fonction sous le signe somme sont portées sur le tableau 69. 


Tableau 69 


Calcul de l'intégrale d’après la formule 
de Tchébychev 


X} 


0,08375 
0,31273 
50000 


0, 
0,68727 
0,91625 


D'où 
I =<. 1,5342 — 0,3068. 


À titre de comparaison voici la valeur exacte de l'intégrale avec 
six décimales significatives 


I = 0,306846 . . . 


$ 9. Formule de quadrature de Gauss 


Dans ce paragraphe nous appliquerons certains renseignements 
sur les polynômes de Legendre. On appelle polynômes de Legendre 
les expressions de la forme 

Pat = (1) (m0, 1,2, ...) 


2nn ! 
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Voici les propriétés fondamentales de ces polynômes [1]: 
1) 2,4)=1, P,(—1) = (—1}" (mn = 0,1, ...), 


1 
2) | Pa(z):Qn(r)dr —0 (£<n), où @:(x)'est polynôme quel- 
—1 


conque de degré # inférieur à » ; 
3) le polynôme de Legendre P, (x) possède nr racines distinctes 
et réelles comprises dans l'intervalle (—1, 1 


Fig. 73. 


Ci-dessous nous donnons cinq polynômes de Legendre et leurs 
courbes (fig. 73): 
Po (x) LE 1, 
P; (z)= x, 


P; (x) = : (3x° — 1), 


Pa(x) = + (852 — 307° 3). 


Déduisons maintenant la formule de quadrature de Gauss. 

Considérons d’abord la fonction y — f (t) définie sur le segment 
usuel [—1; 1]. Le cas général se ramène aisément à notre cas par 
substitution linéaire de la variable indépendante. 
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Voici la formulation du problème: comment sélectionner les 
points #;, 2, . . ., !, et les coefficients A1, A2, . .., À, pour que la 
formule de quadrature 


1 
ILE (1) 
1-1 
soit exacte pour tout SL ne j{ () de degré N le plus grand possible. 
Puisque nous avons 2r constantes é; et À; (i — 1, 2, ...,n), 
alors que le polynôme de degré 2n — 1 est défini par 2n coefficients, 
ce degré maximal dans le cas général est évidemment N — 2n — 1 
Pour garantir l'égalité (1) il faut et il suffit qu’elle soit vérifiée pour 
f(t)=1, te, ..., Emi. 
En effet, en posant 


ja YA (k—0,1,2,...,2n—1) (2) 
et : 
2n— 1 
f(t)= 2 Cut”, 
on aura 
i 2n—1 2en—1 ñn 
jiou- > (aa - DIADETE 
Re | Rk=0 —1 R=—0 1=1 
2n—i n 
-> Ai ÿ Catè-- = D Aif (ti). 
k—0 i=1 


Ainsi, en tenant compte des relations 


hk+1 2 vec pair; 

fra LE! FFT à Del 

i 0 avec À impair, 
on tire la conclusion que pour résoudre le problème posé [2], [5], [6], 
il suffit de déterminer f; et À; à partir du système de 2n équations 


Y 


LE 


A;=2; 


C1 
[ 
bn 


Ma 
> 

I 
S 


e 
I 
bb 


Hd ot, K'ave À (3) 


à Ati — 
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Le système (3) est non linéaire et sa résolution par la voie usuelle 
présente de grandes difficultés. Toutefois, on peut appliquer à cet 
effet l’artifice suivant. 

Considérons les polynômes 


f(t) = P, (à (k = 0,1,..., nr —1), 


vu P, (t) est le polynôme de Legendre. 
Les degrés de ce polynôme ne dépassant pas 22 — 1, ces polynô- 
mes doivent vérifier en vertu du système (3) la formule (1) et 


| na 
{ #Pa Gdt= D ANŸP,(t)  (k—0,1,...,n—1). (4) 
— 1 i={ 


D'autre part, l'orthogonalité des polynômes de Legendre (propriété 
(2)) rend vraies les égalités 

1 

| MP,(t}dt-0 pour k<n, 

=! 
aussi 


D Ati Pa(ti)=0 (k=0,1,...,n—1). (5) 
1=1 


Si l’on pose 
P,tt)=0  (i=1,2,...,n) (6) 


les égalités (5) seront nécessairement vraies quelles que soient les 
valeurs À4;. On sait (propriété (3)) que ces zéros sont réels, distincts et 
compris dans l'intervalle (—1, 1). Si l’on connaît les abscisses 4, 
on trouve facilement à partir du système linéaire des r premières 
équations du système (3) les constantes A, (i = 1, 2, ..., n). 
Le déterminant de ce sous-système est un déterminant de Vander- 
monde 


D =[[(t4—-1)#0 
12) 


et, par suite, la détermination des À; est univoque. 

On peut montrer que la formule (1) à coefficients ainsi déter- 
D est exacte pour tout polynôme de degré égal ou inférieur à 
n — i. 

La formule (1) où les #; sont les zéros du polynôme de Legendre 
P, (t) et où les À; (i = 1, 2, ..., n) sont définies à partir du 
système (3) s'appelle formule de quadrature de Gauss. 


Exemple 1. Déduire la formule de Gauss pour le cas de 
trois ordonnées (7 = à). 
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Solution. Le polynôme de Legendre du troisième degré 
s'écrit 
Pa (6) = + (56 — 31). 


En annulant ce polynôme on obtient les racines 


h=—)/ À x —0,774507 : 


Pour déterminer les coefficients A:;, A:, A4 on a, en vertu de 
(3), le système 
| À; + A+ 43= 2, 


mé ue 
d'où 


Par conséquent, 


F3 et 
jroa-5[s(-1 à) +8/(0)+5; (y/+)]: 


Voici à titre de référence (tableau 70) les valeurs approchées 
des abscisses £; et des constantes À; de la formule de Gauss (1) pour 
n—=1 à 8 (cf. [1], [4], [6)). 

La formule de Gauss présente cet inconvénient que les abscisses 
des points é; et les coefficients À; sont en général des nombres irra- 
tionnels. Cet inconvénient est en partie compensé par une préci- 
sion élevée en présence d’un nombre d'ordonnées relativement 
petit. 

Examinons maintenant l’utilisation de la formule de Gauss 
pour calculer l'intégrale généralisée 


b 
{ f(x) dr. 


En changeant la variable 


608 


on obtient 
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Br 


7F0,57135027 


+0,71459667 


0 


+0,86113631 
+0,33998104 


+ 0,90617985 


F0,53846931 
0 


0,93246951 
—+0,66120939 
+0 , 23861919 


+0,94910791 

+0,74153119 

+0,40584515 
0 


7 0,96028986 
+0,79666648 
Æ0,52553242 
F0,18343464 


1 
fedr- RE | 5 (+ 
1 


Eléments de la formule de Gauss 


b—a 
2 


Tableau 70 


0,34785484 
0,65214516 


0,23692688 
0,47862868 
0,56888889 


0,17132450 
0,36076158 
0,46791394 


0,12948496 
0,27970540 
0,38183006 
0,41795918 


0,10122854 
0,22238104 
0,31370664 
0,36268378 


t) dt. 


[CH. XVI 


Appliquant à la dernière intégrale la formule de Gauss (1), on aura 


b 
| f(a)adr= 


b—a 


i=1 


5 » Aif (xi), 


(7) 
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où 
m4 (i=1,2,...,n), (8) 
{y étant les zéros du polynôme de Legendre P,(t), c’est-à-dire 
P;, (ts) = 0. 


Le reste de la formule de Gauss (7) à r points est donné par 
l'expression [1], [6]: 
R.— (b— a)2n+1 (n 1)8ft2nm) (E) 
D en Pie LRU R AR T 


[(2n) IS (2r +1) d 
d’où l’on tire 


Res (=) F9 @. 

Rs = 55786 (5) 

Ra = ee (5° =) F9), 

Rs = pres (5) 10 (E), 


Re = TETE ==)" JF? (8), etc. 


Exemple 2. Calculer l'intégrale 


1 
2 { VTT 2z dx 
0 
en utilisant la formule de Causs à trois ordonnées (n — 3). 


Solution. Onaa—0et b = 1. En vertu de la formule (8) 
et du tableau 70 les abscisses des points avec cinq décimales signi- 
ficatives seront les suivantes: 


z= ++ 4 =0,11270; 
1 1 | 
23= +++ ta = 0,50000 : 


La = 5 +5 — 0,88730. 


Dans notre cas les coefficients respectifs de la formule (7) seront: 


b—a 4 5 5 
Ci = 5 A=z-g = 35 —0,27778; 
Ca Am + È À 044444; 
b—a 4 5 5 
Ca= 5 As=5 "7 — 33 0,277178. 


Les calculs ultérieurs sont rangés dans le tableau 71. 
39—01072 
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Tableau 71 
Schéma de calcul d’une intégrale d'après la formule de Gauss 


x} | UT | Ci | Civ 


1,10698 0,27778 0,30747 
1,41421 0,44444 0.62853 
1,66571 0,27778 0,46270 


| 1,39870 


Par suite 


3 
I = Ÿ Ciy: =1,39870. 
i=1 


Pour évaluer le reste R:, on peut utiliser la formule 


Rs= 7 (7) F9 (E, où BE(a, b). 


15750 | 2 
Adoptant , 
f(@)=V1+2= (1127), 
on obtient . 
pee (-1 (=) (DD (He +20 Fe 
| 
— —945(1+927) ©. 
D'où 


max |ff® (x)| = 945 pour 0<zr<i 
et donc 


945 / 1\° 1 
[Rel< 15755 (+) T7 2000 : 
Remarquons que la valeur exacte de l'intégrale est 
I=V3—+x 1,39872. 


$ 10. Certaines remarques sur la précision des formules de quadrature 


Les formules de quadrature que nous venons d'étudier ont la 


structure suivante 
b n 


| ft) dz = D Aif (x) + RUI. (1) 


a i=1{ 
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Lis Las ee + En étant le ième des pointé donné appartenant au 
segment d'intégration [a, b], À; certaines constantes connues et 
R {f] le reste. 


Pour le même nombre d'ordonnées, la précision de différentes 
formules de quadrature n'est pas la même. 


Exemple. Comparer la précision des formules différentes 
à trois ordonnées pour l'intégrale 


1 
1= | V2+z dz-- 2V3— 2 —2,797435 
21 


Solution. Appliquons la formule de Simpson pour obtenir 
1& L[VI-T +4V750+ V2 11 2.8,428905 — 2,809635. 


La formule de Tchébychev donne le résultat suivant : 


124 y2-V 2—V2:V350+ V 2 2+12|=5 7 -4,220097— 2,813398. 


Enfin la formule de Gauss fournit la valeur suivante: 
1 & 0,555566 (V2—0,774597 + Y 2+0,774597) + 


+ 0,888889 V2 + 0 — 2,797460. 


Ainsi dans ce cas la formule de Gauss est la plus exacte. 
Nous nous bornerons à l'étude des formules de quadrature aux 
points équidistants; ce sont en particulier les formules les plus usi- 
tées, celles des trapèzes, de Simpson, de Newton-Côtes. La pré- 
cision de ces dernières est définie surtout par l'ordre du reste 
R =0O(h"), (2) 


« 


ou 


n 


est le pas (7 est le nombre de partitions) et m un nombre naturel. 
Par exemple, le reste de la formule des trapèzes s'écrit ($ 3): 


b— 
R{f]= — hf" (E), 
donc m = 2; celui de la sou de Simpson ($ 4): 
RIfl= — hf (8), 


d’où m — 4. La précision de la formule de quadrature est considérée 
d'autant plus élevée que le nombre m est plus grand; dans ce sens 
la formule de Simpson est plus exacte que celle des trapè- 


399 
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zes. La qualité de la formule se manifeste déjà avec un pas À suf- 
fisamment petit. 

Il ne s'ensuit nullement que dans des cas concrets une formule 
plus grossière ne peut donner pour le même pas de meilleurs résultats 
qu'une formule exacte. Par exemple, pour la fonction (fig. 74) 


f (x) = —8 + 452? — 25x4 


& 


on a 


SI 


NL LS LL LUTTE 


| 
1= | f(z)dr=2(—8+15—5)—4. 
—1 


Pour À = 1 la formule des trapèzes -donne la 
valeur exacte 


Li=+f(—1)+f(0)++/(4)=6-8+6=4 


alors que la formule de Simpson pour k = 1 
n'assure même pas le signe de l'intégrale 


= + 1f(—1)+4f(0)+f (1) = 


SI I SSSS>, 


ALES 


ESS LILI SI SS SLI IS Le SSII III 


4, 


LG IIS III IA 


STILL LL LL LL LL 


© 


Fig. 74. Fig. 75. 


La précision d’une formule de quadrature pour un nombre de 
points fixe dépend sensiblement de la répartition de ces points. 
Si cette répartition est mauvaise, les résultats fournis par une for- 
mule de quadrature peuvent être très compromis. Par exemple, 
pour la fonction y = f (x) représentée sur la figure 75,on obtient 
en choisissant les points équidistants à = Zo, Zi, Ze, Ta, Ti = b et 
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en utilisant la formule de Côtes correspondante à cinq ordonnées 
b 
1= ( f()ar<0, 


alors qu ‘il est clair que Z > 0. 

Il n'est pas difficile non plus de construire des exemples analo- 
gues pour une formule de quadrature quelconque à nombre d'ordon- 
nées arbitraire. 

En général, dans le cas d’un grand nombre de zéros de la fonction 
f (x) sous le signe somme ou d'un grand nombre de ses extrémums 
(c'est-à-dire d'un grand nombre de zéros de la dérivée f'(x)) la 
précision des formules de quadrature diminue nettement par suite 
de grandes valeurs inévitables des dérivées supérieures. Aussi le 
pas doit-il être choisi de sorte qu'il soit bien inférieur aux distances 
entre les zéros voisins de la fonction f (x) et de sa dérivée ‘1 (x). 
À cette fin on recommande de partitionner le segment d'intégration 
principal [a, b] en segments partiels [«, Bl à l’intérieur desquels 
les fonctions f (x) et f’(x) restent du même signe (si c'est possible), 
et de calculer l'intégrale par parties en choisissant en général pour 
chaque segment partiel son propre pas. Dans des cas plus complexes 
il faut tenir compte également du comportement des dérivées d'ordre 
supérieur f(x) (7 = 2). Pour une orientation générale, il convient 
de construire au préalable la courbe de la fonction sous le signe 
somme y =/f(zx). Si cette fonction oscille fortement, il convient 
d'appliquer des procédés de calcul spéciaux. La précision des for- 
mules de quadrature peut être également améliorée par des procédés 
généraux établis à cet effet [9]. 

Lorsqu'on cherche la borne d'erreur totale d'une formule de qua- 
drature (1), on doit également tenir compte de l'erreur de sommation 
R;. Supposons que les termes de la somme f (x;) (i = 1, 2, ..., n) 
sont calculés avec une erreur absolue égale ou inférieure à &; et 
les coefficients 4; de la formule de quadrature sont des constantes 
positives exactes. On peut alors poser 


< 2 4 —e2 Ai. (3) 
La formule (1) étant vérifiée pour f(x) = 1, il vient 
b n 
faz=b-a= 5 A 


R, <(b—a)e. (4) 
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Par conséquent, si l’on ne tient pas compte de l'erreur d'arrondi 
du résultat, la borne d'erreur totale de la formule de quadrature est 


R=(b—a)e+IR{fl, 


où |R{f]| est une erreur de la méthode qui peut être définie par le 
procédé indiqué dans ce qui précède. 

Constatons que si la fonction y = f (x) sous le signe somme est 
donnée par le tableau des valeurs y; = f (x;) (i = 1, 2, ...,n), 
alors en toute rigueur nous 
sommes dans l'impossibilité 
d'évaluer la précision de la 
formule de quadrature (1). Il 
en est ainsi parce que par 
un système fini de points 
M; (zi, y:) on peut mener un 
nombre illimité de courbes 
y = f(x) (fig. 76) délimitant 
sur le segment donné Îa, b] 
des surfaces différentes, c'est-à- 
dire l'intégrale 


12 ( 


peut avoir a priori une valeur parfaitement arbitraire (cf. fig. 70). 
L'application des formules de quadrature n'est alors admissible 
que dans le cas où l’on connaît dans une certaine mesure des valeurs 
intermédiaires non utilisées de la fonction sous le signe somme et 
ses propriétés générales qui permettent de juger sur l'allure de sa 
courbe. | 


$ 11*. Extrapolation suivant Richardson 


Si l’on connaît l’ordre du reste R = R {f] de la formule de qua- 
drature (1) du $ 10, la grandeur R peut être évaluée d’après la méthode 
de calcul double. Soit 


R=0(h") (m > 1), 


p 0" 
n 


(n est le nombre de divisions); on peut poser approximativement 
R = Mh”", (1) 


où M est une certaine valeur considérée pour la fonction f (x) sous 
LA LI LES Ld L 1 
le signe somme comme constante dans l'intervalle d'intégration 
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[a, b]. Choisissons deux pas distincts 


b—a 
no 


les — Ps et Ro = ; 
n1 
où 7, et no (no >> n;) sont les quantités de segments partiels dans le 
premier et le deuxième cas. 
Désignons par J,, et Z,, les valeurs approchées correspondantes 
de l'intégrale 7. La formule (1) conduit à 
be 
Rai =1— 113 = M | )" (2) 


n1 


et 


Rr=1—In=M(=)", (2’) 


LS 
- 


Ra et Rn étant les restes correspondants. D'où 


La — In = M0) (ET) 


et 
m= turn EC 
 (—aï" n7—nr 
En vertu de la formule (1) l'expression du reste s'écrit 
D HLUTA UE Tue ns. 
R= | n ] "nn nm ? 
en particulier, pour À —}, c'est-à-dire pour 7 —ñ7,, on a: 
m 
Rna = 59% (Ines — In). (3) 


nr —nr 


Utilisons la correction (3) et obtenons en vertu de la formule (2°) 
pour l'intégrale Z la valeur précisée: 


Tr, ne — rs pr Une — Toni). (4) 


Ce procédé s'appelle extrapolation suivant Richardson [10]. Intro- 
duisons les notations 


MT [e 2 («> 1) 
pour avoir 
VS ne = Îna + B(Ina — Zn) (9) 
où 
1 
Ps (6) 


Les coefficients $ sont tabulés pour de différentes valeurs de 
æ et m. Constatons que, pour la formule des trapèzes, m = 2 et, 
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pour la formule de Simpson, m = 4. Le cas particulier de la for- 
mule (5) a été donné au $ 7. 
Montrons que si lun, alors Zn, ns Se trouve toujours 
bors du segment [ni Zn]: 
En effet, si 
In > Tai, 


il suit de la formule (5) que 
Inn > Ines = MAX {ln,, In}. 
Mais si 
Ines In» 
cette même formule (5) nous donne 


1h;: na = Îns —B(Zn, — In) < Zn: = min {Zn Ina}. 
Ainsi 

Fe Tn,, no € [La Ina]; 
c'est-à-dire Z:,, n, S’obtient de Zh, et de Z, par RU 
D'où la dénomination de la méthode. 


Tableau 72a 
Extrapolation pour le cas de la formule des trapèzes 


PL < 

1 F= | es 1,571 | 1,896 | 2,004 | 2,000 
0 
2 

2 1=\ e-# dr 0,877 0,881 0,8823 |  0,8821 
0 
7 

3 1=| sn sd 185,7090 | 179,5385 | 177,819 | 177,4836 
3 ( 
4 

4 1=| = - 0,9695 |  0,9389 |  0,9286 |  0,9267 
U 
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; Tableau 72b 
Extrapolation pour le cas de la formule de Simpson 
0 
ne l2 | T4 Lo I 
x 
1 1=| fisc 2,094 | 2,004 | 2,010 | 2,000 
() 
1 
2 1=\ ue 0,7833 | 0,7853 | 0,7855 |  0,7854 
1+ 7° 
LU 
7 
3 1=| ins 177,454 | 177,481 | 177,483 | 177,4836 
3 
4 
4 1=| = 0,0577 | 0,0541 | 0,0538 |  0,0533 
J (25—7:2)7/2 
0 
anne il; | es=1-1T; CR D PU 
1 0,0% _—0,004 —0,010 
2 00021 00001 —0:0001 
3 00296 00026 00006 
4 —0/0044 00008 —0:0005 


Si Zn = Zn, il vient évidemment 
Tni.ne = În; = În3- 


On peut montrer que pour une fonction f (x) sous le signe somme 
suffisamment lisse, l’ordre du reste de Z:,.n, est au moins égal ou 
supérieur à m + 1. 


Remarque. Les tableaux 72a et 72b donnent des exemples 
d'extrapolation suivant Richardson. 

Il apparaît de ces tableaux que pour les fonctions sans singu- 
er l’extrapolation, en règle générale, améliore la précision des 
calculs. 

On peut également déduire des formules d’extrapolation plus 
exactes en utilisant les valeurs Z,,, 14 et Zn, de l'intégrale cherchée, 
relatives à trois pas distincts 

b—a 
hs = re (s—1:2;9) 
et en tenant compte de deux premiers termes de la décomposition 
du reste de la formule de quadrature [10]. 
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$ 12*. Nombres de Bernoulli 
Considérons la fonction 
(=. (1) 
En utilisant le développement connu 
x z z° z$ 
e—=1+ 11 + 5TT 3T +. 
on peut écrire: | 
LD = — © —— 7 — (2) 
tt - | 


Il est donc évident que dans le voisinage de x = 0 la fonction f (x) 
admet le développement en série entière qui, pour la commodité 
des calculs, peut être mise sous la forme 


Lg, (3 


où Bo = f (0) = 1. Pour déterminer les autres coefficients du déve- 
loppement B, (nr = 1, 2, ...) qui s'appellent nombres de Bernoulli 
utilisons l'identité obtenue en vertu de la formule (2) 


En multipliant les séries entières entre elles et en annulant les 
coefficients des puissances positives de x on obtient un système 
infini d' . linéaires 


Bn Bo ‘1 
nl He ST rte + 
ou en multipliant par (2+1)! et vu que 


1)! n— 
HE nt (k=0,1,...,n1L1), 


= 0 (n==1,2:98,::4) 


on aura 
Ch1Bn + ChpiBnt + ChpiBi +1 =0. (4) 
Si l’on convient que 
B;,=B", (9) 
la formule (4) peut se mettre sous la forme symbolique abrégée 
(B+ 1)" — BH —0 
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ou, en remplaçant n +1 par », 
(B +1)" — BT = 0. (6) 


Posant nr —2, 3, 4, ... dans la formule (6), on obtient le système 
infini d'équations 


2B,+1=—0, 
3B+ 3B;+1=0, 
4B:+6B+4B,+1—0, | (7) 


9B; + 10B3 + 10B: + 5B, + 1—=0, | 


On trouve successivement : 


Bi=—+; B,=+; B;=0; By= —2; B;=0; 


30 ? 
Be=h; B=0; Be=—2; Bs—0; Bo=2;: 
6— 29? 7— Vs 8 30 ? 9 ’ 10 66 ? 
691 7 
Bi, =0; Ba= —5;: Bis=0; Bis=; Bis =0; 
3617 43867 174611 
Bie= —-5 : Bi; =0; Bis = 5% : Bi5=0; B2= — 330? 
etc. 


Ainsi les nombres de Bernoulli peuvent être déterminés de 
proche en proche à partir de la formule symbolique (6); de plus, 
après le développement du binôme suivant la règle de Newton, 
les puissances du nombre B doivent être remplacées par les nombres 
de Bernoulli aux indices respectifs. 

La fonction (1) s’appelle fonction génératrice des nombres de 
Bernoulli. En utilisant les notations (5), le développement (3) 
peut être mis sous la forme symbolique suivante: 

z B* 


as ei + 


La structure du système (7) montre clairement que tous les 
nombres de Bernoulli sont rationnels. De plus, on a découvert que 
les nombres de Bernoulli aux indices impairs, sauf B;, sont nuls. 
Démontrons cette propriété pour le cas général. Si l'on tient compte 
du fait que 

1 


By =1 et B=——, 


on a 


p(x)= = — Biz = = +3 


Ï 
Fe 
+ 
1M8 
nn 
[5 
& 
C 
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Il est évident que 


x x 

z(e*+1) z ete © z z 

(OX ( Er 9° = gb 
e“—e ©? 


est une fonction paire. Son développement (8) ne contient donc que 
les puissances paires de x et, par conséquent, 


B, = 0 avec nr = 3,5, 7, ... 
Les nombres de Bernoulli trouvent une application dans de 
nombreux domaines. En particulier, on les utilise dans la formule 


importante d'Euler-Maclaurin dont nous donnons ci-dessous la 
déduction. 


$S 13*. Formule d'Euler-Maclaurin 


Soit y = f(x) une fonction définie dans le domaine x > x. 
Considérons l'opérateur de la différence finie 


Af (2) =f(c+kh) —f(x), 
où À est une valeur positive fixe. On entend naturellement par 


opérateur inverse + de la fonction f (x) la fonction F (x) qui vérifie 
l'équation aux différences finies 


AF (x) = f (). (1) 
Ainsi l'équation (1) entraîne: 
F(z)=—+ f (2). (2) 


Si la fonction f (x) est considérée sur un ensemble des points 
équidistants 
Tor Lis Las + - -) 


OÙ Az; = Zzyyy — hi = 0, 1,2,...), l'opérateur inverse 
F (x) = mul (z;) se construit facilement. En effet, composons la 
somme finie 


i—1 
S(z)= Df(e) (G=1,2,...), 
en admettant par convention que S (zo) = 0. On obtient évidemment 
AS (ris) = S (tirs) — S (x) = f (mi). (3) 


Par ailleurs, en vertu de l'équation (1), on a 
AF (ri) = f (x). (4) 
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Retranchant de l'égalité (4) l'égalité (3) on obtient: 
ALF (x) — S (xl = 0 


avec i = 0, 1, 2, ... Par conséquent, la différence F (x;) — S (x;) 
ne dépend pas de l'indice i et nous pouvons adopter: 


F (ti) —S (x) = F (to) — S (to) = F (xo); 
F (x) = F (x) +S (x); 
F (xzo) étant une grandeur constante arbitraire. Ainsi 
f(x = F (x) +S (x), (5) 


c'est-à-dire l'opérateur inverse d'une différence finie est opérateur 
de sommation finie. 
Introduisons maintenant l'opérateur de dérivation 


Dj(x) =. 


d'où 


Par opérateur inverse = on entend l'opération d'intégration 


Ti | f(x)dz. 


En utilisant la série de Taylor, on trouve 


he S AADE 
Af(a= D RDF) = {5 TE} (0 = (en —1) j (2). 
R=1 R= 1 
Par conséquent, 
A=(eD—1). 
Il en résulte pour l’opérateur inverse _ l'expression suivante: 
7 0 
à D 1 


En multipliant les deux membres de cette dernière égalité par D, 
on aura: 


A ND_1 


Ici le deuxième membre est la fonction ‘génératrice des nombres 
de Bernoulli. Pour cette raison 
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ou, avec plus de détail, 
©œ 
dpi Bh ;h-1 8 
&lr/@]eX 478308 (0). (6) 
k=0 


En intégrant l'égalité (6) dans les limites de z—2 à rx, et 
en utilisant la formule (5), on aura 


Lan) (ao = À À F0 de + D BE pra (00 (2) — 0-0 (20), 


Xo R=1 
ou 
n— 1 n—Î 
F(x0) + D, f(x) —F(x)= Ÿ f(x) = 
3=0 3=0 
1 (360) a+ > à FRE [0-0 (an) — 100 (o)]. 
Vu que 
Bi=—+ et Bnu=0 pour k=1,2,..., 


on obtient la formule d'Euler-Maclaurin 
zn 


À F2) de = h [DS (ro) + (0) + F (m2) + + + f (en) + fn) ]— 


2 ZT REX [FC =D (20) —f2" 0 (z0)] + Ram) (7) 


où R2, est le reste. L'écriture de la formule (7) sous forme d'une 
série infinie n'est pas toujours légitime du fait qu'une série peut 
être divergente. En y portant les valeurs des nombres de Bernoulli, 
on aura 


Xxn 
1 1 h? ,, , 

| ydz=h (= vo + vi +ve+ ... + Un +7 Un) — 25 (Un — Vo) + 

CPC he 

+ 0 (8 — V0) — 50570 (Un — V0) + 
Bem om: 2" ” 

TE RTL (en) — 1079 (x0)] + Rome (8) 

Le reste de la formule d’Euler-Maclaurin s'écrit [6] 


243 PBims2z (20+2) 
NTonenif 


Rom = — nn 


oùË&E (Zo; Th). 
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La formule d’Euler-Maclaurin (8) s'emploie pour le calcul appro- 
ché des intégrales définies, ainsi que pour la sommation approchée 
des valeurs des fonctions, les valeurs de l'argument étant équidistan- 
tes. En effet, il résulte de la formule (8) que 


n 17 : 
Dit | (a dr+ Eole + 
i=0 Xo 


; B: oh k_ oh_ B2m+ dé 
= È Re EN (an) TE ro) + nl + eme, 00). 


(9) 


Exemple 1. Utiliser la formule d'Euler-Maclaurin pour le 
calcul approché de l'intégrale définie 


1 
I — | (sinzx—Inxz+e*)dz. 
6,2 


Solution. Divisons le segment [0, 2; 1] en huit inter 
valles, par exemple, en prenant À = 0,1 et en posant 


z =02+i01 (i—0,1,..., 8). 


Les résultats du calcul des valeurs correspondantes de la fonction 
f (x) = sin x — In x + e* sont donnés dans le tableau 73. 


Tableau 73 


Valeurs de la fonction f (x)—sin æ—In æ+e* 


0,3 


0,7 


3,02951 | 2,84936 2,79754 


0,8 | 0,9 | 


3,01435 3,16605 | 3,34830 | 3,99979 


On en tire 


ZE (ro) + a+ 2 + f (xs) +5 (me) = 24,1894. 
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En nous bornant à la dérivée d'ordre cinq, on aura: 
, 1 x 
Î (z)=cosz——+e : 
m 2 x 
1” (x) = —COSZ——> +6", 


f(x) = COS 24e. 


Par suite 
f'(0,2)= —2,7985 ; f (4) = 2,2586 : 
f" (0,2) = —249,7587 ; f” (1) = 0,1780 ; 


fV(0,2)=—74997,7985;  fŸ(1)= —20,7415. 


Portant les valeurs obtenues dans la formule (8), on obtient : 
12 
+ QE .(0,1780 + 249,7587)— T5 .(— 20,7415 + 74997,7985) — 
= 2,41894 — 0,00421 + 0,00004 = 2,41477. 
L'intégration immédiate donne 
I=[—cosxz—x(Iln x — 1)+ e*]|6 2 = 2,4148. 


I = 24,1894.0,1— (2,2586 + 2,7985) + 


Exemple 2. Trouver la somme 
1 1 1 1 
ÉOBERT SRRRETTS 
Solution. Dans notre cas 


f(a)=+; h=2; 2051; = 909. 


Cherchons les”dérivées d'ordre impair de la fonction f(x): 


f(H=—<À, 

f(n= +, 

MORE 
PU (a) — 40320 ete. 


zŸ 
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Portant ces valeurs dans la formule (9) et en nous bornant à la déri- 
vée d'ordre sept, on aura: 
x=99 


99 
1 1 1 1 
es Etes to) +5 (5-55) — 


À . 995 ws) +3 Eu —%r) (55-55) = 
= 0,004 753 416 + 0,000 243 490 + 
+ 0,000 002 169 — 0,000 000 001 — 0,004 999 074. 
D’après la formule (9) dans laquelle on a posé k — 2, n — 24, 
m — 4, l'erreur du résultat obtenu est 


B 1 11 2 
R — 24.910. ee [00 (E) << 24-21 2. << © 10-14. 


$ 14. Calcul approché des intégrales impropres 
L'intégrale 


b 
[ (x) dr (1) 


s'appelle propre si 
1) l'intervalle d'intégration [a, b] est limité ; 
2) la fonction f (x) sous le signe somme est continue sur [a, bl]. 
Dans le cas contraire l'intégrale (1) est dite impropre. 
Considérons d’abord le calcul approché d'une intégrale impropre 


[ f(x) dr (2) 


à intervalle d'intégration illimité où la fonction f (x) est continue 
pour a < TZ << oo. 


L'intégrale (2) est dite convergente s’il existe une limite finie 


b 
lim | F(a) dx, (3) 
b—o0 À 
et on pose par définition 
00 b 
{ f(x) dx = lim { f() dz. (4) 
=. b—>00 = 


Si la limite (3) n'existe pas, l'intégrale (2) est dite divergente, 
et on considère alors qu'elle n’a aucun sens. Avant de calculer une 
40—01072 
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intégrale impropre il faut donc s'assurer à l’aide des critères de 
convergence [10] que cette intégrale converge. 

Pour calculer une intégrale impropre convergente (2) avec la 
précision imposée &, mettons-la sous la forme 


raz | oa+soer. (5) 
a a b 


L'intégrale étant convergente, on peut choisir le nombre b suffisam- 
ment grand pour donner lieu à l'inégalité 


I(raarl<+. (6) 
b 
L'intégrale propre 


b 
f f(æ)az 


peut être calculée d’après l’une des formules de quadrature. Soit 
S la valeur approchée de cette intégrale à + près, c'est-à-dire 


| [ds <2. (7) 
Les formules (5), (6) et (7) entraînent 
If reas-s|<e 


le problème posé sera donc résolu. 

Supposons maintenant que l'intervalle d'intégration [a, b] 
soit limité et que la fonction f (x) sous le signe somme ait un nombre 
fini de points de discontinuité sur [a, b]. Comme par hypothèse 
l'intervalle d'intégration peut être divisé en intervalles partiels 
avec un seul point de discontinuité de l'expression sous le signe 
somme, il suffit d'explorer le cas où sur [a, b] la fonction f (x) 
n'’admet qu’un seul point de discontinuité c de deuxième espèce *. 

* Si c est un point de discontinuité de première espèce, c’est-à-dire s’il 
existe des limites finies unilatérales 

f(c—0)— lim f(x) et f(c+0)= lim f(x), 
< X—C, xX>c 


XHC, X C 
on peut alors poser 


f f (x) ue f1 (x) u+ f2 (x) dz 
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Si c est un point intérieur du segment [a, b], on adopte par défi- 
nition 


F6 dx = LS (Tr) + | 1e dx} (8) 


et si cette limite existe, on dit que l'intégrale converge; dans le cas 
contraire on dit qu'elle diverge. 

On définit de même la convergence de l'intégrale impropre (8) 
si le point de discontinuité c de la fonction f (x) sous le signe somme 
re avec l’une des extrémités de l'intervalle d'intégration 
a, b|. 

Pour calculer approximativement avec la précision imposée 
e l'intégrale impropre convergente (8), où le point de discontinuité 
c E (a, b), on choisit les nombres positifs ô, et Ô> tellement petits 
qu’ils donnent lieu à l'inégalité 
c +02 

f(x) dx 


c—0: 


€ 
<<. 


Ensuite, d’après les formules de quadrature connues on calcule 
approximativement les intégrales propres 


c—0: b 
| far et | (ad. (9) 
a c+ô: 
Il est évident que si S;, et S: sont des valeurs approchées de: 
CE , .« € . : . 
l'intégrale (9) à 7 près, il vient 


b 
fftdre S+5, 


à e près. Si le point de discontinuité c de la fonction sous le signe 
somme f (x) est une extrémité de l'intervalle d'intégration [a, b], 
la méthode de calcul change d’une façon manifeste. 


où 
f(r) sia<r<c; 
f(c—0) si z=c; et 
f(c+0) si z—c; 
f (x) si cLr<b; 
de plus, les fonctions jf, (x) et f: (rx) sont continues respectivement sur les seg- 


ments [a, c] et [c, b]. Ainsi notre intégrale se ramène à la somme de deux inté 
grales propres. 


f1 (z) = 


2 (z) = 


40* 
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$ 15. Méthode de L. Kantorovitch 


Il arrive souvent que pour le calcul approché de l'intégrale d’une 
fonction discontinue, il soit utile d'appliquer la méthode de Kanto- 
rovitch d'extraction des singularités [1], [6], [10]. Cette méthode 
consiste en principe en la recherche d'une certaine fonction g (x) 
possédant les mêmes singularités que la fonction f (x), qui se prète 
à l'intégration élémentaire dans l'intervalle [a, b] et telle que la 
différence f (x) — g (x) soit suffisamment lisse sur le segment d’in- 
tégration [a, b]. Par exemple, 


f(x) —e(D EC" Ta, bd], où m>1. 


On aura alors 


b b b 
frtoar -(etpari | 1(o-e(ids, 


où la première intégrale est prise directement, alors que la deuxième 
se calcule sans peine à l’aide des formules usuelles. 
Considérons l'application de cette méthode au calcul de l’inté- 


grale de la forme 
b 
rene p (x) (1) 


où Ella, b], 0 <a <<1Â et p (x) est continue sur le segment [a, b]. 
Supposons que p (x) E C‘"**P [a, b], c'est-à-dire, que P (x) pos- 
sède sur le segment [a, b] des dérivées continues jusqu'à l'ordre 


(m + 1) y compris. 
Utilisant la formule de Taylor, on aura: 


pla) = D PE (2 70) + p(z), (2) 
k=—0 


_ R «m+l) 
vpn D AE (ro) = EE (or) (3) 
k=—0 


(EE (a, b)). 


Il en résulte pour nn (1) 


b m 
@ (x) dz =Y qu ee [ 20)" a+] (x) dr 


! (z—20)" (z— 20)" 


m k . : 
D (rt (am) ST, (4) 
k=0 
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avec 


b 
(zx) dr 
dE J (20) 
La formule (3) entraîne 


A EC [a, b) 


(z— x0)* 


629 


(9) 


(au moins!); par conséquent, l'intégrale (5) est une intégrale propre 
et peut être calculée avec une précision quelconque à l’aide d’une 


formule de quadrature convenable. 


La méthode de Kantorovitch est également applicable aux 
intégrales impropres dont la fonction sous le signe somme possède 
plusieurs points de discontinuité de forme examinée. Dans ce cas, 
pour calculer l'intégrale, il suffit de diviser l'intervalle d’inté- 
gration en parties ne contenant qu'un point singulier de la fonction 
sous le signe somme et de mettre à profit l’additivité de l'intégrale. 


Exemple 1. Calculer approximativement l'intégrale impro- 


pre [11] 


Solution. La fonction sous le signe somme 


f@=s Tnt 


possède sur le segment [ 0, _ un seul point singulier z—0. 


Développons la fonction 


p(z)=(1—z) * 


en série de Taylor par rapport aux puissances de x, jusqu'à la 


puissance 2°. En appliquant le binôme de Newton, on aura: 


1 D: à 5 35 
p(a)= + z+ tt at at. 


2 3 
— 715 801 . 
+ dr+ = se V2+ 11=1,5691585 + J:, 


(6) 
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avec 


| 
à 

1=\ VA q> (7) 
0 


5 


TZ 


et 


GE (1 ++ sentis 2) 5 _Ÿ(0) = 0. 


L'intégrale propre (7) se calcule d'après la formule de Simpson, 
en posant rz = 10 et le pas k — _ — 0,05. Les résultats des cal- 
culs avec six décimales sont portés sur le tableau 74. 


Tableau 74 
Calcul de l'intégrale d’après la formule de Simpson 


0 ,000000 0,000009 
0,000056 0,000216 
0,000624 0,001508 
0,003225 0,006316 


0,011538 


0,015493 0,0085049 


noue 


0 
1 
2 
3 
4 
5) 
6 
7 
8 
9 


no cn 


- 


S RENÉ CT STE 


CE 
© 


Il en résulte 


1 


li = 20.3 


10,020239 + 4.0,015493 + 2.0,008049) — 
— -2_.0,098309 — 0,0016385. 


Par conséquent, en vertu de la formule (6), on a 


1,5691585 
+ 0,0016385 


— 
— 


| = {1,5707970. 
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Constatons que le calcul de l'intégrale Z est élémentaire et que sa 
valeur exacte s'écrit 


1=+—1,5707963 … 
Remarque. Dans certains cas une intégrale impropre peut 


être transformée en une intégrale propre par substitution de la 
variable ou par intégration par parties, 


Exemple 2. Transformer en une intégrale propre l'intégrale 


D = — 
” A+) Vz @) 


Solution. En posant dans l'intégrale (8) x = Z on obtient 
une intégrale aux limites finies 


= 2 * dz (9) 
J G+UVZ à +2) Vz 
qui devient singulière pour x = 0. 
En opérant une intégration par parties appropriée, on aura: 
| . 
1 


Î 
de Vz : 
+)2V: +2} FA) Hier 


1 = 

1 2Vz 

1=| dE Va = 
Û 


la dernière intégrale étant propre, l'application des formules de 
quadrature ne présente aucune difficulté. 


$ 16. Intégration graphique 


Le problème d'intégration graphique consiste à dresser d’après 
la courbe donnée d’une fonction continue y = f (x) la courbe de sa 
primitive 


F(2)= (f(x) dr. 


Autrement dit, il faut construire une courbe y—F(x) telle qu’en 
tout point z de cette courbe l’ordonnée soit numériquement égale à 
l'aire du trapèze curviligne de base [a, x], limitée par la cour- 
be donnée y = f (x). 

Pour construire approximativement la courbe de la primitive 
y = F(x) l'aire du trapèze curviligne correspondant limité par 
la courbe y = f (x) est divisée en bandes verticales étroites à l’aide 
des parallèles à l'axe des y aux points xzo, 21, ... (a = zo KT << 
<Z: <<...) (fig. 77). Appliquons le théorème de la moyenne pour 
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remplacer, s’il est possible, chacune de ces bandes par un rectangle’ 
de surface équivalente ayant la même base et la hauteur égale à 
Î (Es), où E, (i = 1, 2, ...) est un point intermédiaire du i-ième 


Fig. 77. 


segment [x;_,, z:l. Posons donc 


*; 
Î fhdz= fi) (az), 
Xj— 4 
Lin LE LTi (=; 2: ce 
Les valeurs de la primitive 


F(x)= | f(#)àz 


aux points x; peuvent être calculées par additions successives : 
F(x0) =0; 
4 nn vi 
F(a)=|f(od= (f(odr+ | f(odr- 
x xo X{_1 
= Fri) +f()(mi—-zis) (i=1,2,...). (1) 
Soient Mi (E1, f (E1)), Mo (E2, f (2)), . . . les points respectifs 


de la courbe y = f (r). En les projetant sur l’axe Oy on obtient 
les points M;, M, ... (fig. 77). 
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Choisissons maintenant un pôle P tel que la distance OP = 1 
et menons les rayons PM, PM;, . .. La ligne cherchée y = F (x) 
peut être remplacée approximativement par la ligne brisée 
NoNiNoN3... aux sommets Nozo, 0), Nix, F (xi)), Vo (2, 
F (x2)), . . . Les éléments successifs de cette ligne brisée sont paral- 
lèles aux rayons correspondants, à savoir: WoW || PM,; 
NiN3 [I PM; NoN3 |l PM; .. . En effet, en vertu de la formule 
(1), le coefficient angulaire de l'élément N;_,N; est égal à 


k — F(zi)—F(xi-1) = f (E:), 


Ti—Ti-1 


mais par construction le coefficient angulaire du rayon Of; est 


hi = 10 (bn. 
Donc 
Vi; ] OM; (i= 1, LE se 


Ainsi, la construction de la courbe d'une primitive y = F (x} 
se ramène pratiquement à mener par le point Vs (zo, 0) la droite 
NoN: parallèle au rayon OM, jusqu’à l'intersection en W, avec la 
verticale z = zx,; par le point W, la droite V,W; parallèle au rayon 
OM, jusqu’à l'intersection au point W;: avec la verticale z = x:, etc. 

Il convient d'indiquer qu’en appliquant la méthode d'inté- 
gration graphique considérée il n’est pas de rigueur de prendre les 
points z; (i = 0, 1, ...) équidistants. Pour améliorer la précision 
de la construction on recommande d’ajouter aux points zx; les points 
singuliers de la courbe de la fonction intégrée (zéros, points d'extré- 
mum, points d’inflexion). 

L'intégration graphique est dans le cas général peu précise. 
Aussi présente-t-elle de l'intérêt surtout lorsqu'il faut obtenir 
une idée générale sur l'intégrale de la fonction ou lorsque la fonction 
sous le signe somme est donnée graphiquement et nous ne connais- 
sons pas son expression analytique. 


$S 17*. Notion sur les formules de cubature 


Les formules de cubature ou formules des cubatures numériques 
sont prévues pour le calcul numérique des intégrales doubles {11. 

Soit la fonction z = f (x, y) définie et continue dans un certain 
domaine borné © (fig. 78). Dans ce domaine © on choisit un système 
de points M; (z;, yi) (i = 1, 2, ..., N). Pour calculer une inté- 
grale double 


NHCPLT 


(0) 
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on pose approximativement 


N 
JT fe, v)drdy= 5 Aif(i y). (1) 
(o) i=1 
Pour trouver les coefficients À; imposons la condition que la 
formule de cubature (1) soit exacte pour tout polynôme 


Pn(x, y)= 7 CITY, (2) 


—_ 


= 


Fig. 78. Fig. 79. 


dont le degré ne dépasse pas le nombre nr donné. A cette fin il faut 
et il suffit que la formule (1) soit exacte pour les monômes 


2hyl (k, 1=0,1,2,...,n; k+I<n). 
Adoptant dans (1) f(x, y) = xkyl, on aura: 


N 
fe = [( m'yldr dy S Asrèyl (k, 1=0, 1,2, ...,n; kLI<n). 
1—=1 


(0) 
(3) 
Ainsi, dans le cas général, les coefficients À; de la formule (1) 
peuvent être définis à partir d'un système d'équations linéaires (3). 
Pour que le système (3) soit défini, il faut que le nombre d’in- 
connues {V soit égal au nombre d'équations. Par suite, en composant 
le « réseau des exposants» (fig. 79) on obtient: 


N=(nt)tn+... +1 CHOMEN, 


Le problème délicat du choix le plus avantageux des points 
pour le domaine considéré reste sans être résolu. 
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On peut indiquer encore un procédé assez général de calcul 
d’une intégrale double. Supposons que le domaine d'intégration 
soit borné par des courbes 
représentatives de fonctions 
continues univoques 


y = (x), y = Ÿ (2) 
(p (x) < Ÿ (x)) 
et par deux verticales x = a, 
z = b (fig. 80). 


En plaçant dans l'inté- 
grale double 


I= J] f(x, y)drdy (à) Fig. 80. 


les limites d'intégration suivant des règles connues, on aura: 
b vx) 


Ji rt nardy= (as | fr, var. 
(0) a qUx) 
Soit 
Y(x) 
F(z)= | fe, mé (5) 
Alors ne 
bd 
[f f(x, yazdy = | F(a) az. (6) 
(0) a 


Appliquant à l’intégrale simple du second membre de l'égalité 
(6) l’une des formules de quadrature on obtient: - 


JT Ge mar dy= 5 CF (x, (7) 
(o) ‘ i=1 


où x: Ca, b] (i—1, 2, ...,n) et Ci sont des constantes. A leur 
tour les valeurs 
ŸCx;) 


F(z)= | fl pay 
P(x;) 


peuvent s’obtenir également d’après certaines formules de quadrature 


F (xi) = > B;jf (xi, y), 


où B;; sont des constantes correspondantes. 
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On déduit de la formule (7): 
n M; 
[fe pardy= SX D CiBif(æi vs), (8) 


(0) i=1 j—=1 


où C; et B;; sont des constantes connues. 

L'interprétation géométrique de cette méthode est équivalente 
au calcul du volume 7 traduit par l'intégrale (4) à l’aide des sec- 
tions transversales. 

Avec des modifications correspondantes, les remarques générales 
relatives au calcul des intégrales simples (cf. $ 10) gardent toute 
leur valeur pour les formules de cubature du type (8). 


$ 18*. Formule de cubature de type Simpson 
Supposons d’abord que le domaine d'intégration soit un rectangle 
R{a<zr<A; b<y<B) 
(fig. 81) dont les côtés sont parallèles aux axes de coordonnées. 


Divisons chacun des segments [a, A] et [b, B] en deux parties éga- 
les par les points 


To U—=a+h, 2: =a+2h = À 
et respectivement 
Yo = b, nn =b+R, y2 = b+2k = B, 


On obtient ainsi au total neuf points (x;, yj) (i, j = 0, 1, 2, ... 
..., 9). On a: 


FT F6, pasdy= (az | (= y) dy. (1) 
(R) a b 


On en tire en calculant l'intégrale intérieure d’après la formule de 
quadrature de Simpson: 


A 
[f rte, y dx dy = [az 1f(e, vo) + 4f (x, n)+f(, we) = 


| A A A 
= [ff vodr+4 f(x mdr+ (f(x vodr |. 
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Appliquant encore une fois à chaque intégrale la formule de Simp- 
son, on obtient : 


| f(x, y) dx dy = {Lf (to, Yo) + 4f (z1s Yo) + F(Z2, Yo)] + 
(R) 


+ 4 [f (ro, ya) + 4f (ass y) + f (2e Yi) + 
+ [f (ro, ya) + 4f (xs, Ye) + f (re, y2)]} 


ou 


ÀT fGæ, y)dx dy = “AL (os vo)+ 1 (22, Vo) + (ro, ve) + 


(R) 


= f (tes Y2)] + 4 1 (ti, Yo) + f (To, Ya) +- (te, Yi) + 
+ f(x, Ve) + 16f (ri, yi)}. (2) 


Appelons la formule (2) formule de cubature de Simpson. Par consé- 
quent, 


NE y) dx dy — 
(R) 


= (09+ 4014 160), (2°) 


où ©, est la somme des valeurs 
de la fonction à intégrer 
f (z, y) aux sommets du 
rectangle R ; ©; la somme des 
valeurs de f(x, y) au mi- 
lieu des côtés du 
rectangle R; 62 = f (x, y1) la valeur de la fonction f (x, y) au 
centre du rectangle À. Les multiplicités de ces valeurs sont 
représentées sur la figure 81. 


Exemple 1. Appliquer la formule de cubature de Simpson 
pour calculer l'intégrale double [7] 


4,4 2,6 
1= | | 
Ty 
4 2 


Solution. Prenons 


he 05 et k= se 03 


Les valeurs correspondantes de la fonction sous le signe somme 
L 2 sont portées sur le tableau 75. 
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Tableau 75 


Calcul de l'intégrale double suivant la formule 
de Simpson 


0,125000 0,119048 0,113636 
0,108696 0,103520 0,0988142 
0,096154 0,0915751 | 0,0874126 


L'application de la formule (2) donne 
1=-2 05 1(0,125000 + 0,113636 + 0,096154 + 0,0874126) + 


-+ 4 (0,119048 + 0,108696 + 0,0988142 + 0,0915751) + 
+ 16-0,103520] — 0,0250070. 
La valeur exacte de cette intégrale double est: 


4,4 2,6 
| [ = in 1,3-1n 1,1 — 0,0953108-0,262364 — 0,0250061. 
à 2 
Donc l'erreur de troncature 
A —|0,0250061 — 0,0250070 | — 0,0000009 æ 106. 


Si les dimensions du rectangle R {a <r<A4; b<y<B} 
sont grandes, pour améliorer la précision de la formule (2) on divise 


Fig. 82. 


le domaine À en un système de rectangles pour appliquer à chacun 
de ces rectangles la formule de Simpson. 

Supposons que nous ayons divisé les côtés du rectangle R res- 
pectivement en nr et m parties égales; il en résulte un réseau relati- 
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vement lâche de rm rectangles (sur la fig. 82 les sommets de ces 

rectangles sont marqués par des ronds plus grands). Divisons à son 

tour chacun de ces rectangles en quatre parties égales. Adoptons 

que les smomets de ce réseau serré des rectangles sont des points 

M;, de la formule de cubature. 
Soit 


et 


2m 


Les coordonnées des points du 
réseau sont alors les suivantes : 


Zi1=Zo+ih (x0—=2; 
i=0;:1:2,::5;2n) 


et 
Yj=Yo+ik (Yo—Db; Fig. 83. 
j—=0, 1, 2,...,2m). 
Pour abréger, introduisons la notation 


ACTOR DES PE 


En appliquant la formule (2) à chacun des rectangles du réseau 
lâche, on aura (fig. 82): 


[fre v)drdy = D D Haras fasse 29-+ fauves ajue far ar) + 


CR) i=0 j=0 
+ 4 (faiss, 23 + oise, 24 + faiss. 242 + fai, 2543) + Gfoiss, 231] - 


On en tire finalement après réduction des termes semblables : 


2n 2m 
[Tree pardy= D 'aufu, (3) 
(R) i=0 j=0 


où les coefficients À;; sont les éléments correspondants de la 
matrice 
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Si le domaine d'intégration © est curviligne, on construit le rec- 
tangle R 3 6, dont les côtés sont parallèles aux axes des coordon- 
nées (fig. 83). Considérons la fonction auxiliaire 


_… f@uh si (x 160; 
L. À 0, si (x, y)ER—0o. 


Il est clair que dans ce cas on a: 


{| f(x, y) dx dy — Ds (x, y) dx dy. 


(0) (R) 


Le calcul approché de cette dernière intégrale peut se faire d'après 
la formule de cubature générale (3). 
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CHAPITRE XVII 


MÉTHODE DE MONTE-CARLO 


$ 1. Principe de la méthode 


Le mode usuel de résolution d’un problème consiste à indiquer 
un algorithme (la succession des opérations) qui permet de trouver 
la valeur f exacte ou avec une précision donnée. Notamment, si 


l’on désigne par fi, fe, + - ., fns - - . les résultats correspondants 
des opérations successives, alors 
f—= lim fn. (4) 
n+00 


et dans le cas d’un nombre fini d’opérations le processus s'arrête 
à un certain pas. Le processus de calcul est dans ce cas strictement 
déterministe: en l'absence d'erreurs, deux calculateurs 
différents aboutissent au même résultat. 

Toutefois, il existe des problèmes dans lesquels la construction 
des algorithmes de ce type est pratiquement impossible ou l’algo- 
rithme lui-même s'avère trop compliqué. On recourt alors souvent 
à la simulation du principe mathématique ou physique du problème 
et on applique les lois des grands nombres de la théorie des proba- 
bilités. Les estimations f4, f2, . . ., fr, . . . de la grandeur cherchée 
f s'obtiennent par traitement statistique des données fournies par 
les résultats de certaines expériences aléatoires multiples. Dans ces 
conditions il faut que la variable aléatoire f, converge en proba- 
bilité pour 7 —+ © vers la grandeur cherchée f [1], [2], c'est-à-dire 
que pour tout & >> 0 on ait la relation limite 


lim P(]f—-fnl<e)=1, (2) 


où P désigne la probabilité correspondante. 

Le choix de la grandeur f, est conditionné par des particularités 
concrètes du problème. Par exemple, on entend souvent par gran- 
deur cherchée f la probabilité d’un certain événement aléatoire (ou, 
pour plus de généralité, l’espérance mathématique d’une certaine 
variable aléatoire). Alors, la fréquence f, d’un événement dans nr 
expériences aléatoires (ou, respectivement, la moyenne empirique 
des valeurs d’une variable aléatoire) peut être considérée sous des 
&1—01072 
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hypothèses très lâches comme une estimation probabiliste de la 
variable cherchée. D'autres variantes sont également possibles. 
Constatons que dans ce cas le processus de calcul est non dé- 
terministe, puisqu'il est défini par les résultats des expé- 
riences aléatoires. 

Les modes de résolution des problèmes faisant appel aux variables 
aléatoires ont reçu le nom général de la méthode de Monte-Carlo. 
Plus précisément par méthode de Monte-Carlo [3], [4], [5], {6] on 
entend l’ensemble des procédés qui permettent d'obtenir la solu- 
tion des problèmes mathématiques et physiques à l’aide des expé- 
riences aléatoires multiples. Les estimations de la grandeur cherchée 
se déduisent statistiquement et ont un caractère probabiliste. Dans 
la pratique les expériences aléatoires sont remplacées par certains 
calculs appliqués aux nombres aléatoires (cf. $ 2). 

L'utilisation efficace de la méthode de Monte-Carlo est devenue 
possible grâce aux calculateurs électroniques rapides, car pour 
obtenir des estimations suffisamment exactes de la grandeur cher- 
chée, il faut réaliser le calcul d'un très grand nombre de cas parti- 
culiers et dépouiller ensuite la statistique d'un volume énorme de 
données numériques. Remarquons qu’en utilisant la méthode de 
Monte-Carlo aucun besoin n’est de connaître les relations précises 
des grandeurs données et recherchées du problème, il suffit de déga- 
ger seulement l’ensemble des conditions qui définissent la manifes- 
tation du phénomène observé. Cette circonstance rend possible 
l'application de la méthode de Monte-Carlo aux problèmes logi- 
ques. 

Voici les problèmes mathématiques pour lesquels on a mis au 
point la méthode de Monte-Carlo: résolution des systèmes d’équa- 
tions linéaires ; inversion des matrices ; recherche des valeurs propres 
et des vecteurs propres d’une matrice; calcul des intégrales multi- 
ples; résolution du problème de Dirichlet ; résolution des équations 
fonctionnelles de divers types, etc. La méthode de Monte-Carlo 
permet également de résoudre des problèmes de physique nuclé- 
aire. Notons que pour un même problème concret, le schéma de 
l'application de la méthode peut être nettement différent. 

Dans ce chapitre nous allons étudier le calcul des intégrales 
multiples et la résolution des systèmes d'équations linéaires par la 
méthode de Monte-Carlo. Pour se renseigner sur les autres problè- 
mes indiqués il faut se référer aux ouvrages appropriés (cf. par 
exemple, {3}, bibliographie, ainsi que (6)). 


$ 2. Nombres aléatoires 


Dans la pratique de la méthode de Monte-Carlo les expériences 
aléatoires sont remplacées généralement par un échantillonnage des 
nombres aléatoires. 
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Définition 1. Une grandeur ou une variable est dite 
aléatoire si sa valeur dépend d’un événement aléatoire. 
La variable aléatoire X est définie par la loi de répartition 


P (X <zr) = ©® (x), 


où x est un nombre réel quelconque et ® (x) une fonction connue 
(fonction de répartition). Les valeurs de la variable aléatoire s’appel- 
lent nombres aléatoires. 


Définition 2. Si une variable aléatoire est munie d’une 
loi de répartition donnée [1], [2] (uniforme, normale, etc.), on dit 
que les nombres aléatoires correspondants sont répartis d'après 
cette loi. 

Soient les nombres xi, Z2, . . ., z,, . . . les valeurs d’une même 
variable aléatoire X fournies par des épreuves indépendantes à 
conditions répétées. Alors, la suite des nombres aléatoires 


En} (1) 


est dite aléatoire, à loi de répartition correspondante. Dans ce qui 
suit nous allons étudier en règle générale des suites Re (1) 
à répartition uniforme sur un segment unité 0 x < 1. Si (a, b) 
est un intervalle quelconque * du segment [0, 1] « et vh = V, (a, b), 
le nombre d'éléments de la sous-suite finie x;, Z:, . . ., Z, appar- 
tenant à l'intervalle (a, b), alors pour la suite (1) à répartition 
uniforme on a la relation limite suivante 
note) (2) 
+00 
c'est-à-dire la fréquence relative limite de la suite {x,} à répartition 
uniforme sur [0, 1] pour tout intervalle partiel (a, b) est égale à la 
longueur de cet intervalle avec la probabilité 1. 
Si la suite aléatoire {x,} est répartie uniformément sur le seg- 
ment [0, 1], la transformation linéaire 


n=A dB —=A)Tr, tt: 2, 2), (3) 


où À et B sont des nombres donnés, conduit à la suite aléatoire 
{Un} répartie uniformément sur le segment [A, Bl. 

Dans le cas général, une suite aléatoire {x, } répartie uniformé- 
ment sur le segment [0, 1] permet de construire une suite aléatoire 
Un} à loi de répartition donnée © (y). 

oit 


d(= | Ua 


* Les extrémités a et b peuvent par convention être ou ne pas être incluses 
dans l'intervalle (a, b). 
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la fonction de répartition correspondante *, où œ ({) est la densité 
de probabilité. 
Pour simplifier supposons que la fonction 


z = © (y) 


soit continue et strictement monotone (fig. 84). Alors, en défi- 
nissant y, d’après l'équation 


Zn = Om) (n—=1,2,...), 


on obtient pour tout x, la suite aléatoire {y,} munie de la loi de 
répartition donnée © (y). Par construction, la suite {y,} vérifie 


ÿ2 Yn ÿ1 4 
Fig. 84. 


avec la probabilité { la relation limite 


n 


_ b 
._ Va(a,b 
lim ED 2 (o(y)dy, (4) 


où v, (a, b) est le nombre d'éléments d'une sous-suite finie y, . .. 
+ Un, appartenant à l'intervalle arbitraire (a, b). 
En particulier, en posant 
LE 
Te 


4 : 
PU=-7e , 


on obtient de cette façon la suite aléatoire canonique {y, } obéissant 
à la loi normale (gaussienne) et associée à la variable aléatoire Y 
d'espérance mathématique MY — 0 et de variance DY = 1. La 
transformation linéaire 
Zn = On te (n=1,2,...) 

donne une suite aléatoire {z,} à répartition normale qui correspond 
à la variable aléatoire Z telle que l'espérance mathématique HZ = c 
et la variance DZ — 0°. 

* Siyn (n = 1,2, . . .) sont contenues dans le segment limité À <y <B, 
alors on pose généralement @ (y) = 0 avec y € [4, BI]. 
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$S 3. Méthodes d'obtention des nombres aléatoires 


Pour élaborer des nombres aléatoires on peut utiliser les résultats 
de processus physiques aléatoires (par exemple, le jet des dés, la 
rotation de la roulette, le scintillement du compteur Geiger, le 
bruit des transmissions électriques, etc.). Il existe également 
de ie toutes prêtes des nombres aléatoires (cf., par exemple, 
7], (8). | 

En toute rigueur, utilisant des dispositifs mécaniques, pour obte- 
nir des nombres aléatoires, on ne peut pas être tout à fait sûr que 
les événements aléatoires considérés ont une répartition de proba- 
bilité donnée. C’est pourquoi on soumet généralement les données 
obtenues à une « vérification statistique par le hasard ». Dans ce 
sens il est plus sûr d'employer des nombres aléatoires tabulés pour 
lesquels cette vérification est déjà faite; pourtant les nombres aléa- 
toires tabulés présentent de grands inconvénients pour le traitement 
des problèmes sur des machines digitales [9]. 

Pour résoudre les problèmes par la méthode de Monte-Carlo il 
faut avoir à sa disposition une grande quantité de nombres aléatoires. 
Dans la pratique le plus commode est d’obtenir ces nombres avec 
des détecteurs spéciaux couplés à une machine. Leur fonctionne- 
ment est réglé par des processus physiques aléatoires (par exemple, 
par désintégration radioactive, bruits des tubes électroniques, 
etc.) [9]. 

La reproduction des nombres aléatoires associés au modéle 
théorique donné étant un processus délicat et compliqué, on se 
borne souvent en pratique à l'obtention de ce qu’on appelle les 
nombres pseudo-aléatoires qui grosso modo ressemblent aux nombres 
aléatoires correspondants. Les nombres pseudo-aléatoires sont tirés 
à partir des algorithmes assez complexes. Dans ce qui suit, par « nom- 
bre aléatoire » nous allons entendre les nombres de ces deux types 
s'ils ne présentent pas de différence substantielle. 

Indiquons certains procédés bien simples pour obtenir des nom- 
bres aléatoires, au sens généralisé, uniformément répartis sur le 
segment [0, 1]. Supposons pour simplifier que ces nombres sont 
des fractions décimales propres du nombre fixe, s par exemple, de 
décimales significatives (fraction décimale à s rangs), c’est-à-dire 
pouvant être mise sous la forme 


ER De Te | 
T0 10 T° À 40 ? (1) 


où œ (i = 1, 2, ..., s) sont les chiffres de ces nombres, prenant 
les valeurs 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 

Pour former le tableau des nombres aléatoires de la forme (1), 
uniformément répartis sur le segment [0, 1], il suffit d'indiquer les 
modes d'obtention des chiffres &; en respectant les conditions sui- 
vantes : 
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a) &; est un échantillon aléatoire du système des nombres 0 à 9, 
toutes les valeurs indiquées étant équiprobables et indépendantes ; 

b) le choix des chiffres précédents &;, ..., &; n'influe nulle- 
ment sur celui du chiffre suivant @;,1. 

Pour obtenir un nombre aléatoire à s rangs, cet échantillonnage 
est repris s fois. 

Il existe plusieurs procédés pour réaliser le système de sélection 
vérifiant les conditions a) et b). Examinons certains d’entre eux. 

1. Plaçons dans une urne dix boules identiques numérotées 
de O à 9. Tirons successivement de l’urne une boule et inscrivons son 
numéro &. Après chaque tirage la boule est remise dans l’urne et, 
avant chaque tirage consécutif, toutes les boules dans l’urne sont 
brassées. 

2. On jette simultanément deux dés. Si r, et r, sont les chiffres 
amenés (74, A2 — 1, 2, 3, 4, 5, 6) respectivement par le premier 
et le deuxième dé (les deux dés doivent être différents), le chiffre 
successif « du nombre aléatoire est pris égal au reste de la division 
de la somme 6 (7, — 1) + n2 par 10, où #1 << 6, c'est-à-dire & est 
un entier non négatif inférieur à 10 qui vérifie la congruence * 


6 (nr; — 1) + n2 = & (mod 10). (2) 


Si r, = 6, on jette encore une fois les dés. La formule (2) entraîne 
que le chiffre &« peut à probabilité égale prendre une valeur quel- 
conque de O0 à 9 (cf. [7)). 

3. On prend un entier à s chiffres. Ce nombre est élevé au carré, 
puis on choisit dans le nombre obtenu s chiffres moyens; ensuite 
le processus est repris. Si s est suffisamment grand, par exemple 
s > 10, les chiffres choisis peuvent être pris à chaque étape comme 
décimales des nombres pseudo-aléatoires à s rangs [3]. 

Pour obtenir une suite de nombres pseudo-aléatoires on peut 
également multiplier un nombre de plusieurs chiffres par un même 
nombre et en tirer les chiffres moyens ou élever au carré un nombre 
de plusieurs chiffres et calculer le reste de la division du résultat 
par un nombre premier suffisamment grand. 

4. Une suite pseudo-aléatoire {r,} s'obtient à l’aide du pro- 
cessus [10] 

ti 2 "0; 


* 


ou 
Up — 4, Un+: = 5lu, (mod 2%): 


9. On utilise le développement décimal d'un nombre irration- 
nel positif 
@ = Bo; Bis B2 - - + Bs - - . — Po + (w), 


* L'écriture a == b (mod k) (a, b, k, entiers) signifie que la différence 
a — best divisible par k. 
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où Bo est la partie entière du nombre w et (w) sa partie fraction- 
naire. 


Pour obtenir une suite aléatoire {x,}, on pose: 
Tn=(n@) (n = 1, 2, ...). 
S'il faut obtenir une suite aléatoire composée de nombres à s rangs, 
dans les nombres (rw) on se borne aux rangs correspondants. 


Pour résoudre certains problèmes il faut avoir à sa disposition 
plusieurs suites aléatoires 


ED}, (2), …, fem). 


Dans ce cas on choisit m nombres irrationnels positifs oi, @2, . .. 


..., Om linéairement indépendants sur le corps des rationnels pour 
admettre 


TN = (no) (k—=1,2,...,m;n=1,2,...). 


On peut également prendre une suite aléatoire uniformément 
répartie {r,} et en tirer m échantillons: 


{x;, Tm+is Toma+io - : “. 


{re; Tm+2s ++ Lom+2s -° .) 


{XZms Tom) Lam) . Se 


en prenant les nombres non pas l’un après l’autre, mais de m à m. 
Il est clair que de cette façon on aura m sous-suites réparties uni- 
formément. 

Ces méthodes ainsi que bien d'autres ont servi pour dresser des 
tables des nombres aléatoires. Dans le cas général on donne dans ces 
tables les décimales aléatoires; on s’en sert pour construire des 
nombres aléatoires ayant un nombre déterminé de décimales. A titre 
d'exemple voici une partie d’une telle table (cf. [7]) à cinq déci- 
males (tableau 76). 

Tableau 76 


Nombres aléatoires répartis uniformément sur le segment {0, 1] 


0,35483 (i 93. 0,66674 
0,09393 k 7 


0,53324 
0,43166 
0,26275 
0,05926 
0,66289 
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$ 4. Calcul des intégrales multiples par la méthode 
de Monte-Carlo 


Soit la fonction 
y = f (x, T2 + +.) Tm) 
continue dans un domaine fermé S; calculer l'intégrale m-uple 
= ce fer Ta, «.. Tm) Ty de + dTm: (1) 
(S) 


Géométriquement le nombre Z est le volume de dimension (m + 1) 
d’un cylindroïde * droit dans l’espace Oxix2 . .. z,y de base S 
et borné supérieurement par la surface donnée y = f (x), où æ — 
= (Zi, T2, +. ., Tm) (fig. 85). 


y=F€) 


=f{X) 


Fig. 85. Fig. 86. 


Transformons l'intégrale (1) de façon que le nouveau domaine 
d'intégration soit intérieur à un cube unité de dimension m. Soit 
le domaine S intérieur à un parallélépipède de dimension m 


a; L Ti L À; (i = 1, 2, .. m). (2) 
Faisons le changement de variables 
Li —= ; + (À ; —_ a;) E; (à = 1, 2,  . m). (3) 


Il est alors évident que le parallélépipède de dimension m (2) se 
transforme en un cube unité de dimension m 


OSE<A1 (i—=1,2,...,m) (4) 


* Plus précisément, le volume algébrique où l’on suppose que les parties 
du cylindroïde au-dessus de l’hyperplan Oxix;, . .., rx aient une mesure posi- 
tive et au-dessous, une mesure negative. 


$ 4.] CALCUL DES INTÊÉGRALES PAR MÉTHODE DE MONTE-CARLO 649 


et, par conséquent, le nouveau domaine d'intégration ©, qui s’ob- 
tient suivant les règles usuelles est intérieur à ce cube (fig. 86). 
En calculant le jacobien de la transformation, on aura: 
Aj—a  O  ... 0 


D (rt, T2, ..., Zm) 0 A» — Q2 ... (4) 
D (E1, Cor re Em) ee TT 


0 O0  ... An—ün 
— (A; — @) (42 — a2) . .. (Am — 4m)- 
Ainsi 
1=[f... [FE ...,En)dh de... æn, (5) 
(a) 
où 


F(E, bo, .. Em) sa (A; — &) (A2 — @) . (Am — Am) f (a: + 
+ (Ai—@)E, a2+ (A2 — a) be, ..., Am + (Am —@m) Em) - 
En introduisant les notations 


Ë — (£1s Ë2s + - .» Em) 
do — dE, dEo . . . dE», 
écrivons l'intégrale (5) sous une forme abrégée: 
1={[... (Fa. (3°) 
(0) 


Nous indiquerons deux méthodes de calcul de l'intégrale (5°} 
par la méthode des expériences aléatoires. 


et 


Première méthode. Choisissons m suites aléatoires 
indépendantes uniformément réparties sur le segment [0, 1]: 


cu, ED, RE EG), Se 0 
EU, EU, ..., E@, ... ; 


EG), Em, ..., EG, 


Les points M; (Ei”, Ef®, ..., Eÿ9) (à — 1, 2, ...) peuvent être 
considérés comme aléatoires. En choisissant un nombre W suffi- 
samment grand de points Mi, Mo, ..., MX, vérifions quels sont 
ceux qui appartiennent au domaine © (première espèce) et ceux qui 
n'y appartiennent pas (deuxième espèce). Soit (fig. 87) 


1) M;:E€o pour i=1i, 2, ..,n (6) 
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et 
2) M;60 pou i=n+i,n+2,..., N (6’) 


(par commodité nous changerons ici la numérotation des points). 
Remarquons qu'il faut convenir à l’avance si les points de la fron- 
tière T ou certains d'entre eux appartiennent au domaine © ou non. 
Dans le cas général, lorsque la frontière l est lisse, cela n'a pas 
d'importance; mais dans des cas particuliers cette question doit 
être tranchée en tenant compte 
des conditions concrètes. 

En prenant un nombre n suffi- 
samment grand de points À; € ©, 
on peut poser approximativement 


, n 
Ymoy — ÿ F(Mi), 


i— 1 


d'où il résulte la formule de l'in- 
tégrale cherchée 


TL Ymoy9 = D F(Mi), (7) 


1— 


Fig. S7. 


Land 


où par © on entend le volume de dimension m du domaine d'inté- 
gration 6. Si le calcul du volume o© est difficile, on peut poser 


d’où 


Dans le cas particulier, lorsque © est un cube unité (6 = 1), la 
vérification devient superflue, c'est-à-dire r — NV et on a simple- 
ment : 
1 : 
1e >. F(M:;). 


1=! 


Pour vérifier les conditions (6) et (6°) on part dans les cas cou- 
rants de la donnée analytique de la frontière L' du domaine ©. Dans 
le cas le plus simple, lorsque la surface l'est donnée par l'équation 


p (£) = O0, (S) 


où avec @ (£) <0 le point & € © et avec p (Ë) > 0 le point È € ©, 
on a: 1) si @ (A7;) <0, le point M; est de première espèce et 2) si 
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(M;) > 0, le point M; est de deuxième espèce. Les points A7; tels 
que @ (M;) = 0 sont attribués à la première ou à la deuxième espèce 
par convention. Constatons que l'équation (8) peut être remplacée 
par n'importe quelle équation équivalente, ce qui rend parfois les 
calculs bien plus faciles. Ainsi, pour un cercle il est commode de 
remplacer l'inégalité 


9 a 4 1 
D +yÿ—-z-y--<0 


par une inégalité équivalente 


(a) +(v-7) <7. 


la deuxième inégalité étant plus simple à vérifier. 
Si le domaine © est donné par les inégalités 


(9) 


Em (Ets +.» Emo) & Em Em (Bts + - +» Emct)s 


l'appartenance d’un point aléatoire AJ (E1, Es, . .., Em) à la pre- 
mière ou à la deuxième espèce s'établit en vérifiant si ces inégalités 
sont respectées. 


Tableau 77 


Schéma déterminant si le point aléatoire 2£ (E;1, ..., Em) 
appartient au domaine (9) 
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En pratique, le plus commode est de recourir au schéma du 
tableau 77. Ici 


{o si E:C(E, El 
E; — _ un 
| 0, si Bi € [6s, E;], 


(i —1,2,..., m) et e — ee» . .. em. Il est évident que 

si e = 1, alors M € 0: 

si e —0, alors M€ ©. 
Remarquons que si &; — 0 (j <m) aucun besoin n'est de calculer 
les valeurs ultérieures 8,41, . . .; Em, puisqu'elles n'influent pas 
sur le résultat définitif. La valeur de la fonction y = F (M) ne se 
calcule que pour les points A7 tels que & = 1. Ensuite, pour calculer 


l'intégrale Z, on utilise la formu- 
le (7). 


Exemple. Calculer appro- 
ximativement par la méthode de 
Monte-Carlo l'intégrale 

1=[[ta+y dx dy, (10) 
(o) 


où le domaine d'intégration © est 
défini par les inégalités suivantes: 


(o) 


Fig. 88. (fig. 88). 


Solution. L'intégrale (10) est donnée sous une forme réduite, 
? « Q . Ve ” . e #” ‘ .,. 
c est-à-dire le domaine d intégration © est intérieur au carré unité 


0ZSrz<1i, 0Ly<i. 


Pour résoudre le problème faisons appel au tableau 76 des nombres 
aléatoires en considérant chaque couple successif des nombres du 
tableau comme les coordonnées correspondantes z et y du point 
aléatoire A (x, y). Le calcul ayant un caractère illustratif, bornons- 
nous à 4 — 20 points aléatoires en arrondissant pour simplifier 
leurs coordonnées à trois chiffres décimaux. Les résultats du calcul 
sont portés sur le tableau 78, où nous avons posé 
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Tableau 78 
Calcul de l'intégrale double (10) par la méthode de Monte-Carlo 


u(x) | v{x) 


- L + - + + D] » 


…,. 


LI L 1 »… … »… +» D] 


OO © O0O © © 


D 


ÉÉÉFEEPEFEEEEEEE 


Dub Del pole fulb puit Del pl Dulb Dub Dub pue Dub Dub De = De Dub = D pu 


0,500 
0,500 
0,500 
0.500 
0,500 
0,500 
0,500 
0,500 
0,500 
0,500 
0,500 
0,500 
0,500 
0,500 
0,500 
0,500 
0,500 
0,500 
0,500 
0,500 


Zmoy = 3,837 = 0,96 
et donc d'après la formule (7) et en prenant en considération que 
1 
CO — TZ! on a: 
I = 2moy" 0 = 0,96: = 0,24. (11) 


Si l’on pose approximativement 


on obtient : 
I x 0,96-+ — 0,19. 


Remarquons que la valeur exacte de l’intégrale 


1 
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et donc l'erreur relative de (11) est égale à 


240.2 
ee 0.24 — 0,22 


/ 
55 & 9 Vo. 
md 


Certes, le nombre de points V — 20 ne suffit pas pour faire mani- 
fester ici dans leur pleine mesure les lois statistiques, néanmoins le 
résultat obtenu est satisfaisant pour une estimation grossière. 
Deuxième méthode. Si la fonction F(ËE) = F (ë:, 
Es, + - «y Em) est non négative, l'intégrale (5) peut être considérée 
comme le volume d'un corps V 
dans l’espace OË,E: . .. E,y de 
dimension (m “+ 1), c’est-à-dire 


1={| . ET .… dEm dy, 


(V) 
(12) 
{ où le domaine d'intégration V 
&, est défini par les conditions 


E — (&s E2 ._. Em) € ©, 
0<y<F(E). 


Soit 
Fig. 89. 0SF(D<E (13 


Introduisant dans l'intégrale (12) une nouvelle variable 
n= _ UE (14) 
on obtient : 
1=B || _ TE … dEmdn, 
(v) 
où le nouveau domaine v est un cylindroïde de l’espace OË;E: . .. 


... Emn, construit sur le domaine © et borné inférieurement par 
l'hyperplan n — 0 et supérieurement par l'hypersurface 


1 
n=-7 F(à) 
(fig. 89). En vertu de l'inégalité (13) le volume v est intérieur au 
cube de dimension (m +1 
OSE <1 G=1,2,...,m), 0<1n<t. 


Prenons maintenant m + 1 suites aléatoires indépendantes répar- 
ties uniformément sur [0, 1] 


Gin}, GP), (Em), (ni, 
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dont les éléments correspondants sont considérés comme les coor- 
données des points aléatoires 


Mio, EE, Em, mu), (E—1, 2, ..) 


de l’espace OE,E: . .. E,,n. Si du nombre total de points aléatoi- 
res » points appartiennent au volume v et N — n points n'y appar- 
tiennent pas, on pose approximativement pour V suffisamment 
grand : 


> : | 

T&B.—, (15) 
c'est-à-dire - 
I = B:P (M E v), 
où le point M peut occuper avec la même probabilité les positions 
M, Mo, ..., MX. La relation 

M Ev 

est vérifiée de même qu’à la première méthode. Remarquons que 
si 6 est le cube unité 0 < E;, < 1 (i = 1, 2, ..., m), pour le point 
Mi (EP, ..., E, mi), dont toutes! les coordonnées sont supposées 


appartenant au segment unité [0, 1], il suffit de vérifier seulement 
les relations 


me (EN, ED, .…., Em). 
Considérons maintenant le cas général où la fonction 
F(E) = F (61 Es... En) 
est de signe variable. Soit 
—b<F(E <B, (16) 
où b et B sont des nombres non négatifs. Posons 


F (E) = —b + (B + b) F (E), 


alors on aura : 


ff _ | FE) do = —bo+(8+b) || _ | F (E) do, 
(0) (0) 


où la fonction n = À (£), en vertu de l'inégalité (16), vérifie les 
inégalités L 
O<F(E) 1. 


Al . | FEas = {| ; { do an 


(o) 
peut être calculée par la méthode indiquée ci-dessus. 


L'intégrale 
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Pour évaluer la précision de l'égalité approchée * 


= [| ...(dodn=P(Mev)= + (17) 
J, 

supposons d’abord qu'on ait affaire aux suites aléatoires idéales 

des points /,; répartis uniformément (i = 1, 2, ...) et dont les 

coordonnées appartiennent au segment unité [0, 1]. 


En vertu du théorème de Bernoulli, l'application de l'inégalité 
de Tchébychev donne È 


1 


n Lo (1— T0) 
En se donnant pour € donné d’une probabilité garantie 
P(|5—-1|<e)>1-6, (19) 
on obtient de l'inégalité (18) que la condition (19) a bien lieu si 
1 
On en déduit : 
1 
= —— . 21 
: 2V6N À ) 
Ainsi la précision de l'estimation 
D + 
pour sa probabilité garantie est inversement proportionnelle à la 


racine carrée du nombre d'épreuves: 8 = O (=) . Cette circons- 
tance conditionne une convergence relativement lente de la méthode 
de Monte-Carlo: par exemple, pour diminuer de 10 fois l'erreur du 
résultat, le nombre d’épreuves doit être centuplé. Si la précision 
de l'estimation € et la probabilité garantie 1 — Ô sont données, on 
tire de la formule (20) le nombre d'épreuves nécessaire 


1 
N=-s-. (22) 
Par exemple, pour 8 = 0,001 et ô = 0,01, on a: 
N = 25 000 000. 


L'estimation (22) est trop grande et peut être nettement améliorée! 

Relevons encore une circonstance importante: le nombre d’é- 
preuves Ÿ ne dépend pas de la dimension de l'intégrale 7, et donc 
l'utilisation de la méthode de Monte-Carlo est avantageuse pour 


* Le facteur B ne joue pas de rôle essentiel. 


6 4.) CALCUL DES INTÉGRALES PAR MÉTHODE DE MONTE-CARLO 657 


calculer les intégrales multiples de dimensions élevées dans les- 
quelles l'application des formules de cubature usuelles présente de 
grandes difficultés. Par exemple, pour le calcul approché par la 
méthode courante de l'intégrale décuple appliquée à un volume 
unité dans le cas d’un pas k — 0,1, il faut disposer d’une somme 
d'environ 101 termes! 

Lors de l'application pratique de la méthode de Monte-Carlo 
pour le calcul des intégrales multiples, dans les cas courants on fait 


appel aux suites aléatoires de nombres à s rangs réparties uniformé- 
ment. Alors, si W est grand, la fraction + sera voisine non pas 
du vrai volume J5, mais d’un certain volume fictif /° qui représente 
approximativement la mesure relative du nombre de points M 
de coordonnées 
k; k 
Bt 16 (23) 


i=1,2,...,m;k, k—0, 1, 2,..., 10°), 


qui se trouvent dans le volume vw (cf. $ 3); de plus, en toute rigueur, 
I" change suivant que l’on rapporte les points frontières au volume 
v ou non. L'erreur totale du résultat est évaluée de la façon sui- 
vante (cf. [2]): 


[—ho<1ri— + 


, n 

I 0 NN | (24) 

Le premier terme |/7,— 7,| du deuxième membre de l’iné- 
galité (24) est une erreur de calcul ordinaire qui s'obtient en rempla- 
çant l'intégrale Z, par la somme intégrale relative à la division du 
volume v en éléments cubiques dont les sommets appartiennent au 
réseau (23). La valeur de cette erreur peut être évaluée à l’aide de 
l'inégalité 


[—o|<v—v, (29) 


où v est la somme intégrale supérieure (dans notre cas pour l’inté- 
crale (17) c’est simplement le volume d’un corps en gradins cir- 
conscrit) et v la somme intégrale inférieure (c’est-à-dire le volume 
d’un corps en gradins inscrit). La valeur de l'erreur |1° — 7;| 
dépend essentiellement du nombre de rangs s des nombres aléatoires ; 
si la frontière du corps v est lisse par morceaux, pour s suffisamment 
grand cette erreur peut être rendue aussi petite que l’on veut. L’in- 
convénient que présente l'augmentation de s consiste dans l’aug- 
mentation du volume des calculs, ces derniers devant se faire avec 
des chiffres supplémentaires. Le deuxième terme | 1° — F| du 
second membre de l'inégalité (24) s'appelle erreur d'échantillonnage 
et, comme nous l’avons indiqué dans ce qui précède, peut être éva- 
lué par une méthode probabiliste à l’aide du théorème de Bernoulli. 
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$ 5*. Résolutions des systèmes d'équations linéaires 
par la méthode de Monte-Carlo 


Soit le système linéaire 
71 


D aijxj=bi (i-1,...,n). (1) 
= | 


Ramenons par un certain procédé le système (1) à la forme spéciale 
n 
u é 
a D ax; + Bi (£ à sp 0) (2) 
2—= 


Introduisant la matrice &--[@;;] et les vecteurs 


ù Bi 
X — 3 B — ’ 
Th BA 
le système (2) peut s’écrire sous une forme matricielle et vectorielle 
x = ax + B. (27) 


Supposons que toutes les valeurs propres de la matrice & sont infé- 
rieures en module à l'unité. En particulier, il suffit de considérer 
que l’une des normes canoniques de la matrice « verifie l'inégalité 


Ia | 1. (3) 


Dans ce cas le système (2) a une seule solution qui peut s’obtenir 
par la méthode des approximations successives (chapitre VIII, $ 10). 

Choisissons un système de facteurs v;; lels que les nombres p;;, 
définis par les équations 


Qi] = Pijli] (ë, 11 Less) (4) 
satisfassent aux conditions suivantes : 
1) pi5>0, avec Pi; >0 pour #0; 
2) à Pi 1 (È= 1, he n). 
2—= 
Soit 


Pinn=1— 2 pis (i—1,...,n). 
)—= 


De plus, convenons que 
Pnti,j =Ù0 pour j<Ln--i 
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et 
Pn+1. n+i 1. 


Considérons maintenant une certaine particule errante qui jouit 
d'un nombre fini d'états possibles et incompatibles 


Si: S2 e + Sn: Sn+1. 


Cette particule est telle qu'avec une probabilité p;; (i, j = 1, ... 
.., n + 1) elle passe de l'état S; à l’état S; indépendamment 
des états antérieurs, les états ultérieurs étant indéfinis. L'état 
Sn+1 = F («frontière » ou « barrière absorbante ») est singu- 
lier et correspond à l'arrêt total de la particule, car la condition 
Pn+1.j = 0 (j = 1, ..., n) fait que les transitions de l’état S,,: 
à l’état S'; pour j nr + 1 sont impossibles avec la probabilité 1. 
Ainsi la particule errante s’arrète dès qu’elle tombe pour la première 
fois sur la frontière l. Cette succession des états s'appelle ordinaire- 
ment chaine discrète de Markov * au nombre fini d'états [2]. Les 
nombres p;; s'appellent probabilités de passage et la matrice 


Pis ++ Pin Pi. n+1 


IT Pni --- Pnn Pn.n+t 


D s3200 1 


est matrice de passage des états {S;} (loi de la chaîne). 

Soit S; un certain état fixé différant de l’état frontière (i < 
<< n + 1). Considérons les mouvements aléatoires d'une particule 
qui commencent à l'état donné S; = S;, et qui se terminent, après 
plusieurs états intermédiaires S;,, S;:., ..., S;:,, à la frontière 
S'imss = T. Ainsi, S:;, (m > 0) est un état de la particule qui 
précède directement son entrée à la frontière. Appelons pour abré- 
ger trajectoire l’ensemble des états 


Li (Sir Sue Sr, Sims} (5) 
Soit X; une variable aléatoire associée aux trajectoires aléatoires 


T; qui commencent à l’état S; (fonctionnelle de la trajectoire T;) 
et qui prend pour la trajectoire (5) la valeur 


ET) = Bio À VioiiBis + VioinVisiaBie + + + Viois 2e Vi iimBimr (6) 


OÙ BP}; (Ï = io É1s «+ + +: im) Sont les Lermes constants correspondants 
du système réduit (2). 
En particulier, si v;; = 1, on a simplement: 


(Ti) = Bi + Bi +... +. (6”) 


* Plus précisément, chaîne simple homogène [2]. 
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D'après le théorème des probabilités composées, la trajectoire T;, 
et par conséquent la valeur £& (T;), se réalise avec la probabilite 
P(Ti)= PioisPisie ++ Panimisr (7) 
où io = tet imt1i = AR + 1. 
Théorème. Les espérances mathématiques 
MAT, (=1,2,::.;:0 
satisfont au système (2). 


Démonstration. Les trajectoires T; qui commencent 
à l’état S,; peuvent être classées en fonction du premier pas en nr + 1 


espèces 
Ti, {Si, Si, Sie a 
Ti =; S 2; S jo .. e 


Ti, ={Si, Sn: Sins He 


Ti, n+i — {Si, Sn+1} 


c'est-à-dire la particule, en commençant son mouvement de l'état 

S;, au premier pas peut passer à l’état S; ou à l'état S:, etc., et 

ensuite, après un certain nombre de pas, s'arrêter à la frontière. 
Si la trajectoire de la particule est 


Ti ={Si, S ;; S i39 ..) Si Si =} 


où j Æ n + 1, en vertu de la formule (6) la variable aléatoire X,; 
prend la valeur 


(Ts) = Bi + vis + vidiieBie + +. à Dijbiie Vi iimBim = 
= Pi + vi (Bi + DireBie + + +. + Visa Ve 1 imBim) = Bi + dE (T5), (8) 


«+ 


où 7; est une certaine trajectoire à état initial S;. 
Lorsque le premier pas mène la particule à la frontière F, c’est-à- 
dire lorsque la trajectoire s'écrit Tinxi = {Si Sn+1}, il vient 


E (Ta, n+1) — Bi. (8°) 
La probabilité du fait que la trajectoire 7; est une trajectoire du 
type T1, est évidemment égale à p;}. 
Par définition de l'espérance mathématique, on a: 


MXi=DE(T:) P(Ti)= À D ET) P (Tu). 
T; 5 Ti] 


Si j <n + 1, la trajectoire T;; est composée du segment (S;, S;) 
et d’une certaine trajectoire T;. Par suite, P (T;;) = p:3P (T;). 
Pour j— nr +1, on a: 


E(Ti, n#1) = B: et P(Ti.nu)= Pi. nu: 
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De plus, comme à chaque trajectoire T;; avec j nr + 1 correspond 
univoquement la trajectoire 7’; et inversement, la sommation éten- 
due aux trajectoires T;; pour j = 1, 2, ..., n peut être remplacée 
par la sommation étendue aux trajectoires T';. 

On en tire, compte tenu de la formule (8), 


n 
HXi:— à > [Bi —- vi58 (T5) + pi P (T5) + BiPi, n+1s 
2— j 
ou 


N'a -ÿ pis D ET) PT) 10) Pi à P(Tj)+ Pis nul. 


T; 
Mais a 


ZE(TN P(T)= MX: =1, 2, sn) 
Î 


De plus 
D P(T;)=1 
T} 


et 
n+f 


ñn 
> Pi D P (T;)+ Pi. nx4 = >» Pi; = 1. 
j=1 T} 1=1 
Par conséquent, 


MXi= DoayMX;+fB (i=1,...,n) 
j=1 


avec «wi; = PijViy- : ; 
Le théorème est démontré. 


Remarque. Pour démontrer le théorème nous avons Hpe 
posé l'existence des espérances mathématiques 


= MX, (i=1,...,n). 


On peut démontrer que si la condition (3) est vérifiée, les variables 
aléatoires X;, ont des espérances mathématiques finies. 

Le théorème démontré entraîne que la solution du système (2) 
peut être considérée comme espérance mathématique des variables 
aléatoires X1, ..., X,. Pour la détermination expérimentale de 
la quantité x; = MX;, on organise NV mouvements aléatoires aux 
trajectoires aléatoires T7!” (£ = 1, ..., N) à état initial S; et on 
enregistre chaque fois la valeur £ (T{°) de la variable aléatoire X.. 
Supposons que les épreuves soient indépendantes entre elles et que 
la variable X, jouisse d’une variance finie. Alors, en vertu du théo- 
rème de Tchébychev [1], [2], pour W suffisamment grand, on a l'iné- 
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N 
ai D E(Ti) <e, 
| k= | 
avec une probabilité aussi proche de l'unité que l'on veut; € est 
ici une borne d'erreur donnée. Ainsi, les solutions du système (2) 
peuvent être déterminées approximativement d’après les formules 


N 
1 
ROME >» (TT). (9) 
R=1 


En particulier, ce procédé permet d’invertir les matrices de la 
forme 
A=E— a, (10) 


où ||æ& || 1 et E = (ô;;] est une matrice unité. A cette fin remar- 
quons que les éléments de la matrice inverse 


AT = [zx;;l 
satisfont au système linéaire 


23 (Om — in) a — Gi) (ë, = 1 ads): 


D'où les éléments de chaque colonne 
Ti js CCR Z | Th j (j — ds ee. «3 n) 
de la matrice A7! sont déterminés par le sous-système linéaire 


Tij — à LihThj + Oij (i:=1, Hesse (11) 


Ce qui précède entraîne qu'en partant de l’état S,; = S;,, pour 
j fixé, on obtient les valeurs suivantes de la variable aléatoire X;; 
| ë; (Ti) SS din +: isiViois +... + Giniliois se. Vim-tim) 
où ZT; —[S;, S:,,..., Si, Sims — F} et les nombres &;; sont 
tels que p;;, définies d'après les équations @;; = p;jv;;, constituent 
des probabilités de passage de l’état S; à l’état S;. Les espérances 
mathématiques WMX;; —zx;; donnent les éléments recherchés, de 
la matrice A”. 

Montrons maintenant comment on peut organiser pratiquement 
le mouvement aléatoire d’une particule aux probabilités de passage 
Pi; données. Supposons pour simplifier que p;; sont des fractions 
décimales au dénominateur commun 10° (s est un nombre naturel) : 


lil Lio li, n+1 
Pa = Pis Gr : er Pin ' 


OÙ diys Los + . « lin+1i Sont des entiers non négatifs; de plus 
ln listes. + lings = 10 (i=1,2,...,n). 
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Considérons la particule dont l’état initial est S;. Soit {x} les 
nombres à s rangs inférieurs à l'unité et répartis uniformément 
sur le segment [0, 1], par exemple les éléments du tableau corres- 
pondant des nombres aléatoires. Effectuons un tirage du nombre 
aléatoire zx. S'il s'avère que l'inégalité 
tu 
105 
esl vraie, nous considérerons que la particule passe de l’état S; 
à l’état S,. Ensuite, si 


OLrz< 


{: . . 

Mere bte, 
on pose que la particule passe de l’état S; à l’état S:. D'une façon 
analogue on définit les autres transitions. En particulier, la particule 
se retrouve à la frontière S,,, = l si le nombre aléatoire x est tel que 


Linie. +lin lite. Hlintlionss 
105 <I< 105 —& 
Cette convention rend clair que les nombres de cas favorables aux 
passages S;—S; (j — 1, 2, ..., n +1) sont proportionnels 


respectivement aux nombres 
l;1. ljo. .... l;, n+i: 
ces cas étant équiprobables. Donc les probabilités de passage 


PIS, =S).- ni =py G=i,...,n:i=1,...,nr1). 


En choisissant une suite de nombres aléatoires et en se guidant 
par la règle indiquée dans ce qui précède, on obtient un mouvement 
aléatoire de la particule à état initial fixé et aux probabilités de 
passage données. Pour obtenir la précision voulue de la solution 
(au sens probabiliste) il convient d'examiner une quantité suffi- 
sante d’errements. 


Exemple. Résoudre par la méthode de Monte-Carlo le sys- 
tème d'équations 


9 
zo == 0,27, — 0,320 - 1,1. (12) 
Solution. On peut poser 


Ut = 1, Ua Rs 


z1 ==. 0,17, + 0,270 + 0,7 ; 


271, 

Us: — 1, Vos Sn 1. 

On en tire que la matrice de passage s’écrit 
0,1 0,2: 0,7 

n -10:2 03 : 0,5 


esvsesss.esssusee 


1 


0 O0 1 
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où les éléments de la première ligne sont respectivement les pro- 
babilités de passage de l'état S; aux états Si, S2 et S3 = T, alors 
que les éléments de la deuxième ligne, de l’état S, aux états S:, 
S> et Ss, la « bordure » correspondant à la frontière T. 
Puisque les éléments de la matrice II sont multiples de 0,1, on 
peut utiliser les nombres aléatoires à un rang dont les chiffres sont 


Tableau 79 
Calcul de l’inconnue x; du système (12) par la méthode de Monte-Carlo 


Nombre , ; 
aléatoire Trajectoire Y Fos Ne 
x 


A 
© 
ES] 
A © 
8 


Sir 
SFr 
Sir 


Si Sir 
Sir 
Si So 


L 


Sccc0cc00 
© = JO =] =] QI 


L 1 


L 1 


Sy So T 
Sir 
ST 
Sr 


OLD «J D On le 


be 


-. 


D] 


CES 
pu 


Si So Sir 


L 3 L 


SSH ser (O0 TA 
| —1,1—0,7—1,1 


+ 


…* 


Sir 
Sir 


Si So Tr 


Sir 
Sir 


+ LL 1 D 1 LL ] … %* 


LL 1 


SES sise er 


1 


DD EP = CO EE D C9 © Uri OO De RU ER © I O EE e]j À9 «3 O0 me 


L 1 


Si—r 
Si— Sr 


+ 


) 
0 
0 
0 
0 
(1) 
0 
0 
() 
0 
0 
0 
0 
(1) 
0, 
0 
0 
0 
0 
0 
1) 
) 
(1) 
(1) 
(1) 
0 
0 
0 
0 


L 1 


21:-0,7+4.1,1 
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tirés d’une suite aléatoire quelconque, par exemple, du tableau 76 
($ 3) des nombres aléatoires. 

Les résultats obtenus pour 20 mouvements aléatoires à l’état 
initial S, sont consignés sur le tableau 79. Le nombre aléatoire x 
assurait les passages d’après l’instruction suivante: 

I. Pour l’état initial S;: 


1) si 0< zx <0,1, alors S1 —+ Si; 
2) si 0,1 < x <0,3, alors Si —+ S,; 
3) si 0,3 < zx <<1, alors Si— l'; 
II. Pour l’état initial So: 
4) si 0< x <<0,2, alors S> —+ Si; 
2) si 0,2 < x <0,5, alors S> —+ S,; 
3) si 0,5 < x <1, alors S> —+ T. 


La dernière colonne du tableau 79 donne les valeurs de la variable 
aléatoire X,, calculées d’après la formule (6). On en tire 


= MX,x 2 (20-0,7+0,7+4.1,1)= 0,96. 


D'une façon analogue on calcule l’inconnue 22. 

Notons que la solution exacte du système (12) est x, — 1, x2 = 1. 

Il existe également d’autres procédés pour résoudre les équations 
linéaires algébriques d’après la méthode de Monte-Carlo [11]. 
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